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Wstep

Niniejszy zbiér jest przeznaczony dla oséb, ktére lubia rozwigzywac nietypowe zadania z
matematyki na poziomie akademickim. Sadze, ze zainteresuje on studentéw i pracownikéw nau-
kowych kierunkéw Scistych. W ksigzce umieScitem ponad 400 oryginalnych zadan i probleméw
z réznych dzialéw matematyki. Zadania podobnych typéw mozna spotka¢ w dziatach proble-
mowych czasopism, na studenckich olimpiadach matematycznych oraz na forach internetowych,
gdzie uczestnicy prezentuja swoje problemy. Niektére problemy moga by¢ wykorzystane, jako
tematy prac licencjackich lub magisterskich.

Zadania i problemy podzielitem na tradycyjne dzialy matematyki, ale nie uporzadkowatem
ich wedlug stopnia trudnosci. W ksiazce stosuje standardowe oznaczenia. Aby utatwié¢ zro-
zumienie niektérych zadan, dotaczylem do nich rysunki. Nie podaje odpowiedzi, wskazowek,
rozwiazan ani dowodéw. Problemy, ktére sa hipotezami, oznaczylem litera (H), a zadania, kt6-
rych nie potrafie rozwiazaé - litera (IN). Na stronie internetowej www.im.pwr.wroc/~skoczylas
umiescitem rozwiazania zadan przystane przez Czytelnikéw. Podaje tam takze liste ksiazek
zawierajacych podobne zadania.

Do drugiego wydania zbioru dodalem okoto 200 nowych zadan. Jednocze$nie usunalem
te problemy, ktore - jak sie okazalo - sg znane. Ponadto do 120 zadan dolaczyltem rysunki.
Poprawilem takze zauwazone bledy i usterki.

Dzigkuje Czytelnikom, ktérzy przystali rozwiazania probleméw z pierwszego wydania zbio-
ru. Dziekuje Im takze za informacje o btedach lub o tym, ze problem jest znany. Bede wdzieczny
za wszelkie uwagi o obecnym wydaniu.

Zbigniew Skoczylas



Zadania 1 problemy wybrane

z drukowanej wersji ksigzki



Algebra

1. Macierze A, B € M,, ., sa ustalone. Pokaza¢, ze jezeli dla kazdej macierzy X € M,
zachodzi warunek

det (A+ X) =det (B+ X),
to A = B. (N) Czy otrzymamy te réwnos¢, gdy zalozymy, ze macierze X sa wybierane
z pewnej bazy przestrzeni M, y,,"

2. Pokaza¢, ze dla dowolnych parami réznych punktéw P, Ps, ..., P, (k > 2) przestrzeni R"
(n € N) zachodzi nier6wnos¢

din dig ... dig
doy dog ... d
ot T T <o

gdzie d;; oznacza odlegloé¢ euklidesowa punktéw P, P;. (H) Udowodni¢, ze jeSli w nie-
réwnosci wpisa¢ symbol (<) zamiast (<), to bedzie ona prawdziwa dla punktéw dowolne;
przestrzeni unormowanej. Czy slaba nieréwno$¢ jest prawdziwa dla punktéw dowolnej
przestrzeni metrycznej?

3. Pokazac, ze w dowolnej nieskonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej istnieja podprzes-
trzenie V; (i € Z), ktére spehiaja obustronny ciag zawieran

...vagvalD‘/oDVle‘/gD...,
przy czym zadne z nich nie jest réwnoscia.

4. Jaka posta¢ maja przeksztalcenia liniowe L : R" — R" (n > 2), ktére odwzorowuja zbiér
[0,00)™ na siebie?

5. Pokaza¢, ze prosta Im (z) = Re(z) jest osig symetrii zbioru pierwiastkéw zespolonych
wielomianu
2= (1414) 2+ 5iz2 + (3 —3i) 2 — 4.

6. Znalez¢ funkcje ciagla f : R — R taka, ze rodzina funkcji
{fz+a):aeR}

jest liniowo niezalezna w przestrzeni C' (R) funkcji ciagltych na R. (IN) Czy taka rodzina
moze by¢ bazg przestrzeni C' (R)?

7. Dla liczby naturalnej n > 2 niech {wy, ws, ws,...,w,} oznacza zbiér pierwiastkéw n-tego
stopnia z jednoSci (o rosnacych argumentach gtéwnych). Obliczy¢ sumy:
n n
Wk
a) kak; b) =
k=1 k=1



Analiza matematyczna

1. Pierwszy wyraz ciggu jest dowolng liczba wymierna. Kolejny wyraz ciaggu tworzymy dopi-
sujac na koncu licznika i mianownika poprzedniego wyrazu dowolng cyfre (niekoniecznie
te sama). Pokazaé, ze ciag otrzymany tym sposobem jest zbiezny.

2. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2 niech xq,xs,...,2, beda kolejnymi ekstremami
lokalnymi wielomianu

(x—1)(xr—2)...(x —n)[zr—(n+1)].

Pokaza¢, ze ciag tr, = xx — k (1 < k < n) jest rosnacy.

3. Szeregi Z (U, Z b, maja dodatnie wyrazy oraz sg zbiezne. Ponadto dla kazdej liczby
n=1 n=1
naturalnej k£ zachodzi réwnosc

o0

(an)k = Z (bn)k .

n=1 n=1

Pokazag, ze ciag (b,) jest permutacja ciagu (a,) . (H) Pokaza¢, ze fakt ten jest prawdziwy
takze dla szeregéw zespolonych o niezerowych wyrazach.

4. Funkcje f, g sa rosnace na przedziale [0, 1]. Ponadto, dla kazdej liczby naturalnej n spel-
niaja warunek

Pokaza¢, ze f = g na |0, 1] poza zbiorem przeliczalnym.

5. Obliczy¢ granice

n sinuséw
7\

7 1 Y
lim n sin (sin ( .. (sin —)))
n—oo n

o0

6. Pokazac, ze szereg harmoniczny E — mozna podzieli¢ na nieskoniczong liczbe roztacznych
n

n=1
Szeregow:

a) zbieznych; b) rozbieznych.

7. Granice

Jim [ctg (") ctg («™) — ctg (a7) ctg (27)]

wyrazi¢ w zaleznosci od n,m,p,q € N.
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8. Pokaza¢, ze dla kazdej funkcji f ciaglej i dodatniej na przedziale [0, 1] zachodzi réwnosé
1 n 1

lim /Wda; = exp /lnf(x)dm

n—oo

0 0

9. Pokazac, ze dla ustalonej liczby naturalnej n > 4 ciag

e et (1202|222

vl

jest malejacy.

10. Pokazag, ze jezeli w obszar ograniczony dodatnimi pélosiami uktadu wspétrzednych oraz
hiperbolg zy = 1 wpiszemy dowolne przylegajace do siebie prostokaty tak, aby ich pod-
stawy pokryly o§ Oz, to ich laczne pole bedzie nieskonczone.

y A

xy=1

11. Znalez¢ funkcje elementarna, ktorej wykres przedstawiono ponize;j.

12. Funkcja f : R®* — R jest ciagla oraz spelnia warunek

/B// f(z,y,2) dedydz = 0,

gdzie B oznacza kule jednostkowa o Srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych. Pokazac,
ze istnieje szeScian V, dla ktérego zachodzi réwnosc

/V// f(x,y, z)dedydz = 0.

13. Funkcje f () + f (2*), f (z) + f (2°) sa ciagte na R. Czy stad wynika, ze funkcja f jest
ciggla?



(Geometria

Cialem wypuklym w R" nazywany zbiér zwarty i wypukly o niepustym wnetrzu. Méwimy, ze
cialo wypukle jest gladkie, gdy jego brzeg jest gladki.

1. a) Pokaza¢, ze dowolny wielogcian wypuklty w R?® mozna podzieli¢ plaszczyzna na dwa
wieloSciany o tych samych objetosciach oraz o jednakowych sumach pdl Scian i sumach
dtugosci krawedzi.

b) Udowodni¢ analogiczne twierdzenie o wieloScianach wypuktych w R™.

2. (H) Niech C bedzie $rodkiem masy jednorodnego ciala wypuklego D na plaszczyZnie.
Pokaza¢, ze jezeli dla kazdego r > 0 érodek masy przekroju D N K(C,r), gdzie K(C,r)
oznacza koto domkniete o $rodku C' i promieniu 7, pokrywa sie z C', to istnieje liczba

naturalna n > 2 taka, iz zbiér D po obrocie o kat T woket punktu C nalozy sie na

siebie. Sformulowaé analogiczng hipoteze dla cial wypuklych w R”.

)
NS

3. a) Pokaza¢, ze we wnetrzu dowolnego tréjkata istnieje punkt taki, iz promienie kot
wpisanych w trdjkaty powstale z jego potaczenia z wierzchotkami tréjkata, sa jednakowe.

b) Pokaza¢, ze we wnetrzu dowolnego sympleksu w R™ (n > 3) istnieje punkt taki, iz
promienie kul n-wymiarowych wpisanych w sympleksy powstate z potaczenia tego punktu
z wierzchotkami sympleksu, sg jednakowe.

4. (H) Styczne poprowadzone do kota z dowolnego punktu zewnetrznego maja jednakowa
dtugosc. Czy ta wlasnos¢ charakteryzuje kola wsréod gladkich cial wypuklych na plasz-
czyznie?

12
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T
5. a) Dwie proste w R3 przecinaja si¢ pod katem 0 < «a < —. Kule przetaczamy przez proste

w ten sposéb, aby caly czas byta styczna do kazdej z nich. Po jakiej krzywej porusza sie
Srodek kuli?

b) Dwa okregi o promieniu 1 sa styczne i leza w jednej plaszczyznie. Kule o promieniu
r przetaczamy miedzy okregami w ten sposéb, aby caly czas byla styczna do kazdego z
nich. Po jakiej krzywej porusza sie srodek kuli?

6. Dwa roztaczne kota o réznych promieniach lezg na plaszczyznie. Wyznaczy¢ zbiér punk-
téw plaszczyzny, z ktérych oba kota sg widoczne pod tym samym katem.

7. W namiocie o wysokoéci 1 podloga jest kwadratem o boku /2. Dwie jednakowe rurki,
ktore podtrzymuja powloke namiotu, sa wygiete w ksztalcie tuku paraboli i zamocowane
w przeciwlegtych rogach podlogi oraz potaczone pod katem prostym w jego wierzchotku.
Obliczy¢ pole Scian bocznych namiotu.

8. Pokaza¢, ze rzut $rodka masy ciata wypuklego w R? (rozumianego jako jednorodne ciato
materialne) na pewna plaszczyzne pokrywa sie ze $rodkiem masy jego rzutu (traktowanego
jako ptaskie jednorodne cialo materialne) na te ptaszczyzne.



Matematyka dyskretna

1. W brydza graja dwie pary N i S oraz E i W. Licytacje rozpoczyna gracz N, a koncza ja
trzy kolejne odzywki pas. Dopuszczalne sa tylko nastepujace odzywki (podajemy je w
kolejnosci rosnacej):

1, 15,10, 1d, 28, 25,20, 20, ... T, 70, TQ, TH.

Kazda odzywke inng niz pas jeden z graczy drugiej pary moze skontrowac. Te kontre
moze z kolei rekontrowa¢ dowolny gracz z pary zgtaszajacej odzywke. Iloma sposobami
moze przebiegac licytacja? Na ile sposobéw mozna wylicytowa¢ 7 bez atu z rekontrag?

2. Wspdlrzedne wszystkich wierzchotkéw wielokata na plaszczyznie sg liczbami catkowitymi,
a jego boki sa rownolegle do jednej z prostych: © =0, y =0, y = x, y = —x. Utozsamia-
my wielokaty, ktére sg przystajace. Ile jest réznych rodzajow wielokatéw:

a) wypuktych;  b) niewypuklych,
o polu g (n € N)?

3. (IN) Kwadratowe palety z towarem potozono na placu w jednej warstwie tak, ze utworzyty
prostokat o wymiarach m x n (palety sa oznaczone liczbami od 1 do mn). Palete mozna
zabra¢ z placu wézkiem widtowym, gdy jest umieszczona na obwodzie albo, gdy mozna
do niej dojecha¢ korytarzem utworzonym z pozostalych palet. Na ile sposobéw mozna
wywiezé palety? Na rysunku ukazujemy przykladowe rozmieszczenie palet. Palety ozna-
czone kolorem bialym mozna wywiez¢ z placu, a z6ttym - nie.

4. (N) Wewnetrzne krawedzie prostopadlo$ciennej skrzyni maja dtugoséé p, ¢, (p, ¢, 7 € N).
Ile réznych prostopadioSciennych pudetek o krawedziach naturalnych mozna umiesci¢ w
skrzyni? Za kazdym razem wktadamy tylko jedno pudetko, ale jego $ciany nie musza by¢
réwnolegle do Scian skrzyni.

14



Mechanika

1. Jednorodna bryla jest ograniczona paraboloidg z = a (x2 + y2) (a > 0) oraz plaszczyzna
z = 1. Dla jakich wartoSci parametru a, bryta ta dowolnie potozona ,na boku”, powréci

do stanu z pionowsa osig symetrii, czyli bedzie ,,wanka-wstanka”?

2. Na poziomym stole leza dwie monety o promieniu R oraz moneta o promieniu r (r < R).
Monety sg parami styczne. Monete o promieniu r wsuwamy miedzy dwie pozostale
(wzdhuz osi symetrii uktadu). Po jakich krzywych beda poruszac¢ sie érodki duzych monet?

3. ,,Ptaski zbiornik” zbudowany jest z trzech polaczonych przegubowo niewazkich pretéw
o dhugosciach a, b, c. Kofice pretéw sa przymocowane przegubowo do poziomej prostej w
odleglosci | < a + b+ ¢. Do zbiornika wlano ,,ptaska wode” o polu S. Okresli¢ potozenie

pretow.

4. Wyznaczy¢ site przyciggania grawitacyjnego jednorodnej kuli o masie M i promieniu R
oraz jednorodnego nieskonczonego preta o gestosci liniowej masy A, potozonego w odleg-

tosci d > R od érodka kuli.

15



Multifunkcje

Na poczatku rozdzialu wprowadzimy podstawowe pojecia teorii multifunkcji. Niech
(V, p) bedzie przestrzenia metryczna. Przez clbd (V') oznaczmy rodzine wszystkich niepustych
podzbioréw domknietych i ograniczonych przestrzeni V, a przez comp (V') - rodzine niepustych
podzbioréw zwartych tej przestrzeni. Dla pary A, B € clbd (V') okre§lamy odlegtos¢ Hausdorffa:

h (A, B) = max {sup ingp (z,y),sup inﬁp (x, y)} :

€A YE yEB TE€

Niech U takze bedzie przestrzenia metryczng. Multifunkcja nazywamy przeksztalcenie F' : U —
clbd (V) a jej selekcja - funkcje f : U — V, ktéra spelia warunek:

f(u)e F(u) dlauel.

B

Poniewaz U i clbd (V') sa przestrzeniami metrycznymi, wiec mozna rozwaza¢ multifunkcje i
selekcje ciaggle.

Niech a > 0 oraz niech B™ oznacza kule jednostkowg w R”. Rozwazmy multifunkcje F' :
(—a,a) x B" — clbd (R") . Zawieraniem rézniczkowym nazywamy relacje postaci:
x € F(t,z).
Rozwiazaniem klasycznym tego zawierania z warunkiem x (0) = 0 nazywamy funkcje = :

(—0,0) = R™ (0 < d < a), rozniczkowalng w sposéb ciagly, ktéra spetnia inkluzje

z(t)e F(t,x(t)) dlate (—6,0) oraz warunek x (0) = 0.

W przestrzeni topologicznej zbiorem I kategorii Baire’a nazywamy zbior, ktéry mozna przed-
stawic, jako sume przeliczalnej ilosci zbioréw nigdzie gestych, tj. zbioréw, ktérych domkniecia
maja puste wnetrza. Méwimy, ze wiasnos¢ W jest typowa w przestrzeni metrycznej zupeinej
X, gdy zbiér

{re X W(x)}

jest rezydualny, tzn. jest dopemieniem zbioru I kategorii Baire’a.

16
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1. (H) Niech X,Y beda przestrzeniami metrycznymi oraz niech A bedzie podzbiorem
zwartym X. Pokaza¢, ze dowolna multifunkcje ciagta

F:A— comp(Y),

mozna aproksymowaé jednostajnie multifunkcjami ciggltymi, ktérych wartoSci sa zbio-
rami skonczonymi. Czy mozna zagwarantowac, aby wartoSci multifunkcji aproksymujace;j
mialy jednakowe liczby elementow?

2. (H) Niech C oznacza rodzing multifunkcji ciagtych ' : [0,1] — comp(R") (n >2) z
metryka zbieznoSci jednostajnej. Pokazac, ze posiadanie przez multifunkcje selekcji ciaglej
jest wlasnoscig typowa! w rodzinie C, tzn. dowies¢, ze rodzina S multifunkcji z C, ktére
maja selekcje ciagla na [0, 1], jest zbiorem rezydualnym w C.

3. (H) Niech S™ oznacza sfere jednostkows w przestrzeni R"™. W rodzinie C multifunkcji
ciaglych
F :S" — comp (R"),
z metryka zbieznosci jednostajnej, rozwazmy rodzine B multifunkcji F', ktére spelniaja
uogdlnione twierdzenia Borsuka-Ulama, tj. takich, ze dla pewnego = € S™ zachodzi
warunek
F(x) N F(—z) # 0.

Pokaza¢, ze spelianie przez multifunkcje twierdzenia Borsuka-Ulama jest wlasnoscig ty-
powa w rodzinie C. Podaé przyktad multifunkeji cigglej F' : S™ — comp (R™), ktéra nie
ma selekcji ciaglej, ale dla pewnego x € S™ spelia warunek F'(z) N F(—x) # 0.

4. (H) Niech B™ oznacza kule jednostkows w przestrzeni R”. W rodzinie C multifunkcji
ciagglych
F : B"™ — comp (B"),

z metryka zbiezno§ci jednostajnej, rozwazmy rodzing F multifunkcji F', ktére maja wlas-
nos¢ punktu statego, tj. dla pewnego x € B" spelniaja warunek

x € F(z).

Pokazac, ze posiadanie przez multifunkcje ciaggla punktu stalego jest wlasnoscig typowsa
w rodzinie C. Poda¢ przyktad multifunkeji ciagtej F' : B" — comp (B"), ktéra nie ma
selekcji ciaglej, ale dla pewnego = € B" spelia warunek = € F(z).

5. (H) Niech n bedzie liczba parzysta. Czy zerowanie si¢ ciaglego multipola wektorowego
na sferze S™, ktoére jest styczne do sfery, jest wlasnoscig typowa w rodzinie C wszystkich
multipdl ciagltych na sferze?

6. (H) W rodzinie C multifunkcji ciagtych
F:(-1,1) x B" — comp (R") (n >2)

z metryka zbieznoSci jednostajnej, zbada¢ gestosc i ustali¢c kategorie Baire’a rodziny XC
multifunkcji ciggltych F, dla ktérych zawieranie rézniczkowe

r € F(t,z) 2z warunkiem x(0) =0

ma rozwiazanie klasyczne w pewnym otoczeniu punktu 0.

'W 1984 r. pokazalem, ze dla m,n > 1 posiadanie selekcji ciaglej jest wlasnoécig wyjatkowa w rodzinie C
multifunkcji ciagtych F : [0,1]" — comp (R™), tzn. rodzina S multifunkcji ciagtych, ktére maja selekcje ciagta,
jest zbiorem brzegowym w C. Mozna pokaza¢, ze dla m € N oraz n = 1 zachodzi réwnoé¢ S = C.



Optymalizacja

1. (N) Waz o dlugosci L pelznie po krzywej:
a) y = arcsin (sinz); b)y =sinz.

W jakim polozeniu, odlegtos¢ miedzy glowa i ogonem weza, bedzie:
i) najmniejsza; ii) najwigksza?

AN
VRV N *

2. Wsréd walcéw wpisanych w szeScian, o osiach pokrywajacych sie z jego przekatna, znalez¢
ten, ktéry ma najwieksza objetosc.

3. a) Niech a,b,c (n > 3) beda liczbami dodatnimi. Dla jakiej liczby dodatniej x, odpo-
wiednio uksztaltowany czworokat o kolejnych bokach diugosci a, b, c,  ma najwieksze
pole?

b) (N) Niech dy,ds,...,d, (n > 3) beda liczbami dodatnimi. Dla jakiej liczby dodatniej
x, odpowiednio uksztattowany (n + 1)-kat o kolejnych bokach dlugosci dy, ds, ..., d,, =,
ma najwieksze pole?

4. a) Niewazkie naczynie w ksztalcie walca o érednicy podstawy d stoi na réwni pochylej o
kacie nachylenia «. Ile najwiecej wody mozna wla¢ do niego, aby nie przewrdcilo sie?
b) To samo naczynie napemiono woda do wysokoSci h i postawiono na réwni pochylej o
zmiennym kacie nachylenia. Dla jakiego najwiekszego kata x naczynie nie przewrdci sig?

18
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5. (N) W rodzinie cial wypuklych na plaszczyznie rozwazmy dwie metryki: miare réznicy
symetrycznej zbioréw oraz metryke Hausdorffa. W obu metrykach znalez¢ koto, ktoére
najlepiej aproksymuje tréjkat o bokach a, b, c. Czy kolo jest wyznaczone jednoznacznie?

b
a
c

6. a) (IN) Jedne konice dwéch pretéw o dugosciach a i b polaczono przegubowo, a do pozos-
tatych przymocowano gietks line o dtugosci [ (I > |a — b|). Jaki kat = nalezy utworzyé¢
miedzy pretami i w jaki sposéb uformowac ling, aby pole obszaru ograniczonego nimi

bylo najwieksze?
b

b) (N) Przez rurki o dtugoéciach a, b, ¢ przeciagnieto ling o dtugoséci I (I >a+b+c) i
zwiazano ja za konce. Jak nalezy ulozy¢ rurki na plaszczyznie oraz jak uformowac line,
aby obszar ograniczony nimi byl najwiekszy? Zalozy¢, ze istnieje tréjkat o bokach a, b, c.

b [\
a
¢) (N) W wierzcholkach tréjkata o bokach a, b, ¢ zamocowano oczka, przez ktére przewlec-
zono sznurek o dhugosci I (I > a + b+ ¢). Jak nalezy go uformowaé, aby ograniczal na-

jwieksze pole?




Rachunek prawdopodobienstwa

1. (IN) Losowy zbiér Cantora. W chwili ¢ = 0 z przedziatu [0, 1] usunigto odcinek o dtugosci
%. Wyboru odcinka dokonano losowo: z jednakowym prawdopodobienstwem mogly to by¢
lewy, prawy albo Srodkowy. W kolejnych sekundach postgpowanie jest powtarzane. Naj-
pierw wybierany jest losowo przedzial sposréd dotychczas otrzymanych (wybdr odbywa
sie z prawdopodobienstwami proporcjonalnymi do dlugo$ci dotychczas utworzonych prze-
dzialéw), a nastepnie usuwamy losowy odcinek o dtugosci réwnej % dlugosci wybranego
odcinka. Fragment ten jest odcinany z konca albo ze érodka przedzialu (z prawdopodo-

bienstwami ).

a) Znalezé warto$¢ oczekiwang liczby odcinkéw oraz warto$é oczekiwana dlugosci naj-
dtuzszego odcinka po n sekundach.

b) Wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwana miary zbioru otrzymanego po nieskonczonej liczbie
losowan.

2. Na parkingu samochody sg ustawione w n rzedach po m pojazdéw w kazdym. Kierowcy
przychodza losowo na parking i chca wyjecha¢ swoimi pojazdami. Samochéd moze opuscic
parking tylko wtedy, gdy we wszystkich poprzednich rzedach bedzie wolne przynajmniej
jedno miejsce.

T
EEEECEEEN
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Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wszyscy kierowcy opuszcza parking bez czekania.

3. Widzowie przychodza losowo do sali kinowej i zajmujg swoje miejsca w ustalonym rzedzie.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze nikt nie bedzie musial prosi¢ o przepuszczenie
przez osoby, ktére usiadly wezesniej. Zalozy¢, ze rzad ma n miejsc, ktére mozna zajmo-
wac dochodzac z obu stron. Ponadto przyjac, ze jezeli widz moze zajac swoje miejsce bez
proszenia o przepuszczenie, to tak zrobi.

EEnnenewE | [ ||| | | [§E§

4. a) Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale [0,1]. Pokazac, ze zmien-
na losowa Y (w) = 0, 12375 . .., gdzie 0, x1x9x3 . .. oznacza rozwiniecie dziesigtne liczby
X (w), ma takze rozklad jednostajny na przedziale [0, 1].

b) (N) Zmienna losowa T' ma rozktad normalny N(0,1). Czy zmienna losowa Z(w) =
+ .. T4X2T0, YoUsYs - - -, gdzie £ ... xox1T0, Y1Y2ys3 - - . OZNACZa rozwiniecie dziesietne liczby
T(w), ma takze rozktad normalny A(0,1)?
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Rownania funkcyjne i rézniczkowe

1. (N) Statek S po przeplynieciu r mil od portu P znajduje sie w odlegtosci:
2
r r

od prostoliniowego brzegu (0§ ). Znalezé réwnanie y = g (x) toru statku. Przyjaé, ze

trajektoria statku jest wykresem funkcji klasy C*.

2. (H) Niech 7 oznacza rodzine niepustych i ograniczonych podzbioréw otwartych przes-
trzeni R™, a A (X) - miare Lebesgue’a zbioru X € 7. Czy kazda funkcja f : 7 — R",
ktoéra dla dowolnych roztgcznych zbioréw X,Y € 7 spelia warunek:

A (X) AY)

f(XUY):A(X)+)\(Y) AX)+A(Y)

f(X) + FY),

ma postac f (X) =p+k-r(X), gdzie r (X) oznacza érodek masy jednorodnego zbioru
X, p jest pewnym wektorem z R", a k - liczbg rzeczywista?

3. Znalez¢ wszystkie wielomiany p, ktére dla kazdego = € R spelniajg nieréwnosc

()] < p@)° < [p ()]
Rozwiazaé te nieréwnos¢ w klasie funkeji ciaglych na [1, 00).

4. Zmalez¢ funkcje ciggle f : R® — R?, ktére zachowujg iloczyn:

a) skalarny, tj. dla dowolnych z,y € R® speliajg réwnoéé
f(@)of(y)=woy;
b) wektorowy, tj. dla dowolnych x,y € R? spelniaja réwnosé

f@)x fly) =z xy;

c) mieszany, tj. dla dowolnych z,y, z € R* spelniajg réwnoéé

[f (@) x f(y)]of(z)=(xxy)oz
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Teoria liczb

W tym rozdziale p oznacza k-ta liczbe pierwsza, P - zbidr liczb pierwszych, a 7 (n) - liczbe
liczb pierwszych nie wigkszych od n.

1. (H) Pokaza¢, ze macierz kwadratowa dowolnie wypekiona nie powtarzajacymi sie ele-
mentami zbioru

{Vp:peP}

jest nieosobliwa.

2. Niech Sy (k € N) bedzie wielomianem takim, ze dla kazdej liczby naturalnej n mamy
P2k 4+ nf =8, (n).

Znalez¢ wszystkie pary (k,1) (k <) liczb naturalnych takie, ze wielomian S (z) jest
podzielny przez wielomian Sy, (x) .

3. Pokazac, ze 410 jest najwieksza liczbag naturalnag, przez ktéra jest podzielny wyznacznik
kazdego sudoku. Czy kazde sudoku jest macierza nieosobliwg?

4. Dla liczby naturalnej n > 2 niech §, oznacza ,Srednig liczbe pierwsza’ spoéréd liczb
n
pierwszych nie wigkszych od n. Pokazac, ze liczba 5, jest asymptotycznie réwna > gdy

n — oo. Formalnie, niech
N 41 +p2++p7r(n)

Sn ) i

Wtedy

5. Znalez¢ wszystkie pary (x,n) € Qx {2,3,4,...} takie, ze:
a) 2" — |2"] = 0.123456789; b) 2" — |z"] = 0.0123456789.

6. (H) Pokaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwno$¢

In2 In3 In4 . In(14n) ]
In3 In4 In5 .. In(2+n)
(=1)" det In4 Inb In6 .. Im(3+n) | <o.
| In(n+1) In(n+2) In(n+3) ... In(n+n) |
Ponadto
In2 In3 In4 .o In(1+n) ]
In3 In4 In5 ... In(2+n)
lim det In4 Inb In6 .. m(B3+n) | =o.
| In(n+1) In(n+2) In(n+3) ... In(n+n) |
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Zadania rozne

1. a) Pokaza¢, ze zadnego tuku wykresu wielomianu stopnia co najmniej drugiego nie mozna
przesunat o wektor tak, aby przystawat do innego tuku wykresu.

2. Czy kazda funkcja ciggla i rosngca na R, ktéra ma nastepujaca wlasnosc: dlugosc frag-
mentu wykresu potozonego nad kazdym przedzialem dlugosci 1 jest taka sama, ma postac:

fla)=br+g(x—[z])+9(1) =],

gdzie g jest pewna funkcja ciagla i rosnaca na przedziale [0, 1], a b - pewna nieujemna
statg?

y A y=109

3. Pokazaé, ze krzywa I jest zawarta w zbiorze D C R? i wypekia go gesto:
a) I' = {(sintcost?, costsint®) : t e R}, D = {(z,y) : ||+ |y| < 1};
b) I' = {(sintsint?* costsint®) : t € R}, D= {(z,y):2? +y> < 1};
¢) T = {(sint,cost®) : t e R}, D={(z,y):|z] <1, |y| <1}.

a)
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