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Wstęp

Niniejszy zbiór jest przeznaczony dla osób, które lubią rozwiązywác nietypowe zadania z
matematyki na poziomie akademickim. Sądzę, że zainteresuje on studentów i pracowników nau-
kowych kierunków ścisłych. W książce umiésciłem ponad 400 oryginalnych zadań i problemów
z różnych działów matematyki. Zadania podobnych typów można spotkác w działach proble-
mowych czasopism, na studenckich olimpiadach matematycznych oraz na forach internetowych,
gdzie uczestnicy prezentują swoje problemy. Niektóre problemy mogą býc wykorzystane, jako
tematy prac licencjackich lub magisterskich.

Zadania i problemy podzieliłem na tradycyjne działy matematyki, ale nie uporządkowałem
ich według stopnia trudnósci. W książce stosuję standardowe oznaczenia. Aby ułatwíc zro-
zumienie niektórych zadań, doł̨aczyłem do nich rysunki. Nie podaję odpowiedzi, wskazówek,
rozwiązań ani dowodów. Problemy, które są hipotezami, oznaczyłem literą (H), a zadania, któ-
rych nie potrafię rozwiązác - literą (N). Na stronie internetowej www.im.pwr.wroc/~skoczylas
umiésciłem rozwiązania zadań przysłane przez Czytelników. Podaję tam także listę książek
zawierających podobne zadania.

Do drugiego wydania zbioru dodałem około 200 nowych zadań. Jednoczésnie usunąłem
te problemy, które - jak się okazało - są znane. Ponadto do 120 zadań doł̨aczyłem rysunki.
Poprawiłem także zauważone bł̨edy i usterki.

Dziękuję Czytelnikom, którzy przysłali rozwiązania problemów z pierwszego wydania zbio-
ru. Dziękuję Im także za informacje o bł̨edach lub o tym, że problem jest znany. Będę wdzięczny
za wszelkie uwagi o obecnym wydaniu.

Zbigniew Skoczylas



Zadania i problemy wybrane

z drukowanej wersji książki



Algebra

1. Macierze A,B ∈ Mn×n są ustalone. Pokazác, że jeżeli dla każdej macierzy X ∈ Mn×n
zachodzi warunek

det (A+X) = det (B +X) ,

to A = B. (N) Czy otrzymamy tę równóśc, gdy założymy, że macierze X są wybierane
z pewnej bazy przestrzeni Mn×n?

2. Pokazác, że dla dowolnych parami różnych punktów P1, P2, . . . , Pk (k > 2) przestrzeni Rn
(n ∈ N) zachodzi nierównóśc

(−1)k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d11 d12 . . . d1k
d21 d22 . . . d2k
...

...
. . .

...
dk1 dk2 . . . dkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ < 0,

gdzie dij oznacza odległóśc euklidesową punktów Pi, Pj. (H) Udowodníc, że jésli w nie-
równósci wpisác symbol (6) zamiast (<) , to będzie ona prawdziwa dla punktów dowolnej
przestrzeni unormowanej. Czy słaba nierównóśc jest prawdziwa dla punktów dowolnej
przestrzeni metrycznej?

3. Pokazác, że w dowolnej nieskończenie wymiarowej przestrzeni liniowej istnieją podprzes-
trzenie Vi (i ∈ Z) , które spełniają obustronny ciąg zawierań

. . . ⊃ V−2 ⊃ V−1 ⊃ V0 ⊃ V1 ⊃ V2 ⊃ . . . ,

przy czym żadne z nich nie jest równóscią.

4. Jaką postác mają przekształcenia liniowe L : Rn → Rn (n > 2) , które odwzorowują zbiór
[0,∞)n na siebie?

5. Pokazác, że prosta Im (z) = Re (z) jest osią symetrii zbioru pierwiastków zespolonych
wielomianu

z4 − (1 + i) z3 + 5iz2 + (3− 3i) z − 4.

6. Znaléźc funkcję ciągł̨a f : R→ R taką, że rodzina funkcji

{f(x+ α) : α ∈ R}

jest liniowo niezależna w przestrzeni C (R) funkcji ciągłych na R. (N) Czy taka rodzina
może býc bazą przestrzeni C (R)?

7. Dla liczby naturalnej n > 2 niech {ω1, ω2, ω3, . . . , ωn} oznacza zbiór pierwiastków n-tego
stopnia z jednósci (o rosnących argumentach głównych). Obliczýc sumy:

a)
n∑
k=1

kωk; b)
n∑
k=1

ωk
k
.
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Analiza matematyczna

1. Pierwszy wyraz ciągu jest dowolną liczbą wymierną. Kolejny wyraz ciągu tworzymy dopi-
sując na końcu licznika i mianownika poprzedniego wyrazu dowolną cyfrę (niekoniecznie
tę samą). Pokazác, że ciąg otrzymany tym sposobem jest zbieżny.

2. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2 niech x1, x2, . . . , xn będą kolejnymi ekstremami
lokalnymi wielomianu

(x− 1) (x− 2) . . . (x− n) [x− (n+ 1)] .

Pokazác, że ciąg tk = xk − k (1 6 k 6 n) jest rosnący.

3. Szeregi
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn mają dodatnie wyrazy oraz są zbieżne. Ponadto dla każdej liczby

naturalnej k zachodzi równóśc

∞∑
n=1

(an)k =
∞∑
n=1

(bn)k .

Pokazác, że ciąg (bn) jest permutacją ciągu (an) . (H) Pokazác, że fakt ten jest prawdziwy
także dla szeregów zespolonych o niezerowych wyrazach.

4. Funkcje f, g są rosnące na przedziale [0, 1]. Ponadto, dla każdej liczby naturalnej n speł-
niają warunek

1∫
0

fn(x) dx =

1∫
0

gn(x) dx.

Pokazác, że f = g na [0, 1] poza zbiorem przeliczalnym.

5. Obliczýc granicę

lim
n→∞

n

n sinusów︷ ︸︸ ︷
sin

(
sin

(
. . .

(
sin

1

n

)))
.

6. Pokazác, że szereg harmoniczny
∞∑
n=1

1

n
można podzielíc na nieskończoną liczbę rozł̨acznych

szeregów:

a) zbieżnych; b) rozbieżnych.

7. Granicę
lim
x→0+

[ctg (xn) ctg (xm)− ctg (xp) ctg (xq)]

wyrazíc w zależnósci od n,m, p, q ∈ N.

10
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8. Pokazác, że dla każdej funkcji f ciągłej i dodatniej na przedziale [0, 1] zachodzi równóśc

lim
n→∞

 1∫
0

n
√
f (x) dx

n = exp

 1∫
0

ln f (x) dx

 .
9. Pokazác, że dla ustalonej liczby naturalnej n > 4 ciąg

xk =

π
2∫
0

[
(sinx)k + (cosx)n−k

]
dx

(
1 6 k 6

⌊
n+ 1

2

⌋)

jest malejący.

10. Pokazác, że jeżeli w obszar ograniczony dodatnimi półosiami układu współrzędnych oraz
hiperbolą xy = 1 wpiszemy dowolne przylegające do siebie prostokąty tak, aby ich pod-
stawy pokryły ós Ox, to ich ł̨aczne pole będzie nieskończone.

xy=1

x

y

11. Znaléźc funkcję elementarną, której wykres przedstawiono poniżej.

0 2 4 6

1

2

x

y

12. Funkcja f : R3 → R jest ciągła oraz spełnia warunek∫∫∫
B

f(x, y, z) dxdydz = 0,

gdzie B oznacza kulę jednostkową o środku w początku układu współrzędnych. Pokazác,
że istnieje széscian V, dla którego zachodzi równóśc∫∫∫

V

f(x, y, z) dxdydz = 0.

13. Funkcje f (x) + f
(
x3
)
, f (x) + f

(
x5
)
są ciągłe na R. Czy stąd wynika, że funkcja f jest

ciągła?



Geometria

Ciałem wypukłym w Rn nazywany zbiór zwarty i wypukły o niepustym wnętrzu. Mówimy, że
ciało wypukłe jest gładkie, gdy jego brzeg jest gładki.

1. a) Pokazác, że dowolny wielóscian wypukły w R3 można podzielíc płaszczyzną na dwa
wielósciany o tych samych objętósciach oraz o jednakowych sumach pól ścian i sumach
długósci krawędzi.

b) Udowodníc analogiczne twierdzenie o wielóscianach wypukłych w Rn.

2. (H) Niech C będzie środkiem masy jednorodnego ciała wypukłego D na płaszczýznie.
Pokazác, że jeżeli dla każdego r > 0 środek masy przekroju D ∩K(C, r), gdzie K(C, r)
oznacza koło domknięte o środku C i promieniu r, pokrywa się z C, to istnieje liczba

naturalna n > 2 taka, iż zbiór D po obrocie o kąt
2π

n
wokółpunktu C nałoży się na

siebie. Sformułowác analogiczną hipotezę dla ciałwypukłych w Rn.

C

D

K(C,r)

3. a) Pokazác, że we wnętrzu dowolnego trójkąta istnieje punkt taki, iż promienie kół
wpisanych w trójkąty powstałe z jego poł̨aczenia z wierzchołkami trójkąta, są jednakowe.

b) Pokazác, że we wnętrzu dowolnego sympleksu w Rn (n > 3) istnieje punkt taki, iż
promienie kul n-wymiarowych wpisanych w sympleksy powstałe z poł̨aczenia tego punktu
z wierzchołkami sympleksu, są jednakowe.

4. (H) Styczne poprowadzone do koła z dowolnego punktu zewnętrznego mają jednakową
długóśc. Czy ta własnóśc charakteryzuje koła ẃsród gładkich ciałwypukłych na płasz-
czýznie?

12
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5. a) Dwie proste w R3 przecinają się pod kątem 0 < α 6 π

2
. Kulę przetaczamy przez proste

w ten sposób, aby cały czas była styczna do każdej z nich. Po jakiej krzywej porusza się
środek kuli?
b) Dwa okręgi o promieniu 1 są styczne i leżą w jednej płaszczýznie. Kulę o promieniu
r przetaczamy między okręgami w ten sposób, aby cały czas była styczna do każdego z
nich. Po jakiej krzywej porusza się środek kuli?

6. Dwa rozł̨aczne koła o różnych promieniach leżą na płaszczýznie. Wyznaczýc zbiór punk-
tów płaszczyzny, z których oba koła są widoczne pod tym samym kątem.

P

7. W namiocie o wysokósci 1 podłoga jest kwadratem o boku
√

2. Dwie jednakowe rurki,
które podtrzymują powłokę namiotu, są wygięte w kształcie łuku paraboli i zamocowane
w przeciwległych rogach podłogi oraz poł̨aczone pod kątem prostym w jego wierzchołku.
Obliczýc pole ścian bocznych namiotu.

8. Pokazác, że rzut środka masy ciała wypukłego w R3 (rozumianego jako jednorodne ciało
materialne) na pewną płaszczyznę pokrywa się ze środkiemmasy jego rzutu (traktowanego
jako płaskie jednorodne ciało materialne) na tę płaszczyznę.



Matematyka dyskretna

1. W brydża grają dwie pary N i S oraz E i W. Licytację rozpoczyna gracz N, a kończą ją
trzy kolejne odzywki pas. Dopuszczalne są tylko następujące odzywki (podajemy je w
kolejnósci rosnącej):

1♣, 1♦, 1♥, 1♠, 2♣, 2♦, 2♥, 2♠, . . . , 7♣, 7♦, 7♥, 7♠.

Każdą odzywkę inną niż pas jeden z graczy drugiej pary może skontrowác. Tę kontrę
może z kolei rekontrowác dowolny gracz z pary zgłaszającej odzywkę. Iloma sposobami
może przebiegác licytacja? Na ile sposobów można wylicytowác 7 bez atu z rekontrą?

2. Współrzędne wszystkich wierzchołków wielokąta na płaszczýznie są liczbami całkowitymi,
a jego boki są równoległe do jednej z prostych: x = 0, y = 0, y = x, y = −x. Utożsamia-
my wielokąty, które są przystające. Ile jest różnych rodzajów wielokątów:

a) wypukłych; b) niewypukłych,

o polu
n

2
(n ∈ N)?

3. (N) Kwadratowe palety z towarem położono na placu w jednej warstwie tak, że utworzyły
prostokąt o wymiarach m× n (palety są oznaczone liczbami od 1 do mn). Paletę można
zabrác z placu wózkiem widłowym, gdy jest umieszczona na obwodzie albo, gdy można
do niej dojechác korytarzem utworzonym z pozostałych palet. Na ile sposobów można
wywiéźc palety? Na rysunku ukazujemy przykładowe rozmieszczenie palet. Palety ozna-
czone kolorem białym można wywiéźc z placu, a żółtym - nie.

4. (N)Wewnętrzne krawędzie prostopadłósciennej skrzyni mają długóśc p, q, r (p, q, r ∈ N) .
Ile różnych prostopadłósciennych pudełek o krawędziach naturalnych można umiéscíc w
skrzyni? Za każdym razem wkładamy tylko jedno pudełko, ale jego ściany nie muszą býc
równoległe do ścian skrzyni.

14



Mechanika

1. Jednorodna bryła jest ograniczona paraboloidą z = a
(
x2 + y2

)
(a > 0) oraz płaszczyzną

z = 1. Dla jakich wartósci parametru a, bryła ta dowolnie położona „na boku”, powróci
do stanu z pionową osią symetrii, czyli będzie „wańką-wstańką”?

2. Na poziomym stole leżą dwie monety o promieniu R oraz moneta o promieniu r (r < R) .
Monety są parami styczne. Monetę o promieniu r wsuwamy między dwie pozostałe
(wzdłuż osi symetrii układu). Po jakich krzywych będą poruszác się środki dużych monet?

3. „Płaski zbiornik” zbudowany jest z trzech poł̨aczonych przegubowo nieważkich prętów
o długósciach a, b, c. Końce prętów są przymocowane przegubowo do poziomej prostej w
odległósci l < a + b + c. Do zbiornika wlano „płaską wodę”o polu S. Okréslíc położenie
prętów.

S

l

a

b

c

4. Wyznaczýc sił̨e przyciągania grawitacyjnego jednorodnej kuli o masie M i promieniu R
oraz jednorodnego nieskończonego pręta o gęstósci liniowej masy λ, położonego w odleg-
łósci d > R od środka kuli.

15



Multifunkcje

Na początku rozdziału wprowadzimy podstawowe pojęcia teorii multifunkcji. Niech
(V, ρ) będzie przestrzenią metryczną. Przez clbd (V ) oznaczmy rodzinę wszystkich niepustych
podzbiorów domkniętych i ograniczonych przestrzeni V, a przez comp (V ) - rodzinę niepustych
podzbiorów zwartych tej przestrzeni. Dla pary A,B ∈ clbd (V ) okréslamy odległóśc Hausdorffa:

h (A,B) = max

{
sup
x∈A

inf
y∈B

ρ (x, y) , sup
y∈B

inf
x∈A

ρ (x, y)

}
.

Niech U także będzie przestrzenią metryczną. Multifunkcją nazywamy przekształcenie F : U →
clbd (V ) , a jej selekcją - funkcję f : U → V, która spełnia warunek:

f (u) ∈ F (u) dla u ∈ U.

f(u)

F(u)

Ponieważ U i clbd (V ) są przestrzeniami metrycznymi, więc można rozważác multifunkcje i
selekcje ciągłe.

Niech a > 0 oraz niech Bn oznacza kulę jednostkową w Rn. Rozważmy multifunkcję F :
(−a, a)×Bn → clbd (Rn) . Zawieraniem różniczkowym nazywamy relację postaci:

�
x ∈ F (t, x).

Rozwiązaniem klasycznym tego zawierania z warunkiem x (0) = 0 nazywamy funkcję x :
(−δ, δ)→ Rn (0 < δ 6 a) , różniczkowalną w sposób ciągły, która spełnia inkluzję

�
x (t) ∈ F (t, x (t)) dla t ∈ (−δ, δ) oraz warunek x (0) = 0.

Wprzestrzeni topologicznej zbiorem I kategorii Baire’a nazywamy zbiór, który można przed-
stawíc, jako sumę przeliczalnej ilósci zbiorów nigdzie gęstych, tj. zbiorów, których domknięcia
mają puste wnętrza. Mówimy, że własnóśc W jest typowa w przestrzeni metrycznej zupełnej
X, gdy zbiór

{x ∈ X : W (x)}
jest rezydualny, tzn. jest dopełnieniem zbioru I kategorii Baire’a.

16
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1. (H) Niech X, Y będą przestrzeniami metrycznymi oraz niech A będzie podzbiorem
zwartym X. Pokazác, że dowolną multifunkcję ciągł̨a

F : A→ comp(Y ),

można aproksymowác jednostajnie multifunkcjami ciągłymi, których wartósci są zbio-
rami skończonymi. Czy można zagwarantowác, aby wartósci multifunkcji aproksymującej
miały jednakowe liczby elementów?

2. (H) Niech C oznacza rodzinę multifunkcji ciągłych F : [0, 1] → comp(Rn) (n > 2) z
metryką zbieżnósci jednostajnej. Pokazác, że posiadanie przez multifunkcję selekcji ciągłej
jest własnóscią typową1 w rodzinie C, tzn. dowiéśc, że rodzina S multifunkcji z C, które
mają selekcję ciągł̨a na [0, 1] , jest zbiorem rezydualnym w C.

3. (H) Niech Sn oznacza sferę jednostkową w przestrzeni Rn+1.W rodzinie C multifunkcji
ciągłych

F : Sn → comp (Rn),

z metryką zbieżnósci jednostajnej, rozważmy rodzinę B multifunkcji F , które spełniają
uogólnione twierdzenia Borsuka-Ulama, tj. takich, że dla pewnego x ∈ Sn zachodzi
warunek

F (x) ∩ F (−x) 6= ∅.
Pokazác, że spełnianie przez multifunkcję twierdzenia Borsuka-Ulama jest własnóscią ty-
pową w rodzinie C. Podác przykład multifunkcji ciągłej F : Sn → comp (Rn), która nie
ma selekcji ciągłej, ale dla pewnego x ∈ Sn spełnia warunek F (x) ∩ F (−x) 6= ∅.

4. (H) Niech Bn oznacza kulę jednostkową w przestrzeni Rn. W rodzinie C multifunkcji
ciągłych

F : Bn → comp (Bn),

z metryką zbieżnósci jednostajnej, rozważmy rodzinę F multifunkcji F , które mają włas-
nóśc punktu stałego, tj. dla pewnego x ∈ Bn spełniają warunek

x ∈ F (x).

Pokazác, że posiadanie przez multifunkcję ciągł̨a punktu stałego jest własnóscią typową
w rodzinie C. Podác przykład multifunkcji ciągłej F : Bn → comp (Bn), która nie ma
selekcji ciągłej, ale dla pewnego x ∈ Bn spełnia warunek x ∈ F (x).

5. (H) Niech n będzie liczba parzystą. Czy zerowanie się ciągłego multipola wektorowego
na sferze Sn, które jest styczne do sfery, jest własnóscią typową w rodzinie C wszystkich
multipól ciągłych na sferze?

6. (H) W rodzinie C multifunkcji ciągłych

F : (−1, 1)×Bn → comp (Rn) (n > 2)

z metryką zbieżnósci jednostajnej, zbadác gęstóśc i ustalíc kategorię Baire’a rodziny K
multifunkcji ciągłych F, dla których zawieranie różniczkowe

�
x ∈ F (t, x) z warunkiem x(0) = 0

ma rozwiązanie klasyczne w pewnym otoczeniu punktu 0.

1W 1984 r. pokazałem, że dla m,n > 1 posiadanie selekcji ciągłej jest własnóscią wyjątkową w rodzinie C
multifunkcji ciągłych F : [0, 1]m → comp (Rn), tzn. rodzina S multifunkcji ciągłych, które mają selekcję ciągł̨a,
jest zbiorem brzegowym w C. Można pokazác, że dla m ∈ N oraz n = 1 zachodzi równóśc S = C.



Optymalizacja

1. (N) Wąż o długósci L pełznie po krzywej:

a) y = arcsin (sinx) ; b) y = sinx.

W jakim położeniu, odległóśc między głową i ogonem węża, będzie:
i) najmniejsza; ii) największa?

x

y
L

x

y
L

2. Wśród walców wpisanych w széscian, o osiach pokrywających się z jego przekątną, znaléźc
ten, który ma największą objętóśc.

3. a) Niech a, b, c (n > 3) będą liczbami dodatnimi. Dla jakiej liczby dodatniej x, odpo-
wiednio ukształtowany czworokąt o kolejnych bokach długósci a, b, c, x ma największe
pole?

x

a

b
c

b) (N) Niech d1, d2, . . . , dn (n > 3) będą liczbami dodatnimi. Dla jakiej liczby dodatniej
x, odpowiednio ukształtowany (n+ 1)-kąt o kolejnych bokach długósci d1, d2, . . . , dn, x,
ma największe pole?

4. a) Nieważkie naczynie w kształcie walca o średnicy podstawy d stoi na równi pochyłej o
kącie nachylenia α. Ile najwięcej wody można wlác do niego, aby nie przewróciło się?

b) To samo naczynie napełniono wodą do wysokósci h i postawiono na równi pochyłej o
zmiennym kącie nachylenia. Dla jakiego największego kąta x naczynie nie przewróci się?

18
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x

5. (N) W rodzinie ciałwypukłych na płaszczýznie rozważmy dwie metryki: miarę różnicy
symetrycznej zbiorów oraz metrykę Hausdorffa. W obu metrykach znaléźc koło, które
najlepiej aproksymuje trójkąt o bokach a, b, c. Czy koło jest wyznaczone jednoznacznie?

a
b

c

6. a) (N) Jedne końce dwóch prętów o długósciach a i b poł̨aczono przegubowo, a do pozos-
tałych przymocowano giętką linę o długósci l (l > |a− b|) . Jaki kąt x należy utworzýc
między prętami i w jaki sposób uformowác linę, aby pole obszaru ograniczonego nimi
było największe?

a
b

l

x

b) (N) Przez rurki o długósciach a, b, c przeciągnięto linę o długósci l (l > a+ b+ c) i
związano ją za końce. Jak należy ułożýc rurki na płaszczýznie oraz jak uformowác linę,
aby obszar ograniczony nimi byłnajwiększy? Założýc, że istnieje trójkąt o bokach a, b, c.

a

b
c

c) (N)Wwierzchołkach trójkąta o bokach a, b, c zamocowano oczka, przez które przewlec-
zono sznurek o długósci l (l > a+ b+ c) . Jak należy go uformowác, aby ograniczałna-
jwiększe pole?

a

bc



Rachunek prawdopodobieństwa

1. (N) Losowy zbiór Cantora. W chwili t = 0 z przedziału [0, 1] usunięto odcinek o długósci
1
3
.Wyboru odcinka dokonano losowo: z jednakowym prawdopodobieństwem mogły to býc
lewy, prawy albo środkowy. W kolejnych sekundach postępowanie jest powtarzane. Naj-
pierw wybierany jest losowo przedziałspósród dotychczas otrzymanych (wybór odbywa
się z prawdopodobieństwami proporcjonalnymi do długósci dotychczas utworzonych prze-
działów), a następnie usuwamy losowy odcinek o długósci równej 1

3
długósci wybranego

odcinka. Fragment ten jest odcinany z końca albo ze środka przedziału (z prawdopodo-
bieństwami 1

3
).

a) Znaléźc wartóśc oczekiwaną liczby odcinków oraz wartóśc oczekiwaną długósci naj-
dłuższego odcinka po n sekundach.

b) Wyznaczýc wartóśc oczekiwaną miary zbioru otrzymanego po nieskończonej liczbie
losowań.

2. Na parkingu samochody są ustawione w n rzędach po m pojazdów w każdym. Kierowcy
przychodzą losowo na parking i chcą wyjechác swoimi pojazdami. Samochód może opúscíc
parking tylko wtedy, gdy we wszystkich poprzednich rzędach będzie wolne przynajmniej
jedno miejsce. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

↑
���������
���������
���������
���������
���������

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Obliczýc prawdopodobieństwo, że wszyscy kierowcy opuszczą parking bez czekania.

3. Widzowie przychodzą losowo do sali kinowej i zajmują swoje miejsca w ustalonym rzędzie.
Obliczýc prawdopodobieństwo zdarzenia, że nikt nie będzie musiałprosíc o przepuszczenie
przez osoby, które usiadły wczésniej. Założýc, że rząd ma n miejsc, które można zajmo-
wác dochodząc z obu stron. Ponadto przyją́c, że jeżeli widz może zają́c swoje miejsce bez
proszenia o przepuszczenie, to tak zrobi.

�������������������

4. a) Zmienna losowa X ma rozkład jednostajny na przedziale [0, 1]. Pokazác, że zmien-
na losowa Y (ω) = 0, x1x3x5 . . ., gdzie 0, x1x2x3 . . . oznacza rozwinięcie dziesiętne liczby
X(ω), ma także rozkład jednostajny na przedziale [0, 1].

b) (N) Zmienna losowa T ma rozkład normalny N (0, 1). Czy zmienna losowa Z(ω) =
± . . . x4x2x0, y2y4y6 . . . , gdzie ± . . . x2x1x0, y1y2y3 . . . oznacza rozwinięcie dziesiętne liczby
T (ω), ma także rozkład normalny N (0, 1)?
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Równania funkcyjne i różniczkowe

1. (N) Statek S po przepłynięciu r mil od portu P znajduje się w odległósci:

a) f(r) =
r

1 + r
; b) f(r) =

r2

1 + r

od prostoliniowego brzegu (ós x). Znaléźc równanie y = g (x) toru statku. Przyją́c, że
trajektoria statku jest wykresem funkcji klasy C1.

P

S

f(r)

r

y=g(x)

x

y

2. (H) Niech T oznacza rodzinę niepustych i ograniczonych podzbiorów otwartych przes-
trzeni Rn, a λ (X) - miarę Lebesgue’a zbioru X ∈ T . Czy każda funkcja f : T → Rn,
która dla dowolnych rozł̨acznych zbiorów X, Y ∈ T spełnia warunek:

f (X ∪ Y ) =
λ (X)

λ (X) + λ (Y )
· f (X) +

λ (Y )

λ (X) + λ (Y )
· f (Y ) ,

ma postác f (X) = p + k · r (X) , gdzie r (X) oznacza środek masy jednorodnego zbioru
X, p jest pewnym wektorem z Rn, a k - liczbą rzeczywistą?

3. Znaléźc wszystkie wielomiany p, które dla każdego x ∈ R spełniają nierównóśc[
p
(
x3
)]2 6 [p (x)]6 6

[
p
(
x2
)]3

.

Rozwiązác tę nierównóśc w klasie funkcji ciągłych na [1,∞).

4. Znaléźc funkcje ciągłe f : R3 → R3, które zachowują iloczyn:
a) skalarny, tj. dla dowolnych x, y ∈ R3 spełniają równóśc

f (x) ◦ f (y) = x ◦ y;

b) wektorowy, tj. dla dowolnych x, y ∈ R3 spełniają równóśc

f (x)× f (y) = x× y;

c) mieszany, tj. dla dowolnych x, y, z ∈ R3 spełniają równóśc

[f (x)× f (y)] ◦ f (z) = (x× y) ◦ z.
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Teoria liczb

W tym rozdziale pk oznacza k-tą liczbę pierwszą, P - zbiór liczb pierwszych, a π (n) - liczbę
liczb pierwszych nie większych od n.

1. (H) Pokazác, że macierz kwadratowa dowolnie wypełniona nie powtarzającymi się ele-
mentami zbioru

{√p : p ∈ P}
jest nieosobliwa.

2. Niech Sk (k ∈ N) będzie wielomianem takim, że dla każdej liczby naturalnej n mamy

1k + 2k + . . .+ nk = Sk (n) .

Znaléźc wszystkie pary (k, l) (k < l) liczb naturalnych takie, że wielomian Sl (x) jest
podzielny przez wielomian Sk (x) .

3. Pokazác, że 410 jest największą liczbą naturalną, przez którą jest podzielny wyznacznik
każdego sudoku. Czy każde sudoku jest macierzą nieosobliwą?

4. Dla liczby naturalnej n > 2 niech s̄n oznacza „́srednią liczbę pierwszą” spósród liczb
pierwszych nie większych od n. Pokazác, że liczba s̄n jest asymptotycznie równa

n

2
, gdy

n→∞. Formalnie, niech
s̄n =

p1 + p2 + . . .+ pπ(n)
π (n)

.

Wtedy

lim
n→∞

s̄n
n

=
1

2
.

5. Znaléźc wszystkie pary (x, n) ∈ Q×{2, 3, 4, . . .} takie, że:
a) xn − bxnc = 0.123456789; b) xn − bxnc = 0.0123456789.

6. (H) Pokazác, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierównóśc

(−1)n det


ln 2 ln 3 ln 4 . . . ln (1 + n)
ln 3 ln 4 ln 5 . . . ln (2 + n)
ln 4 ln 5 ln 6 . . . ln (3 + n)
...

...
...

. . .
...

ln (n+ 1) ln (n+ 2) ln (n+ 3) . . . ln (n+ n)

 < 0.

Ponadto

lim
n→∞

det


ln 2 ln 3 ln 4 . . . ln (1 + n)
ln 3 ln 4 ln 5 . . . ln (2 + n)
ln 4 ln 5 ln 6 . . . ln (3 + n)
...

...
...

. . .
...

ln (n+ 1) ln (n+ 2) ln (n+ 3) . . . ln (n+ n)

 = 0.

22



Zadania różne

1. a) Pokazác, że żadnego łuku wykresu wielomianu stopnia co najmniej drugiego nie można
przesuną́c o wektor tak, aby przystawałdo innego łuku wykresu.

x

y

2. Czy każda funkcja ciągła i rosnąca na R, która ma następującą własnóśc: długóśc frag-
mentu wykresu położonego nad każdym przedziałem długósci 1 jest taka sama, ma postác:

f (x) = bx+ g (x− bxc) + g (1) bxc ,

gdzie g jest pewną funkcją ciągł̨a i rosnącą na przedziale [0, 1], a b - pewną nieujemną
stał̨a?

x

y

a a+1

y=f(x)

3. Pokazác, że krzywa Γ jest zawarta w zbiorze D ⊂ R2 i wypełnia go gęsto:
a) Γ =

{(
sin t cos t2, cos t sin t2

)
: t ∈ R

}
, D = {(x, y) : |x|+ |y| 6 1} ;

b) Γ =
{(

sin t sin t2, cos t sin t2
)

: t ∈ R
}
, D = {(x, y) : x2 + y2 6 1} ;

c) Γ =
{(

sin t, cos t2
)

: t ∈ R
}
, D = {(x, y) : |x| 6 1, |y| 6 1} .

a) b) c)
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68. B. I. Rożkow, G. D. Kurdewanidze, N. G. Panfiow, Zbiór zadań ze studenckich
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