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Przedmowa

Niniejszy podrecznik jest zapisem wyktadow z Teorii testowania hi-
potez, ktére prowadzitem w latach 2005-2015 dla studentéw matematyki
specjalnosci statystyka matematyczna na 2 lub 3 semestrze studiow ma-
gisterskich (8 lub 9 semestr jednolitych piecioletnich studiéw magister-
skich). Przedmiot obejmowal 30 godzin wyktadu oraz 30 godzin labora-
torium z ¢wiczeniami audytoryjnymi. Ksiazka nie jest wigc catosciowym
przegladem bardzo obszernego wspotczesnie dziatu statystyki, a zawiera
raczej pewien subiektywny, ograniczony czasem wyktadu, wybdér mate-
riatu. Staralem sie pokaza¢ najwazniejsze wyniki klasyczne, a réwno-
czesnie nie rezygnowac z odniesien do aktualnych, nowych rozwigzan. Na
przyktadzie wybranych zagadnien i twierdzen, przedstawitem ogdlne idee,
ktore przewijaja sie w réznych zagadnieniach testowania oraz te fakty z
teorii prawdopodobienstwa, ktore stoja za rozwazaniami statystycznymi.
Uzupehieniem wyktadu sa propozycje zadan i ¢wiczen laboratoryjnych.
7 jednej strony ilustruja wyktad, a z drugiej rozszerzaja jego zakres po-
przez wprowadzenie do innych problemow testowania i zapozanie czy-
telnika z nieobjetymi wyktadem testami znanymi z literatury ostatnich
kilkudziesieciu lat.

Rozdziat 7.3 zawiera podstawowe wiadomosci o efektywnosci Kallen-
berga, ktore nie byty dotad prezentowane w literaturze w jezyku polskim
poza artykutem Ledwiny (2005). Twierdzenie 12 i jego dow6d w rozdziale
8.2, oparty na monografii [Va], sa nowe. Rozdzial 8 wykracza poza ra-
my wyktadu i zostal dodany dla kompletnosci niniejszego opracowania.
Rozdzial 4 mozna wytozy¢ przed rozdziatami 2 i 3.

Od czytelnika wymaga sie znajomosci standardowych wyktadow z
analizy, algebry, teorii miary, analizy funkcjonalnej, rachunku prawdo-
podobienstwa oraz statystyki matematycznej przewidzianych w progra-
mach studiow matematycznych. Do podstawowych poje¢ i twierdzen z
tych przedmiotéw odwotuje sie bez blizszych wyjasnien lub odsytania do
podrecznikow.

Wroctaw, wrzesien 2021 r. Tadeusz Inglot






1. Wstep

Niech X bedzie zmienng losows o wartosciach w przestrzeni mierzal-
nej (X,.A) oraz P pewna rodzina rozktadéw na X i niech Xy, ..., X,, be-
dzie préba prosta z rozktadu P € P. Produkt (X", A", P") = (X, A, P)"
nazywamy modelem statystycznym. W dalszym ciggu wyktadu, méwiagc
o takim modelu, bedziemy uzywa¢ wygodnego terminu roboczego model
produktowy.

Pojecie modelu statystycznego definiuje si¢ ogélniej, dopuszczajac ob-
serwacje o réznych rozktadach, a nawet zalezne (co tutaj pomijamy).
Niech Xi, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, gdzie X; ma-
ja wartodci w przestrzeniach (&X;, A;,P;), i = 1,...,n, a P; sa pewnymi
rodzinami rozktadéw. Wtedy przestrzen produktowsa

(Xy X o X Xy Ap X o X Ay P X Py)

nazywamy modelem statystycznym. Przypusémy, ze Py C P = P; X
.. X P, jest ustalonym podzbiorem P oraz P, = P \ Po. Rozwazamy
zagadnienie decyzyjne polegajace na rozstrzygnieciu czy PeP, czy Pe
P, na podstawie préoby X, ..., X,,, gdzie P jest rozktadem tej préby (w
modelu produktowym P = P™). Oznaczmy dwie konkurencyjne hipotezy
H; - Pe 75]‘, j =0, 1. Rozwazamy wiec problem testowania H (hipoteza
zerowa) przeciwko H; (hipoteza alternatywna). Rozstrzygniecia dokonuje
sie za pomocy testu statystycznego.

Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze rodzina P (w modelu pro-
duktowym) jest sparametryzowana, tzn. P = {P, : v € I'}, gdzie T jest
pewnym zbiorem parametréow. Wtedy, oznaczajac I'g = {y : Py € Po},
rownowaznie Hy : v € Iy przeciwko Hy : v € Ty = '\ Tp. Jesli T
jest podzbiorem R*, k > 1, to méwimy o problemie parametrycznym, w
przeciwnym wypadku nieparametrycznym. Czesto I' ma strukture pro-
duktowa I' = © x E. Wtedy parametr oznaczamy v = (,n). Taka sy-
tuacja ma miejsce przy testowaniu hipotezy Hy : v € ©¢ X E przeciwko
Hy v € ©; x E, gdzie O jest pewnym podzbiorem O, a ©; = O \ O,.
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Nieokreslony przez hipoteze parametr n € E nazywamy parametrem za-
kt6cajacym (ang. nuisance parameter). Jesli © C R¥, k > 1, oraz E jest
podzbiorem przestrzeni nieskoriczenie wymiarowej, to moéowimy o proble-
mie semiparametrycznym.

Problemy nieparametryczne sa waznymi zagadnieniami wnioskowania
statystycznego. Prawie caly nasz wyktad poswigcimy tym zagadnieniom
i metodom konstrukeji testow nieparametrycznych. Dla prostoty ograni-
czymy sie do testow prawostronnych niezrandomizowanych (co nie jest
istotnym ograniczeniem). Niech T,, = T'(X1, ..., X,,) bedzie statystyka o
wartosciach rzeczywistych.

Definicja 1. Testem prawostronnym hipotezy H, przeciwko H; (w
modelu produktowym) okreslonym przez statystyke testowa 7T,, na pozio-
mie istotnosci a € (0, 1) nazywamy funkcje 1, , gdzie

Cy={(z1,...,xn) € X" : T(21,...,x,) > t}, tER,

1,4 oznacza funkcje charakterystyczng zbioru A, a wartosé krytyczna t,
jest réwna

to = inf{t € R: sup P"(C}) < a}.
PePy

Jesli 1¢, =1, to Hy odrzucamy, w przeciwnym wypadku Hy przyj-
mujemy. Liczbe suppcp, P"(Cy,) nazywamy rozmiarem testu 7' (czyli
okreslonego przez statystyke 7,,). Definicje 1 mozna przeformutowaé na
dowolne modele, wprowadzajac oczywiste zmiany.

W wielu klasycznych problemach nieparametrycznych hipoteze zero-
wa mozna sprowadzi¢ do znikania pewnej funkcji. Zobaczymy to na kilku
waznych przyktadach.

Przyktad 1. (testowanie zgodno$ci na prostej) Niech X = R, P
bedzie rodzing rozktadéw na R, a Xi,..., X,, proba z rozktadu P € P
o dystrybuancie F'(z). Dla ustalonego Py € P o ciaglej dystrybuancie
Fy(x) rozwazamy testowanie hipotezy prostej Hy : P = Py przeciwko
H, : P # PFy. Oznaczmy g(x) = F(z) — Fy(x). Wtedy réwnowaznie
mozemy napisaé Hy : g = 0. Zwykle rozwaza sie probe transformowa-
ng na odcinek [0, 1] przez natozenie dystrybuanty hipotetycznej Fy(x).
Jesli wiec U; = Fy(X;), i = 1,...,n, to zmienne losowe U; maja, przy
prawdziwosci hipotezy Hy, rozktad jednostajny na odcinku [0, 1] (por.
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lemat na poczatku rozdziatu 4) i zagadnienie sprowadza sie do testowa-
nia jednostajnosci i rozstrzygniecia czy transformowana funkcja ¢, czyli
goFy'(t) = FoFy'(t)—t, t€(0,1), znika. Temu problemowi pos$wie-
cony jest rozdzial 4.

Przyklad 2. (testowanie niezaleznosci) Niech X = R?, a P bedzie ro-
dzing rozktadéw na ptaszczyznie o cigglych dystrybuantach brzegowych
oznaczanych przez F(z) oraz G(y) i niech (X1,Y),...,(X,,Y,) bedzie
proba z rozktadu P € P o dystrybuancie H(x,y). Rozwazamy testo-
wanie hipotezy o niezaleznosci rozktadéw brzegowych Hy : H(z,y) =
F(x)G(y), =,y € R. Oznaczmy g(x,y) = H(z,y) — F(2)G(y). Wtedy
rownowaznie mozemy napisaé Hy : g = 0. Analogicznie jak w poprzed-
nim przyktadzie, natozenie dystrybuant brzegowych na obserwacje pro-
wadzi do préby transformowanej (U;,V;) = (F(X;),G(Y:)), i = 1,...,n,
i problem sprowadza si¢ do testowania niezaleznosci na kwadracie jed-
nostkowym. Réwnowaznie mozemy napisa¢ Hy : g(F~'(s), G71(t)) =
C(s,t) — st = 0, gdzie C(s,t) = H(F~(s), G7(t)) jest funkcja taczni-
kowa (ang. copula function). Nieokreslone przez hipoteze dystrybuanty
brzegowe F, G sa parametrami zaktécajacymi w rozwazanym problemie.
Zagadnieniu testowania niezaleznosci poswiecone sa zad. 44-46 oraz ¢wi-
czenie laboratoryjne 7.

Przyktad 3. (testowanie symetrii) Niech X = R, a P bedzie rodzing
rozkltadéw P na prostej o ciggtych dystrybuantach oznaczanych przez
F(z). Testujemy hipoteze Hy : P jest symetryczny wzgledem 0. Oznacz-
my F,(z) = 5(F(z)+1—F(—x)). Rozklad P jest symetryczny wzgledem
0 wtedy i tylko wtedy, gdy F'— F; = 0. Podobnie jak w poprzednich przy-
ktadach, transformujemy dane na odcinek jednostkowy przez natozenie
dystrybuanty F,(z). Wtedy F o F, ' = A jest funkcja absolutnie ciagta
na [0, 1] o pochodnej oznaczanej przez a. Zatem réwnowaznie testujemy
hipoteze Hy : g = 0, gdzie g(t) = a(t) — 1. Nieokreslona przez hipoteze
Hy dystrybuanta Fy(z) jest parametrem zaklocajacym.

Dwa nastepne przyktady dotycza modeli, w ktorych obserwacje moga
mie¢ rézne rozktady.

Przyktad 4. (testowanie statosci regresji) Niech r(t), t € [0, 1], be-
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dzie nieznana ciagta funkcja (regresji) o catce rownej 0. Obserwujemy
proces stochastyczny X; = m+r(t)+oeq, t € [0, 1], gdzie &; jest szumem
losowym o S$redniej 0 i wariancji 1 i rozktadach jednowymiarowych o tej
samej dystrybuancie F(z). Wybieramy rézne punkty t¢i,...,t, z odcin-
ka jednostkowego i otrzymujemy probe X, , ..., X;, . Zmienne losowe X,
maja na ogdl rozktady o réznych dystrybuantach F'((z —m —r(t;))/o).
Testujemy hipoteze Hy : r = 0. Temu zagadnieniu jest poswigcone ¢wi-
czenie laboratoryjne 5.

Przyktad 5. (testowanie jednorodnosci, problem dwdch préb) Niech
ny = ni(n),ny = na(n) beda ciggami liczb naturalnych, takimi ze n; +
ne = n i niech P, ) beda dwoma rozkladami na prostej o ciggtych dys-
trybuantach F'(z),G(z). Rozwazamy model (R™, R"™, P™ x Q"*), pro-
be Xi,..., X, Y1,...,Y,, 1 hipoteze Hy : P = Q. Oznaczmy H,(x) =
(n1F(x) + noG(x))/n. Po transformacji proby na odcinek (0, 1) za po-
moca dystrybuanty H,(z) réznica dystrybuant F(x) — G(x) przyjmuje
posta¢ g(t) = F o H,'(t) — Go H,'(t), t € (0,1), i testujemy hipoteze
Hy : g = 0. Temu zagadnieniu sa poswiecone zad. 33-42 oraz ¢wiczenie
laboratoryjne 6.

Powyzsze przyktady probleméw testowania i sprowadzenia ich do zni-
kania pewnej funkcji ttumaczg podobienstwa konstrukcji testow w wielu
istotnie réznych zagadnieniach. Jednak kazde z nich ma swojg wtasna
specyfike wymagajaca oddzielnego rozpatrzenia. Aby przedstawi¢ mozli-
wie szeroko ogodlne idee konstrukcji testow, powtarzajace si¢ w réznych
problemach, uczynimy to skupiajac uwage na testach zgodnosci.

W dalszym ciggu wyktadu rozwazamy wytacznie modele produktowe.
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2. Testowanie hipotez prostych

Rozwazamy model (X, A, P)", gdzie P = { P, P, } i testowanie hipo-
tez prostych Hy : P = Py przeciwko H; : P = P;. Niech A\ bedzie miara
dominujaca rozkltady Py i Py, np. A = Py + P;. Oznaczmy py = dFPy/dA,
p1 = dPy/d)\ gestoscei obu konkurujacych rozkltadow. Wéwezas statystyke
(logarytm ilorazu funkcji wiarogodnosci)

p1(X5)

po(Xi)

nazywamy statystyka Neymana-Pearsona, a test (prawostronny) oparty
na niej testem Neymana-Pearsona (NP).

Vo =V(Xy,....X,) = Zlog
i=1

Lemat Neymana-Pearsona. Dla kazdego o € (0, 1) test Neymana-
Pearsona o rozmiarze « jest najmocniejszym testem (niezrandomizowa-
nym) Hy przeciwko Hy, tzn. dla kazdego testu 7" o tym samym rozmiarze
a moc Py (Py) testu V' jest nie mniejsza niz moc fr(Py) testu T, czyli
Bv(Pr) = Br(P).

Dowod tego twierdzenia jest podany ponizej w ogolniejszej wersji
jako twierdzenie 3. Mozna zapytac, jak duza jest ta najwieksza moc
Bv(P1) = Pv(Pi,n). Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, okredlimy odle-
gloé¢ (informacje) Kullbacka-Leiblera rozktadu Py od P, wzorem

D(PP1) = Dipollp) = [ polog A € [0, 0],
X

gdy Py jest absolutnie ciggta wzgledem P, tj. Py < P, oraz +00 W prze-
ciwnym wypadku. Nastepujace twierdzenie zostato udowodnione przez
Chernoffa (1956).

Twierdzenie 1 (Lemat Steina). Dla dowolnego o € (0,1) i testu
Neymana-Pearsona na poziomie istotnosci o mamy
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Innymi stowy, By (P1,n) = 1 — exp{—nD(B||P;) + o(n)}, czyli moc
dazy wyktadniczo do 11 D(FPl||P;) okresla tempo wyktadniczego zani-
kania prawdopodobienstwa bledu drugiego rodzaju. Czlon o(n) zalezy
od przyjetego poziomu istotnosci i dla konkretnych wartosci n wcale nie
musi by¢ maly w porownaniu z gtéwnym cztonem.

Dowéd. Oznaczmy przez t,, doktadng warto$é¢ krytyczna testu NP,
A ={V, > t,,} oraz dla dowolnego € > 0

B. = {—nD(F||P1) — ne <V, < —nD(F||P1) + ne}.

Ponadto, dla j = 0,1 oznaczmy przez p;,(x) = [, pj(x;) gestosé
taczng préby z rozktadu P;. Wtedy V,, = log(pin/pon) 1

EoV, = n/po log PXd\ = —nD(Py||P).
i Do

Stad i z prawa wielkich liczb Chinczyna mamy BPJ'(BS) — 0. Poniewaz
a € (0,1), to tan < —nD(Fy||P1) + ne dla dostatecznie duzych n. Z
nieréwnosci Markowa

1—By(P,n)=PrA°) =P (pm < etan) —pr (pon > e—tan>
Pon Pin
Pon

< etom 7p1nd)\n = etoma
xn In
co tacznie z poprzednim oszacowaniem daje log(l — By (P1)) < tan <
—nD(Py||Py) + ne.
7 drugiej strony na zbiorze B, mamy py,/po, = e > e Pl
i stad

Py||P1)—ne

L= (P > AN B) = [ padyt = [ Ppgdn
A°NB, A°NB, Pon

= e PP pR(AT N BL) 2 e PIRIM e (BR(A%) — Py(BY))
> ¢ PRIRIE(1 o — (1)),

co daje log(1 — By (P1)) = —nD(B||P1) — ne +log(1l — a — o(1)). Z do-
wolnosci € i powyzszego oszacowania z géry wynika teza lematu. a
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Dla zobrazowania wielkosci prawdopodobienstwa btedu II rodzaju
wezmiemy jako Py rozklad jednostajny na [0,1], a jako P rozklad beta z

parametrami p = ¢ = 1.5. Zatem py(t) = 1 oraz py(t) = (81/1&(1 — t)) /7,

t €[0,1]. Wtedy D(po|lp1) = Jy log(m/4/64t(1 — t))dt =~ 0.0653. W tabe-
li ponizej podane sg empiryczne prawdopodobienstwa btedéw II rodzaju
(w procentach) dla kilku pozioméw istotnosci « i kilku liczebnosci préb
n, a w ostatnim wierszu wartosci e "PUIP) | Zauwazmy, ze wartosci w
ostatnim wierszu nie zaleza od poziomu istotnosci, a rzeczywiste praw-
dopodobienstwo bledu istotnie od niego zalezy.

Prawdopodobienstwa bledéw II rodzaju dla testu NP w %

n 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
a=03 [30 16 9 49 27 15 08 04 025 0.13
a=025 |37 22 12 6.8 3.7 20 1.1 0.7 0.32 0.16
a=02 |45 28 17 94 55 34 19 14 0.68 0.43
a=01 |65 45 30 21.7 146 95 6.4 4.1 2.62 1.71
a=0.05 |79 61 50 36.3 26.3 18.9 13.6 9.2 6.56 4.41
e nDWIP) [ 59 27 14 7.3 38 20 1.0 05 0.28 0.15

Wida¢, ze ostatni wiersz dos¢ dobrze odpowiada prawdopodobien-
stwom btedéw II rodzaju dla poziomu istotnosci 0.25, duzo wiekszego
niz stosowany w praktyce.

Ze wzgledu na zamienno$¢ roli Fy i P; oraz poziomu istotnosci i mocy
testu prawdziwa jest dualna wersja lematu Steina.

Twierdzenie 2. Dla dowolnego 3 € (0, 1) niech ay (Fp) = ay (P, n)
bedzie poziomem istotnosci testu NP, ktorego moc jest réwna 3. Wtedy

1
lim —logay(Fy,n) = —D(F||FR).

n—oo n,

Wréémy teraz do dowodu lematu Neymana-Pearsona w ogdlniejszej
wersji. Niech P = {P, : v € I'} bedzie pewna (niepusta) rodzing roz-
ktadéw na (X, .A), przy czym Py ¢ P. Rozwazamy testowanie hipotezy
Hy : P = P, przeciwko H; : P € P. Przypusémy, ze [' ma strukture mia-
rowa (I', B,w), gdzie B jest o-ciatem podzbioréw I', a w rozktadem a priori
na (I, B). Zalézmy ponadto, ze dla pewnej miary dominujacej A mamy
Py < X oraz P, < A dla wszystkich v € I'. Oznaczmy p, = dP,/d\ oraz
Pon(x) = [T py(x;). Rozwazmy statystyke
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Vi = [ Edw(y).
T Pon

Test prawostronny V* nazywamy optymalnym testem bayesowskim dla
rozwazanego problemu, gdyz prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Dla dowolnego ¢t > 0 niech of = PJ (V) > t), a
BZ: = Jr P}(V; > t)dw(v) bedzie moca érednig testu V* o rozmiarze
af. Wtedy dla dowolnego testu 1" hipotezy Hj przeciwko H; o rozmiarze
a € (0,1) zachodzi relacja

tla—af) + (B — B.) =0,
gdzie 3, = J; P2 (T, > tan)dw(y) jest mocy $rednig testu 7. W szcze-
golnosci dla «v i ¢ takich, ze of = o mamy BZ > 3, tzn. dla dowolnego

ustalonego rozktadu a priori test V* ma najwieksza moc srednig wsrod
wszystkich testow o tym samym rozmiarze ;.

Zauwazmy, ze twierdzenie 1 jest szczegdlnym przypadkiem twierdze-
nia 3, gdy wybierzemy rozktad a priori w skoncentrowany na ustalonym
punkcie zbioru I'.

Dowdéd. Oznaczmy Af = {V* > t} oraz A = {T,, > tan}. Wtedy
mamy

(a_at)“‘(ﬁ** —B

—t / Dond\” — t / Dond A" + / / Py (7)dN" — / / Ponde(y)dA"
r
:// <]JW_ >p0ndw(’y)d)\"—//<pw— )p()ndw(fy)d)\”:
it Pon 4 b Pon
Dn n Pyn n
/ ——dw(y) — t | pond\" — / ——dw(y) —t | pond\" = 0,
T Pon T Pon

ArnAe ArenA

gdyz, z okreslenia V¥, na zbiorze A} wyrazenie w nawiasie w pierwszej
calce jest dodatnie, a w drugiej catce na zbiorze A;¢ niedodatnie. To kon-
czy dowdd. a

Dla optymalnego testu bayesowskiego, przy odpowiedniej regularno-
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sci modelu (szczegdtowe sformutowanie pomijamy), prawdziwy jest od-
powiednik lematu Steina w postaci log(1 — 5.,) = —D(ponl|fn) + O(1),
gdzie f,(x) = [ pyn(x)dw(7y) (Clarke i Barron, 1990).

Mozna zapytaé, jak duza jest réznica (strata) miedzy Srednig mo-
ca optymalnego testu bayesowskiego i mocag testu NP skonstruowanego
dla ustalonego rozktadu P, € P. Aby nieco przyblizy¢ odpowiedz na to
pytanie, rozwazmy skonczona rodzine rozktadéw P = {Py, ..., P.} o ge-
stosciach p;, 7 =1, ..., k, takich ze dla odpowiednio dobranego ¢ funkcje
c(pj — po) tworza uktad ortonormalny wzgledem F,. Wtedy, méwiac nie
catkiem precyzyjnie, strata mocy w srodkowym zakresie wyraza si¢ przez
entropie Shannona rozktadu a priori H(w) = —Z§:1 wj log, w;, gdzie
w; = w({j}). Doktadniej, przy mocy testu NP w przedziale [0.5,0.9]
(tj. przy odpowiednio dobranym do liczebnosci préby wspétezynniku
c), zgrubne oszacowanie tej réznicy wynosi 0.1H (w). Przyjmujac w; =
1/k, j =1,..., k, czyli jednostajny rozktad a priori, strata sredniej mocy
do mocy testu NP wynosi ok. 0.1log, k.



