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Wstep

Za poczatki teorii multifunkcji uwaza sie prace Zaremby i Marchaud z lat
dwudziestych XX wieku, ale ten dzial matematyki zaczal sie bujnie rozwijaé
dopiero w latach szesédziesiatych, jako naturalne uogdlnienie teorii sterowania.
Multifunkcje staly sie blyskawicznie jednym z podstawowych obiektéw bada-
nych w analizie liniowej i nieliniowej i przyciagnely uwage wielu matematykdw
na calym $wiecie. Nie sposéb wymieni¢ wszystkich badaczy, ktorzy zajmowali
sie multifunkcjami i ich zastosowaniami. Podkreslmy jednak, ze wielu mate-
matykow polskich ma w badaniach istotny wktad.

W zwiazku z rozwojem teorii sterowania pojawil sie nowy dzial rownan
rézniczkowych, dzi§ nazywany inkluzjami rézniczkowymi, w ktérym dynamika
uktadu opisywana jest, w kazdym punkcie, zbiorem dopuszczalnych kierunkéw.
Spowodowato to m.in. konieczno$é rozpatrywania réznego rodzaju regularnosci
multifunkcji oraz poszukiwania wielowartosciowych odpowiednikéw twierdzen
Banacha, Schaudera i Kakutaniego o punktach statych. Naszym celem jest
zaznajomienie czytelnika z podstawowymi pojeciami i wynikami teorii multi-
funkcji oraz ich zastosowaniami teorii optymalnego sterowania i w inkluzjach
rozniczkowych. Material bazuje na wyktadzie, ktéry prowadzitem kilkakrotnie
dla studentéw IV i V roku oraz doktorantéw na Wydziale Matematyki i Na-
uk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej. Omawiamy podstawowe typy
regularnosci i teorie selekcji multifunkcji. Dotyczy to selekcji ciaglych, w tym
twierdzenia Michaela oraz selekcji mierzalnych - twierdzenie Kuratowskiego
i Rylla-Nardzewskiego. Opisujemy catki Aumanna i ich wlasnosci oraz zwia-
zane z nimi wyniki Olecha dotyczace sterowania optymalnego uktadami linio-
wymi.

Chcemy podkresli¢, ze dosé szczegdtowo omawiamy teorie punktéw statych
dla multifunkcji i ich wykorzystanie do badania istnienia rozwiazan inkluzji
rézniczkowych i ich wilasnosci. Temat tzw. ,zbiorow rozktadalnych” zostal
prawie catkowicie pominiety, a zainteresowanych odsytam do mojej monografii
[?]. Réwniez caly dzial zwiazany ze stopniem topologicznym zostal pominiety.

Ksigzka jest skierowana do studentow starszych lat i pracownikéw nauko-
wych pragnacych poznaé te dziedzine lub wzbogacié¢ swoja wiedze. Zaktadam
znajomo$¢ podstawowych faktéw z analizy funkcjonalnej, teorii miary i to-
pologii. Dla wygody Czytelnika potrzebny material jest podany w Dodatku.
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10 Wstep

Staratem sie tez ilustrowaé omawiany material duzg liczba przykladow. Na
koncu kazdego rozdziatu proponuje éwiczenia do samodzielnego rozwigzania.
Rozwiazania ¢wiczen lub wskazéwki do nich umieszczone sg na koncu ksiazki.

Opisana w ksigzce teoria multifunkcji ma liczne zastosowania i stanowi na-
rzedzie w wielu dziatach szeroko rozumianej analizy matematycznej. W szcze-
gblnosci jest wykorzystywana w badaniach inkluzji rézniczkowych i w sterowa-
niu optymalnym. Mam nadzieje, ze poruszane tu problemy beda choé¢ w czeéci
stanowi¢ inspiracje dla Czytelnika do dalszego poglebienia swej wiedzy.

W obecnym wydaniu dokonano drobnych zmian redakcyjnych. Ponadto
poprawiono zauwazone bledy i usterki.

Andrzej Fryszkowski
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Oznaczenia

przestrzen metryczna;

przestrzen unormowana,

zbiér liczb rzeczywistych;
rozszerzony zbiér liczb rzeczywistych;
zbiér liczb nieujemnych

zbioér liczb zespolonych;

przestrzen euklidesowa;

iloczyn skalarny w RY;

odcinek w R;

domkniecie zbioru A;

wnetrze zbioru A;

uwypuklenie (obwiednia wypukta) zbioru A;
domkniete uwypuklenie (domknieta obwiednia
wypukta) zbioru A;

rodzina niepustych podzbioréw zbioru X;
rodzina domknietych niepustych podzbioréw zbio-
ru X;

rodzina ograniczonych niepustych podzbioréw
przestrzeni (X, d);

rodzina domknietych i ograniczonych podzbioréw
przestrzeni (X, d);

rodzina zwartych niepustych podzbioréw prze-
strzeni (X, d);

rodzina wypuktych niepustych podzbioréw prze-
strzeni (X, |+]);

rodzina wypuklych i domknietych podzbioréw
przestrzeni (X, |+]);

rodzina wypuktlych i zwartych podzbioréw prze-
strzeni (X, |]);

kula otwarta w przestrzeni (X,d) o §rodku z i
promieniu 7;

kula domknieta w przestrzeni (X, d) o srodku x i
promieniu r;

odlegloéé punktu x od zbioru A;

pétmetryka Hausdorffa;

metryka Hausdorffa,

11
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Oznaczenia

X) =sup{d(z,y):z,y€ X}
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=

Y1 ® X2
(I,L,0)

LP(T, X)
LP(T)

Tr+a
C(T, X)
AC(I, X)

p-z.d.
p.z.g.
p-w.

g.C.

en \, 0
ext(A)

$rednica zbioru X;

multifunkcja ze zbioru T' w niepuste podzbiory X;
przeciwobraz (staby) zbioru A przez multifunk-
cje P;

przeciwobraz zbioru A przez multifunkcje P;
obraz zbioru A przez multifunkcje P;

wykres multifunkcji P : T ~ X;

funkcja podpierajaca zbioru A;

funkcja podpierajaca multifunkeji P(t);
przestrzen T z miarg p okreslong na o—ciele ¥
podzbioréw mierzalnych;

o —cialo produktowe;

przestrzen I z miarg Lebesgue’a £ okreslona na
o —ciele £ podzbioréw mierzalnych w sensie Le-
besgue’a;

przestrzen funkcji catkowalnych v : T'— X w sen-
1

P
sie Bochnera z norma |[|ul|, = (f [u(t)? du) ;

T
przestrzen funkcji catkowalnych v : T'— R w sen-
1

P
sie Lebesgue’a z norma [|ul|, = (f |u(t)|P dﬂ) ;

przesuniecie zbioru A o wektor z;
przestrzen funkcji cigglych z norma sup;
przestrzen funkcji stabo absolutnie ciqglych

X :I— X znorma |[z]|, = |+f|1’ )| ds;

pélciagta z dotu;

polciagta z gory;

prawie wszedzie;

dolnie Carathéodory’ego;

gérnie Carathéodory’ego;

ciag €, jest malejacy i dazy do 0;

profil zbioru A — zbiér punktéw ekstremalnych.
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Multifunkcje pétcigglte z dotu i z gory

1. Podstawowe definicje i wlasnosci

Niech T, X i Y beda przestrzeniami topologicznymi. Topologie w tych
przestrzeniach mozna scharakteryzowaé¢ w jezyku ciagéw uogdlnionych. Przy
pierwszym czytaniu proponujemy jednak zalozy¢, ze T, X i Y sa osSrodkowymi
przestrzeniami metrycznymi i w sformutowaniach ponizej opisanych faktéw
zastapi¢ ciagi uogdlnione przez ciagi przeliczalne.

Definicja 2.1. Multifunkcja P : T ~» X nazywa sie:

(a) pélciagta z dotu (p.z.d.) w punkcie ty € T, jesli tg jest punktem we-
wnetrznym zbioru P~ (V) dla kazdego zbioru otwartego V' takiego, ze ty € P~ (V);

(b) pélciagla z géry (p.z.g.) w punkcie ty € T, jesli tg jest punktem we-
wnetrznym zbioru P (V) dla kazdego zbioru otwartego V' takiego, ze ty € P*(V);

(c) ciagta w punkcie ty € T, jesli jest p.z.d. i p.z.g. w tym punkcie.

(d) p.z.g. (p-z.d.) na zbiorze D C T, jezeli jest p.z.g. (p.z.d.) w kazdym
punkcie ¢t € D. Jezeli D =T, to méwimy, ze P jest p.z.g. (p.z.d.).

Potciaglosé z géry i z dotu multifunkcji mozna scharakteryzowaé¢ w jezyku
ciagéw uogdlnionych. Zaczniemy od poédlcigglosci w punkcie.

Twierdzenie 2.1. Rozwazmy odwzorowanie wielowartosciowe P : T' ~~ X.
Wtedy nastepujace warunki sg réwnowazne:

(i) P jest p.z.d. w to;

(ii) dla kazdego x¢ € P (tg) i kazdego ciagu uogélnionego t, — tg istnieja
punkty z, € P (t,) takie, ze x, — xg.

Dowdéd. (i) = (ii). Ustalmy z¢ € P (to) i to, — to. Konstrukcje ciagu {zq}
podamy tylko w przypadku, gdy przestrzen X spelnia I-szy aksjomat przeli-
czalnodci. Wybierzmy malejaca rodzine {U,},-, skladajaca sie ze zbioréw
o0

otwartych takich, ze ﬂ U, = {zo}. Wtedy zbiory V,, = P~ (U,) sa otwar-
n=1

tymi otoczeniami g i réwniez tworzg rodzine malejaca. W takim razie ist-

nieja dla kazdego n takie an,, ze dla > «,, mamy t, € V,. To oznacza, ze
P (ty,) NV, # 0. Mozemy przy tym zalozyé, ze o < as < ... < ap =< ...
Wybierzmy dowolnie elementy z, € P (t,) NV, dla a, < a < 1. Latwo
sprawdzié¢, ze wtedy x, — xg. To konczy dowdd.

23



24 2. Multifunkcje péiciagte z dotu i z géry

(ii) = (i). Zalézmy przeciwnie, ze P nie jest p.z.d. w to. Wtedy istnieje
zbiér otwarty V taki, ze P (tg) NV # 0 oraz t( nie jest punktem wewnetrznym
w P~ (V). W takim razie mozemy znalez¢ taki ciag uogélniony

{ta}aer CT\P~(V) = PT(X\V),
ze to — tg. Wezmy 29 € P (tg) NV i wybierzmy dla kazdego a € A taki

punkt z, € P (ty) C (X\V), ze o — x9. Wtedy musi by¢ 2o € X\V, co jest
sprzeczne z jego wyborem. O

Uwaga 2.1. Jezeli T jest oSrodkowa przestrzenia metryczna, to w powyz-
szym twierdzeniu mozemy ciggi uogolnione zastapi¢ przez ciagi przeliczalne.

Dla poélciaglosci z géry mamy nastepujaca charakteryzacje:

Twierdzenie 2.2. Zalézmy, ze X jest zwarta przestrzenia topologiczna
Hausdorffa. Wtedy dla odwzorowania wielowartosciowego P : T — cl(X)
nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) P jest p.z.g. w to;

(ii) dla kazdego ciagu uogélnionego (t,,xq) € gr P takiego, ze (tq, o) —
(to, xo) mamy (tg,zo) € gr P.

W dowolnej przestrzeni topologicznej warunek (i) implikuje warunek (ii).

Dowéd. (i) = (ii). (przypadek ogdlny). Niech {(ta,Za)}aep C gr P be-
dzie dowolnym ciagiem uogdélnionym zbieznym do (tg,xz¢). Nalezy wykazad,
ze (to,xo) € grP. Przypusémy przeciwnie, ze (tg,z9) ¢ grP. W takim ra-
zie ©g ¢ P (ty), a poniewaz P (ty) jest domknigty, to istnieje zbidr otwarty
V > zp taki, ze P (ty) NV = 0. Réwnowaznie tg € P (X\V). Ale zbior

Pt (X \V) jest otwarty. Istnieje zatem indeks oy € A taki, ze dla a = «g
mamy t, € PT (X\V) i x4 € V. Wtedy jednak z, € P (t,) C X\V co daje

sprzecznosc.

(ii) = (i). Zalézmy przeciwnie, ze multifunkcja P nie jest p.z.g. w punk-
cie tg. Wtedy istnieje zbidr otwarty V' O P (tg) taki, ze to nie jest punktem
wewnetrznym zbioru P (V). W takim razie mozemy znalez¢ taki ciag uogol-
niony {ta},ep € T\PT(V) = P~ (X\V), Ze to — to. Wybierzmy dla a € A
punkty z, € P (to) N (X\V). Z uwagi na zwarto$¢ X, mozemy wybra¢ pod-
ciagg uogdlniony zbiezny, powiedzmy xz — xg, taki, ze zg € X\V. Wtedy
(tz,xz) € grPi (tz,25) — (to, o). Wynika stad, ze (to,zo) € gr P. Oznacza
to, iz 9 € P (ty) C V, co daje sprzecznosé. O

Podamy teraz pewna uzyteczng charakteryzacje odwzorowan p.z.d. i p.z.g.

Twierdzenie 2.3. Dla multifunkcji P : T ~~ X nastepujace warunki sa
rownowazne:



2.1. Podstawowe definicje i wiasnosci 25

(i) P jest p.z.g.;

(ii) dla kazdego otwartego V C X zbiér P (V) jest otwarty w T';

(iii) dla kazdego domknietego U C X zbiér P~ (U) jest domkniety w T’
(iv) dla kazdego zbioru D C X zachodzi inkluzja cl (P~ (D)) C P~ (cl D);

(v) dla kazdego zbioru D C X zachodzi inkluzja P*(int D) C int P+ (D).

Dowéd. (i) = (ii). Ustalmy zbidér otwarty V C X i wezmy to € P (V).
Wtedy to jest punktem wewnetrznym i dlatego zbiér P (V) jest otwarty;

(i) = (iii). Jezeli F C X jest domkniety to P~(F) = T\P' (X\F) jest
réwniez domkniety;

(iii) = (iv). Poniewaz P~ (cl D) domkniety oraz P~(D) C P~ (clD), to
warunek (iv) jest prawdziwy;

(iv) = (v). Wnioskujemy to nastepujaco:

PT(int D) = PT(X\cl(X\D)) =T\P~ (cl(X\D))
C T\l (P~ (X\D)) = T\l (T\P*(D)) = int P*(D).
(v) = (i). Poniewaz dla dowolnego zbioru otwartego V' mamy
PT(V)=P"(int V) C int P*(D),
to kazdy punkt tg € PT (V) jest wewnetrzny. O

Rozumujac podobnie mozemy udowodnié¢ nastepujaca charakteryzacje pot-
ciagtodci z dotu:

Twierdzenie 2.4. Dla multifunkcji P : T ~ X nastepujace warunki sg
réwnowazne:

(i) P jest p.z.d.;

(ii) dla kazdego zbioru otwartego V' C X zbiér P~ (V') jest otwarty w T

(iii) dla kazdego zbioru domknigtego F' C X zbiér P+ (F) jest domknigty
w T,

(iv) dla kazdego zbioru D C X zachodzi inkluzja cl (P*(D)) C P*(clD);

(v) dla kazdego zbioru D C X zachodzi inkluzja P~ (int D) C int P~ (D).

W zastosowaniach przydatne sg réwniez nastepujace fakty:

Stwierdzenie 2.1. Niech P : T ~» X. Multifunkcja P jest p.z.d. wtedy
i tylko wtedy, gdy cl P : T'— cl (X) jest p.z.d.

Stwierdzenie 2.2. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Wtedy
multifunkcja P : T ~» X jest p.z.d. wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz
P~ (B(z,r)) jest otwarty dla kazdej kuli otwartej B(x,r).

Dowody powyzszych Stwierdzen pozostawiamy Czytelnikowi jako éwicze-
nia (patrz Cwiczenia 2.1 1 2.2, str. 41).



26 2. Multifunkcje péiciagte z dotu i z géry

Stwierdzenie 2.3. Dana jest rodzina {pa},c, funkcji ciagtych z T'w X.
Wtedy multifunkcja P : T'— cl(X) dana wzorem P(t) = cl{pa(t) : a« € A}
jest p.z.d.

Dowéd. Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru domknietego F' C X zacho-

dzi wzér
PH(F) = () pa'(F).
acA

Z uwagi na ciaglo$é funkcji p,, zbiory p;!(F) sa domkniete, wiec domkniety
jest takze przeciwobraz P (F). O

Majac scharakteryzowane pojecia p.z.g. i p.z.d. mozemy powyzsza teo-
rie zilustrowaé¢ przyktadami. Sprawdzenie czeéci tych wlasnosci pozostawiamy
Czytelnikowi.

Przyktad 2.1. (a) Multifunkcja P, : T'— clco(R) dana wzorem
{1} dla t<0,
P(t)=< {-1} dla t>0,
[—1,1] dla t=0

jest p.z.g., ale nie jest p.z.d.
(b) Multifunkcja P5 : R — ¢l (R) okreslona wzorem

TR

[-1,1] dla ¢#0,
{0} dla t=0

Py(t) = {

e -
o+

jest p.z.d., ale nie jest p.z.g.

(¢) Dla danej funkcji p : T'— X rozwazmy multifunkcje P3 : T ~» X
okreslona wzorem Ps(t) = {p(t)}. Wtedy dla kazdego zbioru A C X mamy
P (A) = Py (A) = p~1(A). Jesli zatem funkcja p jest ciagla, to dla kazdego
zbioru domknietego F' C X przeciwobraz Pgr (F) jest domkniety. Podobnie, dla
kazdego zbioru otwartego U C X przeciwobraz P; (U) = p~1(U) jest otwarty.
Oznacza to, ze multifunkcja Ps jest zaréwno p.z.d. jak i p.z.g. Na odwrét, jesli
zakltadaé, ze multifunkcja Ps jest badz p.z.d. badz p.z.g., to p funkcja ciagla.

Przyktlad 2.2. Zatézmy, ze Z C Y jest zbiorem zwartymi f : T XY — X
jest funkcja ciagla. Wtedy multifunkcja Py : T'— ¢l (X)) okreslona wzorem
Py(t) = f(t, Z) jest p.z.g. Ustalmy bowiem tg i ciag uogélniony (tq, zo) € gr Py
taki, ze (to, o) — (to, o). Wtedy dla kazdego a mamy z, € Py (to) = f(t, Z).
Istnieja zatem punkty z, € Z takie, ze xo = f (ta, 2o ). Ale zbiér Z jest zwarty.
W takim razie cigg uogélniony {z,} zawiera podciag z; zbiezny do zy € Z.
7Z ciagtosci funkcji f wynika wiec, ze
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zo = [ (to,20) € [ (to, Z) = Py (to).
To za$ oznacza, ze (tg,xg) € gr Py i dowodzi, iz multifunkcja Pj jest p.z.g.
w punkcie £g.

Odwzorowania wielowartosciowe, zaréwno potciagte z gory, jak i z dotu,
posiadaja wiele ciekawych wlasnoéci. Najwazniejsze z nich przedstawiamy po-
nizej.

Twierdzenie 2.5. Rozwazmy ciag p.z.d. multifunkcji P, : T ~~ X i
funkcji ciagtych p, : T— X, n = 0,1,2,... Zalézmy tez, ze w : X —Y
ir: T — RT sy ciggle. Wtedy multifunkcje okreslone wzorami:

(a) P(t) =r(t)Po(t) + po(t),
(b) Q)= Pult),
n=0

(¢) R(t)=cl{pn(t) :n=0,1,2,...},
(d) w(P)(t) =w{P(t)}

sa odwzorowaniami p.z.d.
(e) Ponadto, jezeli r : T — R™ jest taka funkcja p.z.d., ze dla kazdego
t € T mamy

(2.1) S(t) = Po(t) N B (po(t),r(t)) # 0,
to multifunkcja S : T ~» X jest p.z.d.

Dowéd. (a) Ustalmy g € P (tg) i ta — to. Wtedy
L
r (to)

Z uwagi na p.z.d. odwzorowania Py oraz Twierdzenie 2.1 (str. 25) istnieja
za € Py (to) takie, ze zo, — 2. Latwo sprawdzi¢, ze wtedy

20 = (w0 — po (o)) € P (to) -

To =7 (ta) 2a +po (ta) € P(ta) oraz x, — xo.

(b) p.z.d. odwzorowania @ latwo wynika z obserwacji, iz

Q‘(U):{t: (G Pn(t)>ﬁU7é@}= G{t:Pn(t)mU;A@}: GP{(U),
n=0 n=0

n=0

(¢) p.z.d. odwzorowania R wnioskujemy z faktu, iz

R(t) = Cl{ fj Sp (t)} , gdzie R, (t) = {pn (t)} s
n=0

(d) p.z.d. odwzorowania D wynika z faktu, ze
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(w(P))~ (U) = P~ (w71 (W),

(e) dla dowodu p.z.d. odwzorowania S zauwazmy, ze z uwagi na (a), wy-
starczy to zrobi¢ tylko w przypadku, gdy po(t) = 0. Ustalmy xo € S (to)
ity —to. Wtedy z¢g € Py (to) i |xo] < r(to). Wybierzmy taka liczbe a, ze
|xo] < a < r(tp) oraz taki ciag x4 € FPy(ta), 26 xo —> xo. Istnieje wtedy
takie ap takie, ze |zo| < a < 7 (ts) dla a = «ap. Dlatego dla a = oy mamy
To €5 (ta). O

Przyktad 2.3. PokazaliSmy, ze odwzorowanie S dane wzorem (2.1) jest
p.z.d. Nie jest to jednak prawda, gdy kule otwarta zastapimy przez kule do-
mknieta. Oznaczmy bowiem dla ¢ € [0,1] przez P(t) C R? okrag o érodku
w punkcie (¢,¢) i promieniu r = ¢t. Oczywiscie t — P(t) jest odwzorowaniem
ciaglym oraz
{(t,0)}, jezeli te[0,1),

PO NB[t1):1] = { P(1), jeseli t=1.

Dlatego tez odwzorowanie t — P(t)N B ((0,0); 1) nie jest p.z.d., ale jest p.z.g.

2. Pélciggltosé z goéry i z dotu w przestrzeniach metrycznych

W tym paragrafie bedziemy zakladaé, ze (X, d) jest przestrzenia metrycz-
ng. Prowadzi to do charakteryzacji pojecia odwzorowan p.z.d. i p.z.g. przy
uzyciu tzw. pétmetryki Hausdorffa. Okreslamy ja dla dowolnych A, B € b (X)
wzorem

do(A, B) = supd(a, B).
acA

Symbol dg (A, B) oznacza metryke Hausdorffa, tj.
dH(A7 B) = max{do(A, B)7 dO(Bv A)} .
Twierdzenie 2.6. Niech P : T'— bcl(X) bedzie odwzorowaniem wielo-

wartosciowym. Wéowczas
(a) P jest p.z.d. w punkcie tg wtedy i tylko wtedy, gdy

th—{% d() (P (to) ,P(t)) = 0.

(b) Jezeli P jest p.z.g. w punkcie tg, to tlinta do (P(t), P (tp)) = 0.
—l0

Jezeli przestrzen (X,d) jest zwarta, to warunki w punkcie (b) sa réwno-
wazne.
(c) Jezeli P: T — b(X) jest odwzorowaniem ciggltym w tg, to

lim du (P(2), P (t0)) = 0.
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Dowéd. (a)=-. Ustalmy zg € P (tp) i wezmy dowolne ¢ > 0. Oznaczmy
przez V.= P~ (B (xg,¢)) i zauwazmy, ze V jest zbiorem otwartym oraz ty € V.
7 uwagi na p.z.d. w punkcie ) mamy dla kazdego t € V

d(zo, P(t)) < d(z9, P(t) N B (z9,¢)) < €.
W takim razie do (P (to) , P(t)) = sup d(xo, P (t0)) < €. Poniewaz z¢ € P (t9)
onP(to)
ie > 0 byly wybierane dowolne, to wynika stad, ze tlir? do (P (tg),P(t)) = 0.
—1l0

(a)<. Zalézmy, ze tlinta do (P (to),P(t)) = 0, ale multifunkcja P nie jest
—l0

p.z.d. w punkcie ¢y. Zatem musi istnieé¢ taki zbiér otwarty V, ze P (to) NV # 0
oraz ty nie jest punktem wewnetrznym w P~ (V). W takim razie da si¢ znalez¢
taki ciagg uogélniony {to},cp C T\P~ (V) = PT(X\V), Ze to — to. Ustalmy
punkt zg € P (tg) NV oraz ciag e, — 0. Wtedy mozna, dla kazdego o € A,
znalez¢ takie punkty z, € P (t,) C X\V, ze

d (20, 20) < d (20, P (ta)) + £a < do (P (to) , P (ta)) + €a.

Oznacza to, iz x, — . Ale wtedy réwniez xg € X\V, co jest sprzeczne z
wyborem xg.

(b) Wezmy dowolne ¢ > 0 i niech V = {z:d(z, P(ty)) < e}. Wtedy
Pt(V) jest zbiorem otwartym oraz ty € Pt (V). Zatem istnieje taki zbiér
otwarty U, ze tg € U C P(V). W takim razie dla kazdego t € U mamy
P(t) c V idlatego

do (P(t), P (tp)) = sup d(x, P (tg)) <supd(z,P (ty)) <e.
xE€P(t) eV

To za$ oznacza, ze tlir? do (P(t), P (tp)) = 0.
—to
Niech teraz X bedzie przestrzenia zwarta oraz tlir? do (P(t), P (to)) = 0.
—to

Gdyby multifunkcja P nie byla p.z.g. w punkcie £, to istniatby taki zbior
otwarty V' DO P (tg), ze to nie bytby punktem wewnetrznym zbioru P (V). Mo-
zemy wiec znalezé ciag {ta}oepn € T\PT(V) = P~ (X\V) taki, ze to — to.
Poniewaz P (t,) N (X\V) # 0, to wybierzmy, dla kazdego o € A, punkty
ZTo € P(to) N (X\V). Z uwagi na zwarto$¢ mozemy zaltozy¢, iz x, — xg, co
daje zp € X\V. Zauwazmy ponadto, ze d (x4, P (t0)) < do (P (ta), P (t9)). To
za$ oznacza, ze

d (2o, P (to)) = limd (xa, P (o)) < lim do (P(t), P (to)) = 0.

Stad xzo € P (tp) C V, co daje sprzeczno$é, gdyz xo € X\V.
(c) Jest to latwy wniosek z czedci (a) 1 (b). O

Pojecia odwzorowan wielowartosciowych p.z.d. i p.z.g. mozna réwniez scha-
rakteryzowaé nastepujaco:
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Twierdzenie 2.7. Dla multifunkcji P : T ~~ X nastepujace warunki sa
rownowazne:

(i) P jest p.z.d.;

(ii) odwzorowanie t — d(z, P(t)) jest p.z.g. dla kazdego z.

Dowéd. (i) = (ii). Wezmy dowolnie punkt (fo, xo) oraz ciag to — to. Ma-
my pokazaé, ze z warunku d (xg, P (to)) — a wynika, iz a < d(zo, P (tp)).
W tym celu ustalmy € > 0 i niech T € P () bedzie takim elementem, ze

d(ZL‘(),T) < d(ZL‘(),P(t())) +e.

Zalozenie p.z.d. gwarantuje istnienie punktéw z,, € P (t,) takich, ze x, — T.

Wtedy d(zg, P (to)) < d(z0,%0) < d(T,xq) + d(zg, P (ty)) + €. Przechodzac

do granicy z a i e — 0 otrzymujemy a < d (zg, P (t9)), co konczy dowdd.
(ii) = (i). Ustalmy (¢o, o) € gr P i niech t, — to. Wtedy

limsupd (zo, P (to)) < d(zo, P (tg)) =0

i stad limd (zg, P (t,)) = 0. Dlatego tez dla kazdej liczby catkowitej k > 1
istnieje oy, takie, ze dla a > ag mamy d(zg, P (t,)) < 1/k. Mozemy przy tym
zalozyé, ze a1 R g 2 ... R S apr1 X ...

Niech z4 1 € P (to) beda takimi punktami, ze d (zo, 24 %) < 1/k. Okreslmy
ciag xo € P (to) kladac o = 2ok, gdy ar = o < app1. Wtedy d (20, 24) <
1/k dla o, = & < a1, co oznacza, ze T, — xg. 1o konczy dowdd. O

Rozumujac podobnie mozna udowodni¢ nastepujace

Twierdzenie 2.8. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna zwarta.
Wtedy dla multifunkeji P : T'— cl (X) nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) P jest p.z.g.;

(ii) odwzorowanie t — d (x, P (t)) jest p.z.d. dla kazdego = € X.

Dowéd tego Twierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi jako é¢wiczenie (patrz
Cwiczenie 2.7, str. 42).

3. Poélciaglosé z gory i z dolu w przestrzeniach Banacha

W tym paragrafie bedziemy zakladaé, ze (X, |-|) jest refleksywna przestrze-
nig Banacha. W takiej przestrzeni poétcigglosé z gory i z dotu odwzorowania
wielowartosciowego P : T ~» X daje sie opisywaé przy pomocy funkcji pod-
pierajacych. Przez funkcje podpierajaca multifunkcji P : T ~» X rozumieé
bedziemy odwzorowanie ¢, : T x X* — R dane wzorem

ey (t,2%) = e, (1) (") = sup {(z",2) : v € P(t)}
Jest to funkcja dwoch zmiennych z ustalona topologia po zmiennej t. Ze wzgle-
du na drugg zmienna x* bedziemy rozpatrywaé¢ w B* zaréwno topologie moc-
na, jak i staba*. Opisujac wlasnosci topologiczne funkcji podpierajacej bedzie-
my precyzowad, o ktérej topologii w B* jest mowa.
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Rozwazania rozpoczniemy od nastepujacego:

Twierdzenie 2.9. Niech P : T —b(X) bedzie odwzorowaniem p.z.g.
Wtedy funkcja podpierajaca ¢, : T' x B* — R jest p.z.g. w mocnej topologii
w B*. Ponadto, dla multifunkcji P : T'— cc(Z), gdzie Z C X jest ustalonym
zbiorem zwartym i wypuklym, funkcja c, jest p.z.g. takze w stabej * topologii
w B*. Na odwroét, jezeli dla odwzorowania P : T — cc(Z), gdzie Z € cc (X),
jego funkcja podpierajaca c, : T' x B* — R jest p.z.g. w slabej* topologii
w B*, to multifunkcja P jest p.z.g.

Dowéd. Dla dowodu pierwszej czesci ustalmy (to,z() € T x B*. Mamy
wykazaé, ze jesli dla dowolnych ciagéw uogélnionych t, — tg oraz z7, — )
ciag ¢, (ta, 3) — 7, to ¥ < ¢, (to, 7).

W tym celu rozwazmy, dla dowolnego € > 0, zbidr

V={x:d(z,P(ty)) <e}.

Zbior ten jest otwarty i ograniczony oraz dg (V, P (t9)) < e. W takim razie,
uzywajac nieréwnosci ((??), str. ??), otrzymujemy zaleznosé

|CP (to,ﬁ)) —Cy ($8)| <e.

Zauwazmy, ze 1o jest punktem wewnetrznym zbioru Pt (V). Dlatego, dla ,do-
statecznie duzych o”, mamy t, € PT(V), a to oznacza, iz P (t,) C V. Zatem

cp (ta; 73) < ¢y (73) < ey (25) + [V [ag —
< ep (to, xp) + [V [z — x| + ¢,

gdzie |V| = sup{|z| : # € V}. Wynika stad, ze v < ¢, (¢,2*) + ¢. Przechodzac
teraz do granicy z € — 0 otrzymujemy zadana nier6wnosc.

Dla dowodu drugiej czesci zatézmy, ze t, — to, x), — x(, stabo® oraz
cp (ta,)) — . Wezmy takie punkty zo € P(to) C Z, ze ¢, (ta,x},) =
(x},%q) . Poniewaz Z jest zbiorem zwartym, to, przechodzac ewentualnie do
podciagéw, mozemy zaktadaé, ze x, — xg. Ostatnia réwnosé daje zatem
(x*, z0) = v < cp (to, z) -

Aby wykazac trzecia czes¢ tezy zaldézmy, ze funkcja podpierajaca c, jest
p.z.g. Musimy udowodnié¢, ze dla kazdego ciagu (tn,zq) € gr P takiego, iz
(tas o) — (to,70), mamy (to,xo) € grP. Zalézmy przeciwnie, ze istnieje
ciag uogélniony (tn,zs) € grP, ktéry jest zbiezny do (to,xo) ¢ grP. Ale
wtedy xo ¢ P (tp) 1 uzywajac twierdzenia o oddzielaniu mozna znalezé taki
funkcjonal x* € B*, ze (x*,z9) > ¢, (to, ™). W takim razie, dla ,dostatecznie
duzych o”, musi byé¢ (z*,z4) > ¢, (ta,2*), a to oznacza, ze x, ¢ P (to).
Roéwnowaznie, (tqo,s) ¢ gr P, co daje sprzecznosé. O

Rozumujac podobnie mozna udowodnié nastepujace:
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Twierdzenie 2.10. Niech P : T — cb (X) bedzie multifunkcja p.z.g.
i zatézmy, iz t, — tg. Wtedy prawdziwe jest zawieranie

o0 o
ﬂ clco{ U P(tn)} C P(ty).
k=1 n=k
Dowéd. Ustalmy x* € B*, € > 0 oraz rozwazmy zbior
Ve=Az: (2" z) <c, (to,z") +¢}.
Latwo zauwazy¢, ze V. jest zbiorem otwartym i wypuklym oraz P (tg) C V..
Korzystajac z p.z.g. funkcji podpierajacej mozemy zatem znalezé taki indeks

k, ze dla kazdego n > k zachodzi nieréwnosé c,, (t,,z") < ¢, (to,z*) + . Jesli
zatem x € P (t,), to

(x*,z) < cp (tn,x™) < cp (to, ") + €.

Whioskujemy stad, ze dla kazdego n > k zachodzi zawieranie P (t,) C V..

Zatem
) cleo { U P(tn)} Cecleo V. C{x: (z*,2) <ec, (t,z*)+¢}.
k=1 n=~k

Przechodzac do granicy z € — 0 otrzymujemy

ﬂ clco{ U P(tn)} C{z: (2", z) <c, (t,z")}.

k=1 n=k
Poniewaz powyzsze zawieranie zachodzi dla dowolnego 2* € B*, to

ﬂ clco{ U P(tn)} C ﬂ {z: (%, z) <c, (t,x%)} = P(ty),

k=1 n=k z*eB*
co daje zadane zawieranie. O

Dla multifunkcji p.z.d. sytuacja jest podobna. Zachodzi bowiem nastepu-
jace:

Twierdzenie 2.11. Niech P : T — b(X) bedzie odwzorowaniem p.z.d.
Wtedy funkcja podpierajaca c, : T'x B* — R jest p.z.d. w mocnej topologii
w B*. Ina odwrdét, jezeli funkcja podpierajaca odwzorowania P : T'— cc(K),
gdzie K € cc (X), jest p.z.d. w slabej* topologii w B*, to P jest multifunkcja
p.z.d.

Dowéd. Dla dowodu pierwszej czesci ustalmy (to,z() € T x B*. Mamy
wykazaé, ze jesli dla dowolnych ciagdéw uogélnionych t, — to, x, — () ciag
cp (ta,xl) — 7, to v = ¢, (to, x§). W tym celu wezmy dowolny punkt zq €
P (tp) i wybierzmy ciag uogélniony z, € P (t,) taki, ze zo — x9. Wtedy
cp (tasxl) > (2F,x4) 1 dlatego v > (xf,x0). Poniewaz punkt xzy € P (o)
wybieraliémy dowolnie, to z powyzszej nieréwnosci wnioskujemy, iz
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v = sup {{zg, @) : € P (to)} = ¢, (to, xp) -

Dla dowodu czeéci drugiej zalézmy, ze funkcja podpierajaca jest p.z.d., zas
multifunkcja P : T'— cc (K) nie jest odwzorowaniem p.z.d. w punkcie tg.
Oznacza to z definicji, ze istnieje zbiér otwarty V taki, ze tg € P~ (V) nie
jest punktem wewnetrznym w P~ (V). W takim razie mozna znalez¢ taki ciag
uogdlniony to, — tg, ze to, ¢ P~ (V). Zatem P (to) NV = 0, podczas gdy
P (to) NV # 0. Wezmy xg € P (tp) N V. Wtedy istnieje r > 0 takie, ze kula
B (zg,7) C Vistad P (to)NB (zg,7) = 0. Z twierdzenia o oddzielaniu wynika,
iz dla kazdego « mozna dobraé x}, € B* takie, ze |x}| = 1 oraz

¢ (o w3) < inf {(2l, @) - & € B(w0,1) } = {wloa0) = 7-

Bez straty ogdlnodci mozemy zalozy¢, ze ciag x}, jest stabo® zbiezny do x() €
B*. Wtedy

¢, (to, zy) < liminfe, (ta,x}) < (x5, z0) — 1.
Oznacza to, ze zg ¢ P (to), a to daje sprzecznosé. O

4. Twierdzenie Michaela o cigglych selekcjach

W tym paragrafie oméwimy twierdzenie o istnieniu ciaglej selekeji dla mul-
tifunkcji p.z.d. z domknietymi i wypuklymi wartosciami oraz podstawowe je-
go konsekwencje. Bedziemy teraz zakladaé, ze T jest parazwartg przestrzenia
topologiczna Hausdorffa. Jak pokazaliSmy w Stwierdzeniu 2.3 (str. 28) dla
dowolnej rodziny {pa},ep funkeji ciagtych z T' w przestrzen Banacha X mul-
tifunkcja P : T — cl (X) dana wzorem

P(t) = cl{pa(t) : a € A}
jest p.z.d. Oczywiscie kazda funkcja p,, jest ciagly selekcja P. Z drugiej strony

istnieja ciagte multifunkcje, ktére nie maja ciaglych selekcji.

Przyktad 2.4. (Patrz Przyklad 77, str. 77). Niech T bedzie domknieta
kula jednostkowa na plaszczyznie. Rozwazmy odwzorowanie wielowarto$ciowe
P:T— cl(T) dane dla t = (1, cos ¢, r¢singy) wzorem

P(t) = {(cosp,sing) : |+ | < (1—ry)}

Wtedy P jest odwzorowaniem cigglym, ale nie ma ono ciagtych selekcji.
y y

N Al
NV AR

r=0 o<r<1 r=1
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Dowdd. Oczywiscie P jest odwzorowaniem ciaglym, gdyz jest odwzorowa-
niem lipschitzowskim ze stala 2. Pokazemy, ze nie posiada ono ciagtej selekc;ji.
Zalézmy przeciwnie, ze multifunkcja P ma ciagla selekcje p : T'— T. Wtedy
dla kazdego t € B musi zachodzi¢ |p(t)| = 1. Z Twierdzenia Schaudera ?? (str. ?77)
wynika, ze odwzorowanie p ma punkt staty ¢y. Dla tego punktu mamy |to| =
Ip (to)| = 1, a to oznacza, ze ty = p (t9) = —to, co daje sprzecznosc. O

Sformutujemy teraz podstawy wynik dotyczacy istnienia selekcji ciagtych.

Twierdzenie 2.12. [Michael] Zalézmy, ze P : T — clco (X) jest multi-
funkcja p.z.d. Wtedy P ma ciagla selekcje.

Dowéd. Konstrukcje rozbijemy na trzy etapy. W etapie I, dla dowol-
nego € > 0, skonstruujemy tzw. ciagla —selekcje, tzn. taka funkcje ciagla
p:T— X, ze d(p(t), P(t)) < e. Réwnowaznie oznacza to, ze

R(t) = P(t) N B{p(t),e} # 0.
Wtedy, z uwagi na Twierdzenie 2.5 (e) (str. 29), multifunkcja R : T'— co (X)
jest p.z.d.
W etapie II podane zostang konstrukcje dwoch ciagéw: funkceji ciagltych
pn 2 T — X, n € N i multifunkeji p.z.d. P, : T— cleo(X), n=20,1,2,...
majacych, dla kazdego t € T, nastepujace wtasnosci:

d (s (1), P (1)) < Q% oraz Paui(t) C Pa(t) C P(2).

W etapie III pokazemy, ze p, = p niemal jednostajnie i stad wyniknie, ze
p jest zadang selekcja.

Etap I. Ustalmy € > 0, tg € T oraz xg € P (t9) i rozwazmy zbiory

Viowo = P~ (B (z0,¢)) ={t € T : P(t) N B (xo,¢) # 0}.

Poniewaz P jest p.z.d., to rodzina zbioréw {Vi, 20}y cr 1oc p(ro) StaROWI otwar-
te pokrycie przestrzeni parazwartej T. W pokrycie to mozna wpisaé lokalnie
skonczony rozklad jednoSci {zq},cp- Oznacza to, ze:

(a) wszystkie funkcje z, : T'— I sa ciagle;

(b) dla kazdego t € T zbiér A(t) = {a € A: z4(t) > 0} jest skonczony

1Y z(t)=1;

a€A(t)
(c) dla danego « € A istnieja t, € T'1 x4 € P (t,) takie, ze
(2.2) Za ' ((0,1]) € Vig -

Zauwazmy, ze zawieranie (2.2) oznacza w szczegélnosci, ze dla ¢ takich, ze
2o(t) > 0 mamy P(t) N B (zq,¢) # 0. Oznaczmy

p(t) = Z Zo(t) o

a€A(t)
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i zauwazmy, ze p jest funkcja ciagla, gdyz {2a},cp jest lokalnie skoficzonym
i ciagglym rozkladem jednosci. Pokazemy, ze p jest zadana .e—selekcja’.
m

W tym celu ustalmy ¢ i niech A(t) = {aq,...,amp}. Wtedy t € ﬂ Va, oraz
i=1

pt) = 20, (H)a,-
i=1

Ponadto dla ¢ =1,2,...,m mamy
P(t) N B (xq,,c) # 0.

m
Wybierzmy y; € P(t)NB (xq,,€) iniech y = Z Za; (t)Ya, - Oczywiscie y € P(t),
i=1
gdyz zbiér ten jest wypukly. Nalezy jeszcze sprawdzié, ze |y — p(t)| < . Ale
to wynika z nastepujacych zaleznosci

m m m
|y _p(t)| = Zzai (t)xai - Z Ra (t)yl < Zzai (t) |$Oéi - yl| <e&.
=1 i=1 =1

Konczy to Etap 1.

Etap II. Konstrukcje ciagéw {p,} i {P,} przeprowadzimy przy uzyciu in-
dukcji matematyczne;j.

Dla n = 0 bierzemy Py(t) = P(t).

Korzystajac z Etapu I mamy dla e = 1/2! zagwarantowane istnienie
takiej funkcji ciaglej p1 : T — X, ze d (p1(t), Py(t)) < 1/2'. Wykorzystujac
Twierdzenie 2.5 (e) (str. 29) wnioskujemy, ze multifunkcja P; : T'— clco (X)
dana wzorem

Pi(t) =cl {Po(t) nB (pl(t)v %) }

jest p.z.d. Daje to konstrukcje dla n = 1.

Zalézmy, ze mamy juz skonstruowane funkcje ciagle py,...,pp : T — X
oraz p.z.d. multifunkcje Py,...,P,—1 : T — clco (X), takie, ze dla kazdych
teTidlak=0,1,...,n — 1 zachodzi

1
d(pk+1(t),Pk(t)) < W oraz Pn_l(t) C Pn_Q (t) c...C Po(t)
Oznaczajac

Po(t) = {Pn_l(t) nB (pn(t), Qin) } .

otrzymujemy multifunkcje p.z.d. Korzystajac teraz z Etapu I z ¢ = 1/27H!
otrzymujemy taka funkcje ciagly p,11: T — X, ze zbiory

R(t) = P,(t)N B (pnﬂ(t% Qn—lﬂ)
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sa niepuste i wypukle, a multifunkcja R jest p.z.d. (Twierdzenie 2.5 (e), str.
29). Okreslmy

Poi(t) =d {Pn(t) NB <pn+1(t)7 2n—]:|-1)}

i zauwazmy, ze P,y1: T — clco (X) jest p.z.d. Latwo sprawdzié, ze

d (P (), Pa(t)) < 2n_1+1 oraz Puir(t) C Po(t) C ... C Po(t),

a to konczy krok indukcyjny.

Etap III. Udowodnimy, ze p, = p oraz p jest zadana selekcja. Pokazemy
najpierw, ze ciag {p,} spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego. W tym celu
zauwazmy, ze dla dowolnych liczb catkowitych n > 01 k > 1 oraz dowolnego
punktu ¢ € T mamy P, x—1(t) C P,(t). Zatem

(23)  dpuer(®) Palt)) < duis(0) Pai1(0) < 5ot

i dlatego istnieja takie punkty z,; € Pn(t), ze |ppix(t) — znl < 1/27FF.
Poniewaz P, (t) = cl{P,_1(t) N B (py(t),1/2")} C B (pu(t),1/2"), to zachodzi
réwniez nieréwnosé |z, — pn(t)| < 1/2". W takim razie dla dowolnych liczb
catkowitych n > 01 k > 1 oraz dowolnego punktu ¢t € T' mamy

1 1 1
|Pnk(t) — pu(t)] < otk + on < oni

a to oznacza, ze ciag {pn },cy speinia jednostajny warunek Cauchy’ego. Istnieje
wiec taka funkcja ciagla p, ze p, = p. Aby zakonczyé konstrukcje wystarczy
teraz zauwazy¢, iz p jest selekcja P. To za$ wynika z nieréwnosci (2.3) dla
n =0, gdyz mamy wtedy d (p(t), P(t)) = lim d(px(t), Po(t)) = 0. O

Uwaga 2.2. Oryginalne Twierdzenie Michaela méwi znacznie wiecej, niz
przedstawione powyzej i ma nastepujace sformulowanie:

Twierdzenie 2.13. Przestrzen topologiczna Hausdorffa jest parazwarta
wtedy i tylko wtedy, gdy kazda osrodkowa przestrzen Banacha X posiada
wlasnosé, ze dowolna p.z.d. multifunkcja P : T'— clco(X) ma ciagla selekcje.

Sformutowanie to prezentujemy ze wzgledéw historycznych, gdyz zwykle
jest wykorzystywana tylko przedstawiona wczesniej wersja.

Uwaga 2.3. W przedstawionym dowodzie zalozenie osrodkowosci prze-
strzeni X nigdzie nie bylo wykorzystywane. W takim razie twierdzenie selek-
cyjne Michaela zachodzi réwniez w dowolnych przestrzeniach Banacha.

Zajmiemy si¢ teraz odpowiedzia na pytanie, ile ciagtych selekcji posiada
dana p.z.d. multifunkcja P : T — clco (X) i czy dla danego ¢ty € T multi-
funkcja P : T — clco (X) posiada ciagle selekcje przyjmujace zadana z géry
wartos¢ xg € P(tp).
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Twierdzenie 2.14. Zalézmy, ze multifunkcja P : T — clco (X) jest
p.z.d. i niech Ty C T bedzie ustalonym podzbiorem domknietym. Niech pg :
T — X bedzie takim odwzorowaniem ciaglym, ze po(t) € P(t) dla t € Tp.
Wowczas pg mozna przedtuzy¢ do ciaglej selekcji p odwzorowania P na catym
T. W szczegblnosci, dla danych tg € T oraz xy € P(tg), istnieje ciagla selekcja
Dto,zo 0dwzorowania P taka, ze py z, (to) = 0.

Dowdéd. Rozwazmy mulifunkeje Py : T'— clco (X) dana wzorem

{(po(t)} dla t € Ty,
PO(t):{ ];g(t) dla t & T

i zauwazmy, ze jest ono p.z.d. W takim razie posiada ono ciggle selekcje. Latwo
sprawdzi¢, iz kazda taka selekcja jest zadanym przedtuzeniem. W szczegdlnosci
biorac Ty = {to} mozemy przedtuzy¢ py, ., (to) = xo € P(to) do ciaglej selekeji
odwzorowania P. (]

Waznym wnioskiem z poprzedniego twierdzenia jest nastepujace

Twierdzenie 2.15. Niech P : T'— clco (X) bedzie dana multifunk-
cja. Wowcezas P jest p.z.d. wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja ciagle funkcje
Pa: T — X, a € A, takie, ze dla kazdego t € T zachodzi

(2.4) P(t) =cl{pa(t) : . € A}.

Jezeli T jest przestrzenig metryczng i obie przestrzenie T' i X sa osrodkowe to
mozna zakladaé, ze reprezentacja (2.4) jest przeliczalna.

Dowdd. Z uwagi na Twierdzenie 2.14 dla dowolnego p.z.d. odwzorowania
P : T— cleo (X) mamy P(t) = cl{pta(t) :to € T, zo € P(ty)}, co daje
(2.4). Z drugiej strony, jezeli (2.4) zachodzi to Stwierdzenie 2.3 (str. 28) daje
tatwo p.z.d. odwzorowania P.

Przeliczalng reprezentacje dla osrodkowych przestrzeni T'i X konstruuje-
my w nastepujacy sposéb. Niech {x,}, .y bedzie gestym podzbiorem w X. Dla
kazdego n € N rozwazmy zbiory otwarte

Vo =P~ (B <a:n, %)) = {t :P(t)N B (xn, %) # (Z)} .

o0
Ze wzgledu na wybor {z,}, .y mamy wtedy T' = U Vo k- Ale w osrodkowej
n,k=1
przestrzeni metrycznej dowolny zbior otwarty mozna przedstawic¢ jako przeli-
czalng sumg zbioréw domknietych. Dlatego dla kazdych n,k = 1,2, ... istnieja
(o]
zbiory domkniete Fy, . m, m = 1,2,. .., takie,ze V1, = U F, i m- Rozwazmy
m=1
multifunkcje
[ cd{P(t)N B (zpn,1/k)} dlat € F g m,

(2.5) Prjm(t) = { P(t) dlat ¢ Fypm
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i zauwazmy, ze kazde odwzorowanie P, j , : T — clco X jest p.z.d. Zatem
kazda multifunkcja P, j ,,, na podstawie Twierdzenia Michaela (str. 36), ma
ciggly selekcje pp km 1 T — X, ktéra w oczywisty sposob jest réwniez selekcja
P. Pokazemy, ze dla kazdego t € T'

(2.6) P(t) = cl{pnm(t) :n,k,m=1,2,...}.

Oznaczmy prawa strone w (2.6) przez R(t). Poniewaz R(t) C P(t), wiec wy-
starczy wykazaé, iz P(t) C R(t). W tym celu ustalmy t € T, z € P(t) i k € N.
Mozna dobra¢ n w taki sposéb, ze x € P(t) N B (xy,1/k). Wtedy t € V,, .
Zatem istnieje m takie, ze t € Fj, o 1 stad © € P, (). W takim razie
dla ciagtej selekcji pp, g m mamy |py gm(t) — x| < 1/k, to za$ pociaga za so-
ba nier6wnosé |pp k.m(t) — x| < 2/k. Wnioskujemy stad, ze d(x, R(t)) < 2/k.
Ale k bylo wybrane dowolnie. Zatem z € R(t), a to oznacza, iz P(t) C R (t)
i konczy dowdd. O

Twierdzenie Michaela ma zastosowania w wielu dzialach matematyki,
w tym rowniez w badaniu funkcji rzeczywistych.

Whniosek 2.1. Rozwazmy funkcje a,b : T'— R spelniajace nieréwnosé
a < b i takie, ze a jest p.z.g., zas b —p.z.d. Zalézmy ponadto, ze dla pewnego
zbioru domknietego Ty C T istnieje ciagta funkcja p : T'— R spelniajaca dla
wszystkich ¢ € Ty nieréwnoéci

(2.7) a(t) < p(t) < b(t).
Wtedy p daje sie przedtuzyé w sposéb ciagly na calg przestrzen T w taki
sposob, by spelniona byta nieréwnosé (2.7). W szczegdlnosei, dla dowolnych
to € T'izg € [a(to), b (to)] istnieje ciagla funkcja py, », taka, ze dla wszystkich
t € T zachodzi (2.7) oraz py, 4, (to) = Zo.

Dowé6d. Na mocy Cwiczenia 2.3 (str. 42) multifunkcja P(t) = [a(t), b(t)]
jest p.z.d. Ponadto p(t) € P(t) dlat € Ty. W takim razie teza jest konsekwen-
cja Twierdzenia 2.14 (str. 39). O

Twierdzenie 2.15 ma réwniez swodj odpowiednik w analizie rzeczywistej.
Zachodzi mianowicie

Whniosek 2.2. Niech a,b : T'— R beda danymi odwzorowaniami. Wtedy:
(1) odwzorowanie a jest p.z.d. wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja funkcje ciggte
ao : T — R, a € A takie, ze dla kazdego t € T
(2.8) a(t) = sup aq(t).

acA

(2) odwzorowanie b jest p.z.g. wtedy i tylko wtedy, gdy posiada ono reprezen-
tacje

(2.9) b(t) = inf b (1)
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z ciaglymi b, : T — R, o € A. Ponadto, jesli (T, d) jest oSrodkowa przestrze-
nig metryczna, to reprezentacje (2.8) i (2.9) mozna dobraé przeliczalnie.

Dowéd. Poniewaz a jest p.z.g. wtedy i tylko wtedy, gdy —a jest p.z.d., to
wystarczy rozpatrzyé tylko przypadek p.z.d. Ale teraz istnienie zadanych re-
prezentacji wynika ze wzoru (2.4) zastosowanego do multifunkcji p.z.d. P(t) =
(—o0,a(t))]. O

Nalezy zauwazy¢, ze w Twierdzeniu Michaela wszystkie zalozenia sa istot-
ne. Przyklad 2.4 (str. 35) pokazuje, ze kazde z zalozen: wypuklos¢, domknie-
tos¢ oraz p.z.d. jest istotne. Jednakze, w pewnych sytuacjach, mozna udo-
wodnié istnienie cigglych selekcji z pominieciem zalozen domknietosci badz
wypuklosci.

Twierdzenie 2.16. Niech P : T — clco (X) bedzie multifunkcja p.z.d.
i zalézmy, ze mamy dane takie funkcje ciagte ¢ : T — X ir : T — R™T, ze
dla kazdego t € T zbiér R(t) = P(t) N B (c(t),r (t)) # 0. Wtedy multifunkcja
R :T — co(X) ma ciagla selekcje.

Dowdd. Korzystajac ze Twierdzenia 2.5 (str. 29) mozemy problem zredu-
kowaé do sytuacji, gdy ¢ = 0ir = 1. Ustalmy ¢y € T oraz 29 € R (t9) = P (tp)N
B (0,1). Z Twierdzenia 2.15 (str. 39) wynika, ze multifunkcja P ma ciagla se-
lekcje pry.z, taka, ze pyy .z, (fo) = xo. Zatem Vi oo = {t € T : |pry,a0(t)| < 1}
jest otwartym otoczeniem tg. W takim razie rodzina {Vj, z,} to€T, 30 R(t0) jest
otwartym pokryciem przestrzeni parazwartej T. W to pokrycie wpisujemy lo-
kalnie skoficzony rozktad jednosci {za},cp- W szczegdlnosci oznacza to, iz dla
kazdego « istnieja takie punkty (ta,za), ze 251 ((0,1]) C Vi, z,. Rozwazmy
funkcje

P(t) =D 20 (1) Prowa (D).
acl
Pokazemy, ze jest ona zadana selekcja. Rzeczywiscie, p jest ciagla selekcja
odwzorowania P, poniewaz py, ., (t) sa takimi, a {24} 5 jest lokalnie skon-
czonym rozkladem jednosci. Latwo rowniez sprawdzié, ze dla kazdego t € T
mamy [p (t)| < 1, a to koficzy dowdd. O

5. Cwiczenia

Cwiczenie 2.1. (Stwierdzenie 2.1, str. 27.) Niech P : T ~» X. Udowodni¢,
ze P jest p.z.d. wtedy i tylko wtedy, gdy cl P : T'— ¢l (X) jest p.z.d.

Wsk. Nalezy najpierw zauwazy¢, ze dla kazdego zbioru otwartego U mamy
P~ (U)=(clP)” (V).
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Cwiczenie 2.2. (Stwierdzenie 2.2, str. 27.) Niech (X, d) bedzie przestrze-
nig metryczna. Udowodnié¢, ze multifunkcja P : T ~~» X jest p.z.d. wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy przeciwobraz P~ (B (z,7)) jest otwarty dla kazdej kuli otwartej
B (z,r).

Wsk. Nalezy wykorzystaé¢ wzoér (3) ze Stwierdzenia 77 (str. 77).

Cwiczenie 2.3. Niech P(t) = [a(t),b(t)], gdzie a,b : T — R sa danymi
funkcjami. Udowodnié, ze multifunkcja:

(a) P jest p.z.d. wtedy i tylko wtedy, gdy a jest funkcja p.z.g., za$ b funkcja
p.z.d.;

(b) P jest p.z.g. wtedy i tylko wtedy, gdy a jest funkcja p.z.d., za$ b funkcja
p.z.g.

Cwiczenie 2.4. Niech P(t) = B(0,r(t)) c R?, gdzie r : T — R jest
dang funkcja. Udowodnié¢, ze multifunkcja:

(a) P jest p.z.g. wtedy i tylko wtedy, gdy r jest p.z.g.;

(b) P jest p.z.d. wtedy i tylko wtedy, gdy r jest p.z.d.

Cwiczenie 2.5. Niech K bedzie zwartym i wypuklym podzbiorem prze-
strzeni R i zalézmy, ze odwzorowanie wielowartosciowe P : T ~» K jest p.z.g.
Udowodnié, ze multifunkcja co P : T ~» K jest réwniez p.z.g. Czy analogiczny
fakt jest prawdziwy, gdy P : T ~» R? jest p.z.d.?

Cwiczenie 2.6. Niech T,X i Y beda przestrzeniami topologicznymi
iniech P: T x X ~» Y bedzie multifunkcja p.z.d., a x : T — X funkcja
ciagla. Udowodnié¢, ze multifunkcja P : T' ~» Y dana wzorem P(t) = P(t,z(t))
jest p.z.d. Czy analogiczny fakt jest prawdziwy dla multifunkcji p.z.g.?

Cwiczenie 2.7. (Twierdzenie 2.8, str. 32). Niech (X,d) bedzie zwarta
przestrzenia metryczng. Udowodnié, ze dla multifunkcji P : T — ¢l (S) na-
stepujace warunki sa rownowazne:

(i) P jest p.z.g.;

(ii) odwzorowanie t — d (s, P (t)) jest p.z.d. dla kazdego s € S.

Cwiczenie 2.8. Czy Twierdzenie 2.8 jest prawdziwe dla multifunkeji nie
posiadajacej domknietych wartosci?



