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Przedmowa

W latach 2001-2019 prowadzitem w Politechnice Wroctawskiej przed-
miot Statystyka Stosowana w wymiarze 15 godzin wyktadu i 15 godzin
¢wiczen dla studentéw kierunkow technicznych, ktérzy nie mieli zadnego
przygotowania z rachunku prawdopodobienstwa. Ze wzgledu na skromny
wymiar czasowy wyktadu, zdecydowatem sie na niestandardowe wprowa-
dzenie podstawowych pojeé¢. Zrezygnowatem z aksjomatycznej definicji
prawdopodobienstwa i opartem si¢ na intuicyjnej, cho¢ niescistej mate-
matycznie, definicji czestosciowej. To pozwolito wzglednie szybko przejsé
do poje¢ statystycznych i omowi¢ najwazniejsze klasyczne modele oraz
metody wnioskowania statystycznego. Ponadto utatwito stuchaczom zro-
zumienie i przyswojenie materiatu oraz wytworzenie prawidtowych intu-
icji w krotkim czasie.

Wyktad w duzej mierze opartem na podreczniku J. Koronackiego i
J. Mielniczuka Statystyka dla studentow kierunkow technicznych i przy-
rodniczych. Dlatego w niniejszych notatkach przedstawitem tylko tyle
materiatu, ile rzeczywiscie da sie wytozy¢ w czasie 15-20 godz., ogra-
niczajac si¢ do minimalnej liczby pojec¢ i faktow. Z tego samego powodu
w wielu dowodach i wyprowadzeniach swiadomie pominalem szczegoty,
a nawet zrezygnowatem ze Scistosci, skupiajac uwage stuchacza i czy-
telnika na istocie rozumowania. Do tekstu wyktadu dotaczylem zestaw
zadan na ¢wiczenia, podzielony na kolejne rozdziaty. Zawiera tyle zadan,
aby zdecydowang wiekszos¢ z nich dato sie rozwigzaé ze studentami na
¢wiczeniach audytoryjnych.

Czytelnik, zainteresowany bardziej doglebnym studium, ma mozli-
woS¢ uscislenia, uzupelnienia i rozszerzenia wiadomosci w oparciu o wspo-
mniany podrecznik, czy o wiele innych opracowan za statystyki matema-
tycznej. Material z rozdzialéw oznaczonych * nie zawsze udato mi sie
wytozyc¢.

Wroctaw, kwiecien 2020 r. Tadeusz Inglot






Dane. Zmienne losowe

Podstawowa metoda opisu zjawisk otaczajacego nas swiata jest ich
wielokrotna obserwacja. Spotykamy si¢ ze zjawiskami, dla ktérych ko-
lejne wyniki obserwacji (wykonanych w tych samych warunkach) sa ta-
kie same. Méwimy wtedy o zjawisku deterministycznym. Jednak znacznie
czesciej mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej kazda kolejna obserwacja
daje ,nieco” inny wynik, mimo iz staramy si¢ przeprowadzi¢ ja w tych
samych warunkach i nie wida¢ przyczyn tych réznic. Méwimy wtedy,
ze opisywane zjawisko jest losowe. Zmiennos¢ obserwacji moze by¢ nie-
wielka, ale tez bardzo duza, znaczaca. Jedli z naszego punktu widzenia
zmiennosé jest pomijalnie mata, mozemy ja zaniedbaé¢ i méwié¢ o powta-
rzalnosci obserwacji wykonanych w tych samych warunkach. Podejscie
statystyczne stosujemy, gdy obserwowane zjawisko wykazuje zmiennos¢,
ktorej nie mozemy lub nie chcemy zaniedbaé¢. Zatem ciag obserwacji wiel-
kosci wykazujacej zmiennosé tworzy dane.

Powyzej przyjelismy, ze obserwacje dotycza pewnej interesujacej nas
wielkosci liczbowej (parametru, cechy) danego zjawiska, ktéra bedziemy
nazywaé zmienng losowa. Zmienno$¢ (losowosé) lub jej brak wynikaja
z jednej strony z natury obserwowanego zjawiska, a z drugiej strony z
przyjetej lub wymaganej doktadnosci obserwacji danej wielkosci. I te dwa
aspekty decyduja, z ktorg sytuacja mamy do czynienia. Zilustrujemy to
na kilku prostych przyktadach.

1. Pomiar ,metréowka” szerokosci:

a) stolu z doktadnoscia do 1 em — brak zmiennosci i za kazdym razem
wynik 80 cm;

b) stotu z doktadnoscia do 1 mm — pojawia sie niewielka zmiennos¢ ze
wzgledu na konstrukcje ,metréwki” i wynikajace stad bltedy odczytu;

¢) budynku z dokladnosciag do 1 em — zmienno$é wydaje sie oczywista
i jest dosy¢ duza, gdyz ,metrowke” trzeba wielokrotnie przektadac i ra-
czej nie dziwimy sie wynikom (w cm), takim jak: 903, 899, 896, itp. W

9



10 Rozdzial 1

tym przypadku zmiennos¢ powoduja btedy pomiaru i przyjeta doktad-
nos$¢ nieodpowiednia do metody pomiaru.

2. Biezacy kurs € (w zl) w kantorze:
a) na wyswietlaczu podajacym co sekunde sredni kurs na gietdzie. Moze
to wyglada¢ nastepujaco: 4.2764, 4.2761, 4.2758 itd. Zmiennos¢ wynika
z podawania wynikéw z doktadnoscig do 0.01 gr.;
b) przy zakupie 100 € zaptacimy 429 z} po stalym kursie przez caly dziefi
i zmiennosé widoczna w pkt. a) nie ma tu praktycznego znaczenia.

3. Chwilowe zuzycie paliwa przez silnik (w1/100 km) na wys$wietlaczu
w samochodzie moze wygladaé¢ nastepujaco: 12.3, 21.6, 15.5, 7.3, 5.4, 5.1,
5.9, 0.0, itd. Wida¢ ogromng zmienno$¢, wynikajaca oczywiscie z natury
pracy silnika przy zmiennym obciazeniu, bardzo zmiennych warunkach i
wielu innych istotnych czynnikach. Natomiast doktadnos¢ rejestracji wy-
nikow jest adekwatna do ich ewentualnego wykorzystania.

4. Rzuty kostka do gry moga da¢ nastepujace wyniki: 3, 1, 1, 4, 6,
4, itd. Réwniez tutaj mamy duza zmiennos¢, wynikajaca z natury zja-
wiska, przy naturalnej doktadnosci zapisu wynikow. Gdyby jednak inter-
pretowaé te wyniki jako wyptate w dziesigtkach groszy, przy wczesniej
wnoszonej optacie 35 gr za rzut, i wygrang podawaé¢ w zaokragleniu do
petnych ztotych, zmiennos¢ zniknie.

Powyzsze przyktady pokazuja, ze okreslenia ,wahanie losowe”, , przy-
padkowa zmiennos¢”, czy ,Jlosowy btad” sg tylko réoznymi sposobami na-
zywania zmiennosci obserwowanej wielkosci.

Podsumujmy nasze rozwazania.

e Obserwowana wielko$¢ liczbowa wykazujaca zmienno$¢, nazywamy
zmienng losowq (krécej zmienna) lub cechg (interesujacego nas ,,obiektu”)
i oznaczamy duza litera, zwykle z konca alfabetu, np. X, Y, itp.

e Cigg kolejnych obserwacji wartoéci zmiennej losowej X nazywamy
probg i oznaczamy x1, ..., T,. Uzywamy matych liter, odpowiadajacych
duzej literze bedacej nazwa zmiennej losowej. W statystyce rozwaza sie
takze rownoczesne obserwowanie kilku zmiennych losowych, np. dwoch
zmiennych losowych X oraz Y. Wtedy préba jest ciagiem par (z1,y1), ...,



Dane. Zmienne losowe 11

(T, yn). Termin statystyczny préba jest zatem tozsamy z potocznym
okresleniem dane.

e Liczebnos$cig proby nazywamy liczbe obserwacji wystepujacych w
probie. W postepowaniu statystycznym liczebno$¢ proby ma istotne zna-
czenie dla iloéci informacji o zmiennej losowej, ktora ta proba zawiera, i
w konsekwencji wptywa na dalsze wnioskowanie.

Jesli zbior mozliwych warto$ci zmiennej losowej X wypelnia prze-
dzial (ograniczony lub nie), to X nazywamy zmienng ciggte (lub typu
ciggtego, gdyz nie chodzi tu o ciggtos¢ rozumiang jak w analizie funk-
cji jednej zmiennej). Jesli zmienna losowa moze przyjmowaé co najwyzej
skoniczenie wiele lub przeliczalnie wiele ,jizolowanych” wartosci, to mo-
wimy o zmiennej dyskretnej. Jesli obserwacje nie sa liczbami i okreslamy
je w postaci opisowej, to méwimy o zmiennej jako$ciowej. Numerujac po-
szczegblne kategorie, tatwo przeksztatcamy ja na zmienng dyskretna.



Wstepne opracowanie danych

Niech zq,...,x, bedzie proba o liczebnosci n obserwacji zmiennej
losowej X.

Z powodu zmiennosci X spodziewamy sie, ze liczby x; beda rozne,
choé¢ przeciez niektére moga sie powtarzaé (nawet dla zmiennej ciagtej,
bo wyniki notujemy z okreslona liczba miejsc dziesietnych). Zastanéwmy
sie, jak z takiego ciggu liczb wydoby¢ pewne podstawowe informacje? Na
pewno interesuje nas w jakiej czedci prostej koncentruja sie obserwacje i
jak duza jest ich zmienno$¢.

Najpierw jednak uporzadkujemy obserwacje xy, ..., z, od najmniej-
szej do najwigkszej, wypisujac powtarzajace sie obserwacje tyle razy,
ile razy wystapity w probie. Tak otrzymany ciag nazywamy szeregiem
pozycyjnym 1 oznaczamy iy, T(2), ..., T(n). W szczegdlnosci mamy wige
r@y = min{z,..,z,} oraz x(,) = max{zy,...,z,}. Wyrazy tego ciggu
nazywamy statystykami pozycyjnymi.

a) Wskazniki polozenia. Najbardziej naturalnym wskaznikiem po-
tozenia jest srednia z préby.

p x4 ...+ x,

Definicja 1. Sredniq z proby nazywamy liczbe T = L,

n
czyli érednig arytmetyczng wszystkich obserwacji.

Przyktad 1. Zanotowano czas T' dojazdu samochodem do pracy (w
min.) w kolejnych 15 dniach i otrzymano: 25, 21, 28, 25, 52, 27, 28, 28,
24,48, 21, 28, 27, 30, 22. Mamy zatem t = (25+21+...4+22)/15 = 28.93.
Wida¢, ze tylko trzy razy czas dojazdu przekroczyt 28.93 min., a w 12
przypadkach byt mniejszy. Wiec liczba 28.93 nie bardzo jest ,$rodkiem
koncentracji” naszych obserwacji. Przyczyna sa dwie obserwacje odsta-
jace 48 1 52, zapewne zwiazane z nieprzewidzianymi utrudnieniami w
ruchu.

12



Wstepne opracowanie danych 13

Definicja 2. Mediang z proby, oznaczana &,,.q, nazywamy ,Srodkowsa”
obserwacje w szeregu pozycyjnym, a doktadnie

Eyrog = Z((n+1)/2) gdy n jest nieparzyste,
(I(n/z) +$((n+2)/g))/2, gdy n jest parzyste.

k-tq Srednig obcietq z proby, gdzie k = 1,2,...,|(n — 1)/2], nazywamy
liczbe
T(k+1) T T(k+2) T - T T(n—k)

n — 2k ’
czyli érednig arytmetyczng po usunieciu k poczatkowych i k konicowych
Wyrazow szeregu pozycyjnego.

Ty =

Mediana z préby i k-ta $rednia obcieta z proby naleza do wskazni-
kéw odpornych na dane odstajace. Zobaczmy, jak to wyglada w naszym
przyktadzie.

Przyktad 1 cd. Szereg pozycyjny ma postac: 21, 21, 22, 24, 25, 25,
27, 27, 28, 28, 28, 28, 30, 48, 52. Poniewaz n jest liczba nieparzysta, to
mediana z proby jest 6smym wyrazem szeregu pozycyjnego, czyli mamy
Tmea = 27. Natomiast T; = 27.77 oraz To = 26.55. Widac¢, ze wszystkie
trzy wskazniki majg zblizone wartosci, a zatem zawierajg praktycznie te
sama informacje o obserwowanej zmiennej. Ale sg istotnie mniejsze od
sredniej z préby.

Mimo wskazanej wyzej wady, $rednia z proby jest najczesciej uzywa-
nym wskaznikiem potozenia.

b) Wskazniki rozproszenia. Jest oczywiste, ze wskazniki potozenia
nic nie moéwig o skali zmiennosci obserwowanej zmiennej losowej. Potwier-
dza to prosty przyktad.

Przyktad 2. Pie¢ obserwacji zmiennej losowej X dato wyniki: 1.2,
1.5, 0.9, 1.3, 1.1, a pie¢ obserwacji innej zmiennej Y wyniki: 1.8, 0.5,
1.0, 0.7, 2.0. Latwo sprawdzi¢, ze T = 7y = 1.2, ale wahania Y wokot tej
sredniej sa zdecydowanie wigksze niz X.
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Najczesciej uzywanym wskaznikiem rozproszenia jest wariancja z pro-

by.

Definicja 3. Wariancjg z proby nazywamy liczbe

g_x

BIH

Liczbe s = v/s2 nazywamy odchyleniem standardowym z préby.

Odchylenie standardowe z proby wyraza sie w tych samych jednost-
kach co obserwowana zmienna i to uzasadnia jego wprowadzenie.

Twierdzenie 1. Dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢

i —c)* — (T — )™

3|>—‘

Dowod twierdzenia 1 pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie
(zad. 1). Twierdzenie 1 pozwala utatwi¢ obliczanie s? przez wyboér do-
godnej liczby c¢. Jednym z mozliwych wyborow jest ¢ = 0. Wtedy

9 x%+...+xi 9
§=——"-70".
n

Mimo prostej postaci, ostatni wzor zwykle nie utatwia obliczen.

Przyktad 2 cd. Wariancje z obu préb obliczymy bezposrednio z de-
finicji s% = (0 + 0.3%2 + 0.32 + 0.12 + 0.12)/5 = 0.04, sx = 0.2 oraz
st = (0.6%+ 0.7 + 0.2 + 0.5 + 0.8%) /5 = 0.356, sy =~ 0.6. Zatem mo-
zemy powiedzie¢, ze zmiennos$¢ Y jest ok. 3 razy wigksza niz X.

Przyklad 1 cd. Dla wygody obliczen wezmiemy ¢ = 29 i zastosujemy
twierdzenie 1. Wtedy s = £=(42+ 8>+ 12 +42 + 232 + 22 + 12+ 17+ 52 +
192+ 8%+ 12 +22 4124+ 7?) — 0.07% = 75.800 — 0.0049 =~ 75.80, s ~ 8.71.
Wariancja z proby jest ,wrazliwa” na dane odstajace. W naszym przy-
ktadzie, pomijajac dwie najwicksze obserwacje, otrzymalibysmy odpo-
wiednio wartosci 8.06 i 2.84.
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Definicja 4. Kwartylem dolnym Q) z proby nazywamy mediane z
pierwszej czesci szeregu pozycyjnego, tj. na lewo od .4, ale bez niej.
Podobnie okreslamy kwartyl gorny Q3. Rozstepem miedzykwartylowym
nazywamy liczbe IQR = (3 — Q1. Rozstep miedzykwartylowy jest od-
porny na dane odstajace.

Przyktad 1 cd. Mamy )1 = 24 (czwarta statystyka pozycyjna, bo
na lewo od x4 jest 7 obserwacji) i Q3 = 28 (dwunasta statystyka pozy-
cyjna), czyli IQR = 4 i niewiele rézni sie od odchylenia standardowego z
proby po usunieciu danych odstajacych, ale jest ponad dwukrotnie mniej-
szy od s.

Do mierzenia rozproszenia uzywa si¢ takze rozstepu z proby r =
Ty —T (1) oraz odchylenia Sredniego z proby dy = (|x—T|+...4 |z, —T|) /n.

c) Wykres ramkowy. W celu szybkiej oceny ,rozktadu” jednej
zmiennej losowej lub orientacyjnego porownania ,rozktadéw” dwoch lub
wiecej zmiennych losowych wyniki dotychczasowej analizy sg przedsta-
wiane graficznie. Jednym ze sposobdéw takiej wizualizacji jest wykres ram-
kowy.

Os liczbowa przedstawiamy jako prosta pionowa i na niej zaznaczamy
(1), Q1; Tmed, @3, T(n). Nastepnie rysujemy prostokat o dowolnej szeroko-
sci, dolnej podstawie na wysokosci ()1 i gornej podstawie na wysokosci
Q3 i przekreslamy otrzymany prostokat linig pozioma na wysokos$ci xeq-
Nastepnie w srodkach obu podstaw prostokata wyciagamy na zewnatrz
prostokata ,wasy” do () w dot i do z(,) w gore, o ile dlugos¢ kaz-
dego ,wasa’nie przekracza pottora IQR. W przeciwnym razie rysujemy
swas” (,wasy”) dlugosci péttora IQR. Natomiast pozostate dane trak-
tujemy jako odstajace i kazda z nich zaznaczamy kropka odpowiednio
ponizej lub powyzej danego ,wasa’”.

Wykres ramkowy dla przyktadu 1 jest przedstawiony na rys. 1.

Przyktad 3. (|GR], str. 144) Pobrano prébki betonu tej samej klasy
z dwéch betoniarni i zbadano ich wytrzymalo$é na Sciskanie. Wyniki (po
uporzadkowaniu rosnaco) w daN/cm? byty nastepujace: betoniarnia A
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48 1

Rys. 1

(zmienna losowa X, ny = 26) 175, 176, 180, 189, 190, 190, 196, 196, 198,
199, 200, 200, 204, 205, 205, 206, 206, 208, 210, 212, 212, 213, 216, 219,
219, 224; betoniarnia B (zmienna losowa Y, ny = 29) 174, 181, 185, 186,
188, 193, 194, 195, 195, 195, 201, 201, 202, 203, 209, 209, 211, 215, 217,
217, 217, 220, 225, 225, 229, 229, 231, 233, 240. Dla betoniarni A mamy
Q1x = 196, Tpmea = 2045, Qsx = 212, IQRx = 16, a dla betoniarni
B odpowiednio Qiy = 194.5, ymea = 209, Qzy = 222.5, IQRy =
28. W obu prébach nie wystepuja dane odstajace. Wykresy ramkowe sg
przedstawione na rys. 2.

7 porownania wykreséw widaé, ze rozktady wytrzymatosci betonu
z obu wytwérni nie sg takie same i beton z drugiej wytwérni ma nieco
wigksza wytrzymaltosc, jednak z wyraznie wigkszym rozproszeniem w kie-
runku wigkszych wartosci.

d) Histogram. Wskazniki potozenia i rozproszenia i ich wizualizacja
w postaci wykresu ramkowego majg charakter orientacyjny i nie pozwa-
laja doktadniej ocenié¢ stopnia koncentracji obserwacji w roznych cze-
Sciach przedzialu [z(1), ()] Dotyczy to zwlaszcza sytuacji, gdy proba
jest duza (jej liczebno$¢ wynosi co najmniej kilkadziesiat). Na doktad-
niejsza analize pozwala dopiero histogram.

Najpierw rozwazymy przypadek zmiennej losowej ciagtej i duzej proby,
tj. n = 50. Wszystkie obserwacje grupujemy w przylegtych do siebie, jed-
nostronnie domknietych, przedziatach jednakowej dtugosci h,, okreslo-
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240+
230+
210+
190+
170+ X %
Rys.2
nej przyblizonym wzorem
IQR
h, = 2.64 ¢

P

Lewy koniec pierwszego (od lewej) przedziatu przyjmujemy mniej wie-
cej réwny xa)y — h,/2 1 tworzymy tyle przedzialéw, aby prawy koniec
ostatniego przedziatu wypadt powyzej x(,). Oznaczmy liczbe tak okre-
slonych przedziatéw przez k,, a same przedzialy przez Iy, ..., I, . Niech
n; oznacza liczbe obserwacji wpadajacych do przedziatu I;. Histogra-
mem nazywamy funkcje f,(z) okreslona na R wzorem f,(x) = n;/n dla
xel;, j=1,..,k,, oraz 0 dla pozostaltych x € R. Frakcje v; = n;/n
nazywamy czestoscig wpadania do I;. Oczywiscie, liczby n; sumujg si¢
do n, a czestosci do 1. Wzor, okreslajacy h,,, jest orientacyjny i zwykle
wybieramy pewne zaokraglenie w gore lub w dot, takze w celu uzyskania
bardziej regularnego wygladu wykresu histogramu.

W przypadku mniejszej préby, tj. n pomiedzy 20 i 50, postepujemy
podobnie, ale wybieramy k,, = 4 lub 5 i dobieramy odpowiednio do tego
h,. Dla n < 20 histogram przestaje by¢ przydatny do analizy rozktadu
badanej zmiennej losowe;j.
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Przyktad 3 cd. Skonstruujemy histogramy dla obu zmiennych, przyj-
mujac k = 5 oraz przedziaty [172.5,186.5), [186.5,200.5), [200.5,214.5),
[214.5,228.5), [228.5,242.5]. Liczby obserwacji w kolejnych przedziatach
wynosza: 3, 9, 10,4, 0 dla X oraz 4, 6,7, 7,5 dlaY. Wykresy histograméow
sa przedstawione na rys. 3.

0.4+ 0.4+
0.3+ 0.3+
0.2+ 0.2+
0.1F 0.1+

172.5 186.5 200.5 214.5 228.5 24I2.5 172.5 186.5 200.5 214.5 228.5 242.5

X Y
Rys. 3

Wida¢, ze rozktad wytrzymatosci betonu z pierwszej wytworni jest
do$¢ mocno skupiony wokot mediany z préby, a dla drugiej wytworni jest
bardzo sptaszczony i przez to bardziej rozproszony. Zatem histogramy
maja wyraznie inny ksztatt.

Jesli zmienna losowa jest dyskretna i przyjmuje niezbyt duzo wartosci
wy, ..., Wy, to dla kazdej z nich budujemy prostokat o wysokosci rownej
czestodcl v = nj/n, gdzie n; oznacza liczbe powtorzen w prébie wartosci
w,;. Podstawy prostokatéow sa jednakowe i dobrane tak, aby histogram
wygladal regularnie. Przy duzej liczbie wartosci zmiennej i nieduzej li-
czebnodci préby sasiadujace wartosci (w uporzadkowaniu rosnacym) gru-
pujemy, tak aby liczba prostokatéw w histogramie nie byta zbyt duza.

Przyktad 4. ([KM], Przyktad 1.2) Rzucono 100 razy kostka do gry
i otrzymano: 16 jedynek, 19 dwojek, 9 tréojek, 17 czworek, 25 piatek i
14 széstek. Histogram dla dyskretnej zmiennej losowej X, oznaczajacej
liczbe wyrzuconych oczek, jest przedstawiony na rys. 4.

Spodziewamy sie, ze czestosci wszystkich wynikow powinny by¢ bli-
skie 1/6, tzn. wszystkie prostokaty powinny mie¢ wysokos$¢ bliska 1/6.
Dla lepszego poréwnania poprowadzono na rysunku cienkg lini¢ pozioma
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0.25+

0.20+

=

0.15+

0.10+

0.05+

1 2 3 4 5) 6
Rys. 4

na wysokosci 1/6. Widaé, ze, histogram znacznie odbiega od naszych
oczekiwan. To skutek duzej zmienno$ci, ktorej nie ,niweluje” proba o
niezbyt duzej liczebnosci n = 100.

Rozwazmy ponownie zmienng losowa ciagta i probe o liczebnosci co
najmniej 50. Pole pod wykresem histogramu f,,(z) wynosi Z?& vih, =
h,,. Poniewaz h,, maleje ze wzrostem n, to pole pod wykresem histogramu
staje si¢ coraz mniejsze i histogram staje si¢ bezuzyteczny. Dlatego dla
duzych n rozwazamy skalowany histogram f, (), ktéry ma state pole pod
wykresem réwne 1. To oznacza, ze f,(z) = fu(z)/hy.

e) Granica histogramu. Zalézmy, ze zmienna losowa jest ciagta
1 mozemy dowolnie zwigkszac liczebnos¢ proby n i budowac dla kaz-
dej z nich skalowany histogram f,(z). Ze wzgledu na malejaca diu-
gos¢ przedzialéw h,, ich liczba k, rosnie, wykres staje sie coraz bardziej
s,wygtadzony”, ale pole pod nim jest state. Dla ,bardzo duzej” préby
wykres przestanie by¢ schodkowy i ,praktycznie” stanie si¢ wykresem
pewnej funkcji ,granicznej” f(x). Wydaje sie do$¢ intuicyjne, ze wy-
konujac nowy ciag obserwacji rozwazanej zmiennej losowej i powtarza-
jac poprzedni proces ,nieograniczonego zwiekszania n” i budowania ska-
lowanych histograméw, otrzymamy te samg funkcje ,graniczna’ f(x),
ktora wobec tego opisuje ,nature” rozktadu badanej zmiennej na osi licz-
bowej. Mozna powiedzie¢, ze funkcja ,graniczna” f(x) zawiera ,pelng
informacje” o naszej zmiennej losowej z punktu widzenia czestos$ci jej
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wpadania w otoczenia réznych punktéw. Dla przyktadu, gdy dla pewnych
x1, o mamy f(x1) = cf(x2), to czestosé wpadania w ,male” otoczenie
punktu x; jest mniej wiecej ¢ razy wicksza niz czestos¢ wpadania w
otoczenie punktu zy o tej samej ,maltej” dlugosci. Tak wiec f(x) mo-
zemy uwazaé za ,idealny histogram” w sytuacji posiadania ,nieskon-
czenie wielu” obserwacji. ,Graniczng” funkcje f(x) nazywamy gestoscig
rozktadu rozwazanej zmiennej losowej lub krétko gestoscia tej zmiennej.

0.14} 0.144
0.12¢ n =50 0.12f
h, =3
0.10f 0.10¢
0.08+ 0.08¢
0.06+ 0.061
0.04+ 0.04+
0.02] 0.02-

A

5 10 15 20 25 30

0.14f 0.14f

N il
012k [l \ n = 5000 o120 (i n = 50000

hy = 0.6 (i hn = 0.3
0.10t % SR 0.101 e
0.08t : 0.08r \
0.06+ z N 0.061 | \
0.04f 0.04] )
0.02 0.02 d "\
‘ N
| £| |||||||||||ﬁlillrn. ..........

5 10 15 20 25 30
Rys. 5

510 15 20 25 30

5 10 15 20 25 30

Przyktad 5. Zmierzono czasy zycia T (w pewnych jednostkach) ma-
sowo produkowanych elementow dla czterech liczebnosci prob i sporza-
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dzono skalowane histogramy, gdzie dtugosci przedziatéow h,, zostaty wy-
znaczone wedtug wzoru podanego w punkcie d) i nastepnie zaokraglone
do wygodnej wartosci. Otrzymane histogramy pokazane sg na rys. 5. Dla
lepszej oceny zgodnosci f,(x) z f(z), na wszystkich wykresach nanie-
siono gestos¢ f(z) zmiennej T'. Dla n = 5000 pobrano takze druga probe
i liczebnosci obserwacji [, [;; w poszczegdlnych 50 przedziatach dtugosci
h5000 = 06, tJ Il = [0,06), ]2 = [06, ]_2), eeey 150 = [294, 30), dla obu

nr przedzialu ' 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Iy 18 99 227 272 350 417 361 388 384 344 298 298 269
lir 20 95 204 295 367 376 409 374 374 351 321 308 230
nr przedziatu 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
I 229 180 157 140 115 83 74 53 54 36 25 24 22
lrr 202 186 173 113 113 99 69 54 50 37 35 29 25
nr przedzialu 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
Iy 8 12 8 15 8 6 4 3 2 0 4 1 0
lir 21 14 13 10 12 5 5 2 2 3 0 0 1
nr przedziatu 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
I; 0O 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
lrr 2 1 0 0 o0 o0 0 o0 0 o0 o
Tabela 1
0.14+ | 0.14+
A I préba Z\ II préba
012k |l \ n = 5000 o1zt i1\ n = 5000
h, = 0.6 h, = 0.6
0.104 z i 0.10¢ / i
0.08+ 0.084
7 x / x
0.061 0.061 \
0.04+ 0.044
0.02 0.024
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Rys. 6

préob sa podane w tabeli 1. Jak wida¢, liczebnosci réznig sie, w siod-
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mym przedziale nawet o blisko 50. Tak wtasnie wyraza sie w praktyce
zmiennos¢ obserwowanego czasu zycia. Jednak histogramy nie r6znia sie
istotnie. Dla poréwnania przedstawiamy je na rys. 6.

Przedstawiony powyzej fenomen dla ciggltych zmiennych losowych ma
odpowiednik dla zmiennych dyskretnych. I jest on nawet bardziej zgodny
z intuicja. W tym przypadku wartosci zmiennej i szerokosci prostokatow
histogramu nie zaleza od n. Wahaniom ulegaja jedynie ich wysokosci,
ktore sa rowne czestosciom. Naturalna intuicja podpowiada nam, ze wraz
z rosngcym n, czestosci v; = n;/n stabilizuja sie, czyli ,zblizaja si¢” do

0.35T 0.354
0.30t 0.30+
0.25+1 n = 50 0.25+ n = 500
0.20t 0.20+
1 1
0.15+ 6 015t 0
0.10 0.10t
0.05¢ 0.05+
12 3 4 5 6 12 3 4 5 6
0.304 0.30¢
0.25t n = 5000 0.257 n = 50000
0.201 0.204
1 1
0.151 6 0.15¢ 6
0.10t 0.101
0.05t 0.05t
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Rys.7

pewnych wartosci ,granicznych” p;, ktére nazywamy prawdopodobien-
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stwami przyjmowania wartosci w; przez obserwowang zmienng. Dla wy-
nikow rzutu kostka do gry, rozwazanym w przyktadzie 4, wydaje si¢ oczy-
wiste, ze wszystkie czestosci sa zbiezne do granicy 1/6. Zobaczmy, jak to
wyglada w rzeczywistosci.

Przyktad 4 cd. Wykonano 50 rzutéw kostka i otrzymano: 5 jedynek,
9 dwojek, 18 trojek, 9 czworek, 4 piatki oraz 5 szostek. Dla 500 rzutow
wyniki byly odpowiednio: 72, 74, 83, 105, 85 oraz 81; dla 5000 rzutow
odpowiednio: 813, 812, 843, 805, 839 oraz 888; a dla 50000 rzutéw od-
powiednio: 8266, 8300, 8528, 8352, 8362 oraz 8192. Na rys. 7 powyzsze
wyniki zostaty przedstawione w postaci 4 histograméw.
Rysunki potwierdzaja, ze istotnie ze wzrostem n czestosci kazdej liczby
oczek sg coraz blizsze prawdopodobienistwom p; = 1/6, j = 1,...,6, za-
znaczonym cienka linia na wszystkich histogramach. Nawet dla n = 50000
zdarzajg sie odchylenia od idealnej liczby 8333 powtoérzen kazdej liczby
oczek bliskie 200. Jednak czestosci réznia sie od 1/6 nie wiecej niz 0.004.

Uwaga. W powyzszych rozwazaniach wprowadziliSmy pojecie gesto-
sci zmiennej losowej ciggtej oraz prawdopodobienstw dla zmiennej lo-
sowej dyskretnej w oparciu o intuicje i potwierdzenie jej eksperymen-
talnie. Takie ,czesto$ciowe” rozumienie prawdopodobienstwa funkcjono-
wato w rachunku prawdopodobienstwa i statystyce przez ponad 200 lat,
az do poczatkéow XX wieku. Niestety, nie moze by¢ ono przyjete jako
poprawna definicja. W 1933 roku matematyk rosyjski A. N. Kolmogo-
row wprowadzit definicje aksjomatyczng prawdopodobienstwa na gruncie
teorii miary. Od tego momentu rozwingty si¢ teoria prawdopodobienstwa
oraz statystyka matematyczna jako dzialy matematyki. Ich rozwdj trwa
do dzisiaj i spowodowal, ze metody statystyki matematycznej stosuje
si¢ praktycznie w kazdej nauce przyrodniczej i eksperymentalnej. Dzieki
metodom statystycznym nastapil ogromny postep w tych naukach. Dla
przyktadu, opracowanie coraz skuteczniejszych terapii lekowych czy me-
tod diagnostycznych w medycynie nie bytoby mozliwe bez zastosowania
wnioskowania statystycznego. Warto dodaé, ze postulowana wyzej zbiez-
no$¢ czestosci do prawdopodobienstwa oraz histogramu do gestosci sa
trescig waznych twierdzen teorii prawdopodobienstwa i nasze ,,pdjscie
na skroty” nie prowadzi do btedu.

Poniewaz podejscie aksjomatyczne nie jest intuicyjne i jego wprowa-
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dzenie wymaga pewnego czasu, w tak krotkim wyktadzie wprowadzaja-
cym nie da si¢ tego uczyni¢ bez szkody dla prezentacji podstawowych
idei i metod istotnie statystycznych.

Zadania

1. Niech 7 i s? beda $rednia i wariancja z proby. Wykazaé, ze dla

dowolnego ¢ € R zachodzi wzoér s* = =Y (z; — ¢)* — (T — ¢)*.
i=1
2. ([KM] zad. 1.2). Katalogowe zuzycie X paliwa (w 1 na 100 km) 24
modeli samochodéw wynosi: 6.3, 8.0, 8.5, 9.3, 5.5, 5.9, 5.9, 6.5, 6.4, 6.6,
8.2,10.1, 6.3, 6.8, 7.6, 6.7, 7.3, 7.1,9.2, 6.9, 5.9, 7.5, 8.6, 6.0. Wyznaczy¢
wskazniki polozenia i rozproszenia zmiennej X, sporzadzi¢ wykres ram-
kowy i histogram.

3. Wynagrodzenia (w tys. zt) 41 pracownikéw pewnej firmy w upo-
rzadkowaniu rosnacym wynosza: 2.6, 2.6, 2.6, 2.6, 2.8, 2.8, 2.8, 2.8, 3, 3,
3,3,3,3,3, 3,32, 3.2, 3.2, 3.2, 3.2, 3.2, 3.2, 3.2, 3.2, 3.5, 3.5, 3.5, 3.5,
3.5,3.5,44,44,44,44,52,5.2,5.2,6.0, 6.0, 6.5. Wyznaczy¢ wskazniki
potozenia i rozproszenia, sporzadzi¢ wykres ramkowy oraz histogram.

4. ([KM] zad. 1.3). Suma opadéw (w mm) w Warszawie w lipcu w
kolejnych latach, poczynajac od roku 1811 do roku 1960, wynosita: 35,
82,48, 75, 77, 123, 117, 75, 92, 101, 116, 113, 42, 44, 36, 71, 9, 74, 114,
49, 83, 94, 223, 28, 57, 46, 33, 86, 85, 74, 72, 104, 37, 229, 41, 50, 73, 40,
76, 100, 171, 41, 160, 120, 144, 46, 143, 105, 29, 92, 138, 44, 26, 80, 50,
84, 78, 74, 53, 51, 76, 30, 48, 6, 54, 63, 20, 74, 81, 45, 50, 174, 82, 18,
139, 31, 47, 78, 173, 71, 72, 20, 85, 19, 35, 39, 120, 92, 172, 98, 37, 77,
143, 26, 96, 13, 132, 109, 116, 132, 37, 32, 91, 101, 77, 87, 99, 181, 166,
68, 5, 122, 33, 84, 66, 64, 149, 23, 20, 115, 71, 108, 55, 166, 124, 115, 53,
71,49, 73,93, 76, 113, 53, 77, 37, 78, 124, 84, 44, 68, 26, 65, 136, 154, 82,
88, 38, 80, 159. Obliczy¢ $rednig, wariancje, mediane z proby i rozstep
miedzykwartylowy. Sporzadzi¢ histogram i wykres ramkowy. Wyznaczy¢
$rednig obcietg, odrzucajac po 15% skrajnych wynikéw. Ocenié¢ whasno-
Sci rozktadu sumy opadéw (jednomodalnosé, skosnosé, wyostrzenie).

5. Dla danych z poprzedniego zadania rozwazy¢ oddzielnie sumy opa-
dow z lat 1811 - 1860 oraz z lat 1911 - 1960. Sporzadzi¢ wykresy ramkowe
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i histogramy dla tych danych i oceni¢ zgrubnie, czy po 100 latach zmienit
sie rozktad sumy opadéw w lipcu.

6. Przecietna dtugosé zycia mezczyzn w 29 panstwach swiata wynosi:
74,76, 77, 72, 69, 65, 72, 68, 70, 72, 72, 73, 74, 75, 72, 74, 68, 72, 75, 72,
69, 71, 75, 76, 81, 73, 69, 78, 74. Wyznaczy¢ wskazniki potozenia i roz-
proszenia, sporzadzi¢ wykres ramkowy i histogram. Oceni¢, czy rozktad
jest skosny, czy symetryczny. Wyznaczy¢ $rednig obcieta, odrzucajac po
10% skrajnych wynikow.

7. Przecietna dtugosé zycia kobiet w 29 panstwach swiata, tych sa-
mych co w zadaniu poprzednim, wynosi: 80, 74, 76, 77, 80, 82, 81, 80, 84,
79, 81, 75, 71, 73, 76, 78, 83, 81, 73, 74, 75, 79, 81, 75, 80, 79, 75, 77, 81.
Wyznaczy¢ wskazniki potozenia i rozproszenia, sporzadzi¢ wykres ram-
kowy i histogram. Poréwna¢ jakosciowo rozklady obu zmiennych. Czy z
powyzszych danych mozna wnioskowaé, ze rozktad dtugosci zycia kobiety
jest przesunietym rozktadem dtugosci zycia mezezyzny? O ile lat?

8. Z dowolnego tekstu w jezyku polskim wybra¢ 6 wierszy i wypisac z
nich po kolei samogtoski a, e, 7, 0, u, y. Sporzadzi¢ histogram dla otrzy-
manej proby. Przyporzadkowaé kolejnym samogltoskom liczby od 1 do 6
i wyznaczy¢ wskazniki potozenia i rozproszenia oraz sporzadzi¢ wykres
ramkowy.

9. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, wybra¢ 30 wierszy z do-
wolnego tekstu w jezyku polskim i wypisa¢ kolejno samogtoski ¢, ¢, o.
Wykonaé te same czynnosci dla otrzymanej proby. Samogtoskom przy-
porzadkowa¢ odpowiednio liczby 1, 21 3.



