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Przedmowa

W ksiazce przedstawiono metody wyznaczania optymalnych, przy réznych
kryteriach, statystycznych funkcji decyzyjnych stosujac rozne podejscia do wnio-
skowan statystycznych dotyczacych estymacji i testowania hipotez. W podej-
Sciach tych, statystyk moze mierzy¢ wielko$¢ poniesionych strat zwiazanych
z podjeciem blednej decyzji przyjmujac rézne postaci funkcji straty, odpowied-
nie dla danego problemu statystycznego.

Najwiecej miejsca poswiecono podejéciu bayesowskiemu, w ktérym zaklada
sie, ze podlegajacy wnioskowaniu nieznany parametr modelu statystycznego jest
realizacjg obserwowanej zmiennej losowej. Podej$cie to dominuje ostatnio row-
niez w réznych naukach praktycznych, gdyz umozliwia wykorzystanie pewnej in-
formacji a priori z przesztosci lub wiedzy eksperckiej. Opisano réwniez podejscie
minimaksowe, przy ktérym statystyk podejmujac decyzje kieruje sie kryterium
minimalizacji maksymalnej straty.

Ksiazka zawiera réwniez rozdzial poswiecony metodom wnioskowania sta-
tystycznego opartego na probie, ktorej rozmiar nie jest z gory ustalony, ale
jest zmienna losowg zalezna od uzyskiwanych wczesniej obserwacji. Takie po-
dejscie do wnioskowania statystycznego, zwane sekwencyjnym, ma szczegdlne
znaczenie, gdy nalezy wziaé¢ pod uwage koszty zwiazane z uzyskiwaniem danych
w kolejnych krokach (chwilach), np. w badaniach niezawodnosci systemow lub
badaniach medycznych. Rozdzial koriczy sie szczegdlowa prezentacja przykla-
dow procedur sekwencyjnych w modelach statystycznej kontroli jakosci.

W przedstawionych metodach wyznaczania optymalnych decyzji statystyka,
stosujacego roézne podejscia i kryteria, zwraca si¢ jednocze$nie uwage na donio-
stosé¢ stosowania przy wyborze decyzji dwoch podstawowych zasad statystyki
matematycznej — zasady dostatecznosci i zasady niezmienniczosci.



Ksiagzka adresowana jest przede wszystkim do $rodowiska akademickiego,
w szczegoblnoscei do studentow studiujacych statystyke matematyczng. Moze by¢
przydatna rowniez dla studentéw ekonometrii, fizyki oraz roznych dziedzin nauk
technicznych. Zaktada sie, ze Czytelnik zna podstawowe pojecia i twierdzenia
dotyczace dwoch gléwnych rodzajéow wnioskowania statystycznego: estymacji
i testowania hipotez.

Ksiazka w duzej czesSci zawiera material kursu Statystyka Matematyczna,
ktory prowadzitem przez wiele lat na II stopniu kierunku Matematyka w Po-
litechnice Wroclawskiej. Material zawarty w ksigzce wykorzystywalem réowniez
na wyktadzie Teoria Statystycznych Funkcji Decyzyjnych prowadzonym dla dok-
torantow.

Teorie ilustruja liczne przyklady, a dodatkowo ksiazke uzupelniaja proble-
my i zadania zawarte w ostatnich podrozdziatach Rozdziatow 1 — 6. Do wielu
z tych zadan mozna znalezé rozwiazania w ksiazce [21]. W spisie literatury zo-
staly umieszczone pozycje, z ktérych korzystatem przy opracowywaniu tematéw
zawartych w niniejszej ksiazce.

W celu ulatwienia korzystania z literatury w jezyku angielskim oraz z an-
gielskich wersji komputerowych pakietéw statystycznych, polskie nazwy pojeé¢
statystycznych uzupelniono w tekscie terminologia angielska. Ponadto, oprocz
skorowidza termin6éw polskich zostal dotaczony skorowidz terminéw angielskich.

W wydaniu IT dokonano wiele zmian redakcyjnych polegajacych przede wszyst-
kim na uzupelnieniu niektérych tematéw, w szczegélnosci w Rozdziatach 2 i 6.
Dodano wiele przyktadéw, zmieniono graficzna prezentacje wiekszosci wykresow
oraz poprawiono zauwazone btedy redakcyjne i typograficzne.

Wroctaw, wrzesieni 2018 Ryszard Magiera
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Gra statystyczna
1 funkcje decyzyjne

Statistical Games
and Statistical Decision Functions

1.1 Gra dwuosobowa, gra decyzyjna
i gra statystyczna

Gra dwuosobowa

Podstawowe koncepcje teorii statystycznych funkcji decyzyjnych maja swe zro-
dto w teorii gier dwuosobowych o sumie zerowej.

Grg dwuosobowq [two person game| nazywamy gre, w ktorej bierze udzial
dwoch graczy lub dwie state koalicje gry wieloosobowej.

Grg w postaci normalnej [normal-form game| nazywamy trojke (X, Y,
W), gdzie X 1Y sa ustalonymi (niepustymi) zbiorami strategii odpowiednio
gracza 1 1 II; a W(x,y), x € X, y € Y, jest funkcjg wyptat [payoff function],
okreslong dla kazdej pary strategii = i y odpowiednio gracza I i II.

Gre dwuosobowa nazywamy grg o sumie zerowej [two person zero sum
game)|, jezeli wygrana jednego gracza jest jednoczes$nie przegrana gracza dru-

giego.

Gra decyzyjna

Grq decyzyjng [decision game| nazywamy gre dwuosobowq o sumie zerowej,
w ktoérej role gracza pierwszego pelni natura, a role gracza drugiego — staty-
styk. W tej grze statystyka z natura, zbior strategii gracza I nazywamy zbiorem
mozliwych stanéw natury i oznaczamy przez ©, natomiast zbior strategii gracza
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IT nazywamy zbiorem mozliwych akcji statystyka i oznaczamy przez A. Role
Sfunkcji wyptaty pelni tu funkcja straty.

DEFINICJA 1.1 Funkcjg straty [loss function| nazywamy funkcje L£(,a) :
O x A — R, gdzie © jest zbiorem standéw natury, a A zbiorem wszystkich
mozliwych akcji statystyka. O

Funkcja L(9,a) okresla strate statystyka (lub zysk, gdy wartosé jej jest
ujemna) wynikla z podjecia akcji a € A, gdy prawdziwym stanem natury jest
¥ € ©. Zwykle zaklada sie, ze L(9,a) > —c > —cc.

W sensie matematycznym, gra decyzyjna wyznaczona jest przez trojke (O,
A, L). Przestrzen mierzalna (A, G), gdzie G jest wyroznionym o-ciatem pod-
zbiorow ze zbioru A, nazywamy przestrzeniq akcji [action space].

Istnieja wazne roznice miedzy gre dwuosobowq (X,Y, W) w postaci normal-
nej a gra decyzyjna (0,4, £). Roznice te wynikaja glownie z zachowan graczy
w tych grach. Oto trzy najwazniejsze roznice.

1. W grze (X,Y,W) obaj gracze daza do uzyskania maksymalnej wygranej
(czyli do zminimalizowania swoich strat), podczas gdy w grze decyzyjnej (©,
A, L) natura wybiera swo6j stan © € © bez takiego celu. Jest to zasadnicza
roznica miedzy gra (X,Y, W) a gra decyzyjna (0, A, L), w ktorej do wygranej
dazy jedynie statystyk.

2. W grze (X,Y, W) kazdy z graczy uzaleznia swoje racjonalne zachowanie od
inteligencji przeciwnika, podczas gdy w grze decyzyjnej kryterium racjonalnego
zachowania sie natury moze nie istnieé¢, a nawet gdyby istnialo, to statystyk
moze go nie znac.

PRZYKLAD 1.1 O\A|a1 ap
Niech (©, A, L) bedzie gra, w ktorej] © = {1,902}, A = vp |13
{a1, a2} 1 w ktorej funkcja straty £ okreslona jest w postaci b2 |0 -5
podanej tablicy.

L(VY,a)

W grze dwuosobowej, w ktorej zaktada sie, ze gracz I dysponujacy strate-
giami 97 1 Y5 jest obdarzony inteligencja, jedynym racjonalnym jego postepowa-
niem jest wybor strategii v, poniewaz bez wzgledu na to jak postapi przeciw-
nik, jego wygrana bedzie wigksza, jesli wybierze ¥, zamiast ¥o. Wtedy statystyk
powinien wybraé akcje a; zamiast az, bo wtedy straci tylko jedna jednostke za-
miast trzech. Jednak w grze decyzyjnej, natura moze wybraé zaréwno stan ¢;
jak 99 nie kierujac sie zadna rozsadna regula. Jesli wybierze 5, to wyboér akcji
as przez statystyka daje mu wieksza korzysé. O

3. W grze decyzyjnej zaklada sie, ze natura wybiera swoj stan raz na zawsze,
a statystyk ma mozliwo$¢ uzyskiwania informacji o wybranym przez nature sta-
nie przeprowadzajac odpowiednie eksperymenty. Akcja statystyka zalezy czesto
od obserwacji pewnej zmiennej losowej lub pewnego procesu losowego, ktorych
rozktad zalezy od stanu natury.
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Gra statystyczna

Niech (X,B,P = {Py, ¥ € ©}) bedzie przestrzeniq statystyczng zwiazana z ob-
serwacja zmiennej losowej X.

DEFINICJA 1.2 Grg statystyczng [statistical game]| lub statystycznym pro-
blemem decyzyjnym [statistical decision problem| nazywamy gre decyzyjng
(0, A, L), ktora jest powiazana z eksperymentem umozliwiajacym obserwowanie
pewnej zmiennej losowej X, o wartosciach (realizacjach) x € X, ktorej rozktad
Py zalezy od stanu ¥ € © wybranego przez nature. Przestrzen mierzalng (X, B)
nazywamy przestrzeniq préb [sample space]. O

W statystycznym problemie decyzyjnym statystyk obserwuje zmienna losows,
X i po zaobserwowaniu X = x podejmuje akcje a = d(x) € A.

DEFINICJA 1.3 Niezrandomizowang funkcjq decyzyjng [nonrandomized de-
cision function| nazywamy funkcje mierzalng (statystyke) d : (X, B) — (A, G)
z przestrzeni prob na przestrzen akcji. O

Zbioér niezrandomizowanych funkcji decyzyjnych oznaczamy przez D.

W grze statystycznej, strata £(¢,d(X)) jest dla kazdego ustalonego ¥ € ©
zmienna losowa o rozkladzie wyznaczonym przez Py.

Gre decyzyjna (0, A, L) polaczong z obserwacja zmiennej losowej X o roz-
ktadzie z rodziny P = { Py, ¥ € O} mozna zastapi¢ gra, w ktorej zamiast zbioru
akcji A rozpatruje sie zbior D niezrandomizowanych funkcji decyzyjnych, nato-
miast zamiast funkcji straty L£(19, a) — funkcje ryzyka R(9, d), bedaca wartoscia
oczekiwang zmiennej losowej L£(¢, d(X)).

DEFINICJA 1.4 Funkcjg ryzyka R(9,d) niezrandomizowanej funkcji decyzyjnej
[risk function of a nonrandomized decision function| d nazywamy wartos¢
oczekiwang funkcji straty L(9, d(X)), tzn.

R(9, d) = Ey[L(9,d(X))] = /X £(0,d(x))dPy (x), (L1)

liczona przy zatozeniu, ze ¥ jest prawdziwa wartoscia stanu natury. O

Funkcja ryzyka R(9, d) okresla przecietna strate poniesiong przez statystyka,
gdy d jest wybrana przez niego decyzja, a ¥ jest prawdziwym stanem natury.

DEFINICJA 1.5 Niezrandomizowang grq statystyczng [nonrandomized sta-
tistical game| nazywamy trojke (0, D, R), w ktorej D jest zbiorem niezran-
domizowanych funkcji decyzyjnych, a R oznacza funkcje ryzyka. O

Zrandomizowane funkcje decyzyjne i ich ryzyka okreslone beda w Podroz-
dziale 1.2.
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PRZYKLAD 1.2

Niech ©® = A = {1,2} i niech funkcja straty £ okreslona O\A|1l 2
bedzie w postaci podanej tablicy. 1 10 1
Zakltada sie¢, ze statystyk obserwuje zmienng losowa X 2 |1 -1
przyjmujaca dwie wartosci 1 i 2, przy czym L(9,a)
P(X=1):=PX=19= P(X=2):=PX=219¥=2)=2/3

1): = = 2
PB(X=1)=PX=19=2)=P(X=2):=P(X=210=1)=1/3,
tzn. obserwacja daje prawidlowa odpowiedz z prawdopodobieristwem 2/3 i nie-

prawidtows z prawdopodobieristwem 1/3. Zatem X = {1,2} i istnieja cztery
funkcje decyzyjne d(z) : X — A; mianowicie

Wartosci funkcji ryzyka obliczamy zgodnie ze wzorem (1.1), ktory w rozpatry-
wanym przyktadzie sprowadza si¢ do postaci

R(,d) = > LY, d(x:))Py(X = ;).

Mamy wiec
R(1,d1)=L(1,H)AX =1+ L(1,)PAA(X =2)=L(1,1) =0,
R(2,d1) =L(2,1)P(X =1)+ L(2,1) (X =2) = L(2,1) =1,
R(1,dz) = L(L1)PL(X = 1) + L(1,2) (X = 2) = (1/3)£(1,2) = 1/3,
R(2,d2) = L(2,1)P(X = 1)+ L(2,2)P,(X = 2)

= (1/3)£(2,1) + (2/3)£(2,2) = —1/3,
R(2,d3) = (1/3)L(2,2) +(2/3)£(2,1) = 1/3,
R(1,d4) = L£(1,2) =1,
R(2,d4) = L(2,2) = —1.

Zatem, wyjsciowa gra decyzyjna (0,4, L) zostala
zastapiona niezrandomizowana gra statystyczna
(0, D, R). Wartosci funkcji ryzyka R(9,d),d € D =
{d1,dz,d3,ds} mozna przedstawi¢ w postaci poda-
nej tablicy.

@\D d1 d2 d3 d4
1 [0 1/3 2/3 1
2 [1 -1/31/3 -1

R(9,d)

a

PRZYKELAD 1.3 Niech X = (X3,...,X,,) bedzie proba z rozktadu Bernoulliego
B(1,9). Rozpatrzmy problem oszacowania prawdopodobienistwa sukcesu ¢ przy
kwadratowej funkcji straty £(d,d) = (9 — d)*.
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WeZzmy pod uwage funkcje decy-

zZyjna
d=dy(X) =X, 0.30} —R@3.dy)
gdzie X = (1/n) Y, X; (Srednia [ 77 R(&.42)
z proby X), i funkcje decyzyjna 025 ;.\ !
d=dy(X)=1/2. A y
Odpowiednie funkcje ryzyka sa po- 0.20 i ','I
staci 15k “.\ ;
R(ﬂ,dl) = 92 4+ v, 0.15 3 F
R(Y,dy) = 9% — 9 + 1/4. /
(9, da) +1/ 0.10" N ;
\ 4
Rys. 1.1: Wykresy funkcji ryzyka N, S
przy kwadratowej funkcji straty dla 0-05¢ \\. A
dwoch wybranych funkcji decyzyj- ‘ \\:\' > ‘ g
nych. 00 02 04 06 08 10

1.2 Randomizacja funkcji decyzyjnych
i zrandomizowana gra statystyczna

Niezrandomizowana gre statystyczna (©, D, R) mozna rozszerzy¢ poprzez wpro-
wadzenie zrandomizowanych decyzji statystycznych. Istniejg dwa sposoby rando-
mizacji decyzji statystyka.

Jeden sposéb randomizacji polega na wprowadzeniu miary probabilistycznej
0* na przestrzeni (D, F) funkcji decyzyjnych, gdzie F oznacza najmniejsze o-
cialo, wzgledem ktorego funkcje ryzyka R(1,-) sa mierzalne dla kazdego ¢ €
O oraz zawierajace jako swoje elementy wszystkie jednoelementowe podzbiory
zbioru D.

DEFINICJA 1.6 Mieszang funkcjg decyzyjng [mixed decision function| na-
zywamy miare probabilistyczna 6* okreslong na przestrzeni mierzalnej (D, F),
dla ktorej istnieje, dla kazdego ¢ € O, calka

R*(9,6%) = EY [R(9,d)] = / R(9,d)ds* (d). (1.2)
D

Funkcje R*(49, 6*),9 € ©, nazywamy funkcjg ryzyka mieszanej funkcji decyzyj-
nej [risk function of a mixed decision function| 0*. O

Funkcja R(9,d) we wzorze (1.2) oznacza funkcje ryzyka niezrandomizowa-
nej funkcji decyzyjnej d. Zbiér wszystkich mieszanych funkeji decyzyjnych ozna-
czamy przez D*.
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Zbiér D mozna utozsamié¢ z podzbiorem zbioru D*, zawierajacym rozktady
prawdopodobienistwa skupione w pojedynczych punktach zbioru D. W ten spo-
sob gra (0, D, R) zostala rozszerzona do gry (©,D* R*), w ktorej strate-
giami statystyka sa miary probabilistyczne okre§lone na przestrzeni mierzalnej
(D, F). Gre (0, D*, R*) nazywamy zrandomizowang grg statystyczng [rando-
mized statistical game].

PRZYKEAD 1.4 (cd. Przyktadu 1.2) Wezmy pod uwage dwie mieszane funk-
cje decyzyjne: 67 = (87 1,...,07,) = (1/3,1/3,0,1/3) i 65 = (05 1,...,054) =
(0,1/2,0,1/2). Biorac pod uwage wartosci funkcji ryzyka R(9, d;) dla niezrando-
mizowanych funkcji decyzyjnych d;,i = 1,2, 3,4, (z Przykladu 1.2), wyznaczone
wartosci funkcji ryzyka R*(¢9,67) i R*(¢, 05) dla mieszanych funkcji decyzyjnych
07 1 05 wyznaczone sa ponizej:

4 1Lor Ry _Ry
AN _ P
R*(9,67) = > R0, d;)6; Re -
=1 0.5t S ON T —- -7
’ Ry O N - T T =
_ { 4/9,  gdy 9 =1, RE T =L - =R,
= —-1/9, dy 9 = 2, /\/\\\\\\\
9 sy 0.0Re- \‘\k\‘\\ - ¢
4 1. 1.2 1.4 \\1’\6- — 1.8 \R&}
R*(9,05) = > R(0,d;)6, R, R(G.d)) A
i=1 _osl Rz R(&.d>) RN
2/3,  egdyd =1, R;=R; R(J,d3)=R*(4,65) | “Rj
- { —2/3, gdy v =2. . R(d.d4) N
’ Lol R R*(8,6%) N
R R*(9,0% ) 4

Rys. 1.2: Graficzne poréwnanie warto-
§ci funkcji ryzyka R(9,d;),i = 1,2.3,4,
z wartodciami funkcji ryzyka R*(¢¥,07) i
R*(0,03). -

Drugi sposéb randomizacji polega na wprowadzeniu miar probabilistycznych
Q@ na przestrzeni akcji (A, G) gry wyjsciowej (0,4, L), gdzie G oznacza naj-
mniejsze o-ciato, wzgledem ktorego funkcje straty L£(¢¥,-) sa mierzalne dla kaz-
dego ¥ € O oraz zawierajace jako swoje elementy wszystkie jednoelementowe
podzbiory zbioru A.

Niech A* oznacza zbiér wszystkich miar probabilistycznych @ okreslonych
na przestrzeni akcji (A, G), dla ktoérych istnieje, dla kazdego ¥ € ©, catka

£°(9,Q) = ER[L(9, a)] = /A £(0,a)dQ(a).

Funkcja £*(9,Q), ¥ € O, nazywa sie funkcjq straty akcji zrandomizowanej [loss
function of a randomized action|. Zbior A mozemy uwazaé za podzbior
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zbioru A*, utozsamiajac jego elementy z miarami probabilistycznymi skupio-
nymi w pojedynczych punktach ¢ € A. W ten sposéb gra (0,4, L) zostala
rozszerzona do gry (0, A*, L£*). Gra (6, A*, L*) nie jest powiazana z obserwacja
zmiennej losowej X.

Niech X bedzie obserwowalng zmienng losowa o warto$ciach w X’ i o rozkla-
dzie Py, € ©.

DEFINICJA 1.7 Funkcje ¢ okreslona na X x G, taka ze dla kazdego A € G,
6(+, A) jest mierzalna, a dla kazdego € X’ jest miara probabilistyczna 6(x, -)
na (A, G) nazywamy behawiorystyczng funkcjg decyzyjng [behavioral dec1s10n
function)]. O

Rozpatrywaé¢ bedziemy tylko takie behawiorystyczne funkcje decyzyjne, dla
ktorych istnieje ryzyko

R(9,3) = By £ (9,3(X, )] = Eo { POI[L(9,0)]}

= FEy

/ﬁﬂadéXa] /L*M NdPy(z)  (1.3)

//cﬁadma)dm()

Podejmujac decyzje behawiorystyczna, statystyk wybiera rozktad prawdo-
podobienstwa &(z,-) € A*, gdy zaobserwowang wartoscia zmiennej losowej X
jest x; g(x, A) jest prawdopodobieristwem tego, ze zostanie wybrana akcja ze
zbioru A. Aby wybraé¢ akcje w przestrzeni A, nalezy wygenerowaé¢ element
pseudolosowy przestrzeni A zgodnie z rozktadem d(x,-). Zatem, innym sposo-
bem opisu zrandomizowanej funkcji decyzyjnej d jest podanie metody symulacji
akcji z przestrzeni A dla kazdej wartosci x € X. Niezrandomizowang funk-
cje decyzyjna d(z) mozna traktowaé jako szczegolny przypadek randomizacji
0(z, A) = 1a(d(z)).

Funkcje R(9,9),9 € O, nazywamy funkcjg ryzyka behawiorystycznej funk-
cji decyzyjnej [risk function of a behavioral decision function|. Zbior
wszystkich behawiorystycznych funkcji decyzyjnych oznaczamy przez D. Po-
niewaz zbiér D zawiera, jako swoj podzbior zbior D funkcji z przestrzeni X
w podzbior A zbioru A*, wiec w ten sposob gra (0, D, R) zostala rozszerzona
do gry (©,D, R), ktora réwniez nazywamy zrandomizowanqg grg statystyczng
[randomized statistical game].

PRZYKLAD 1.5 (test zrandomizowany jako behawiorystyczna funkcja decyzy-
jna) Zalozmy, ze statystyk obserwuje zmienng losowa X o rozkladzie dwu-
mianowym B(n,). W problemie testowania hipotezy Hy : ¥ < ¢ przeciwko
H; : 9 > 9y niezrandomizowane testy maja posta¢ ¢p(z) = 1p(x) z obszarem
odrzucenia B C {0,1,...,n} = X. Rozmiary tych testow

B = supycy, Po(pB(X) =1) = supyy, Py(X € B)
moga przyjmowaé tylko okreslona liczbe wartosei (zbior X' wartosci zmiennej
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losowej X jest skoiiczona przestrzenia dyskretng i mamy skonczong liczbe pod-
zbioréw B tej przestrzeni). W celu uzyskania testu o zadanej dowolnej ustalonej
wartosci rozmiaru « nalezy dokonaé¢ randomizacji. Na przyklad, test zrandomi-
zowany postaci

1, jezeli x > k,
Oy (x) = ¢ 7, jezeli x =k,
0, jezeli x < k,

gdzie state k i v wyznacza sie z warunku
Py (X > k) +vPy, (X = k) = ¢,

jest rozmiaru a. Na podstawie znanego z teorii testowania hipotez twierdzenia
Karlina-Rubina, test tej postaci jest jednostajnie najmocniejszy na poziomie
istotnosci o w testowaniu rozpatrywanych hipotez. Niech
0(z,a1) = () 1 6(x,a0) =1 —p(x),
gdzie a; (i = 0,1) oznacza przyjecie hipotezy H;. Jezeli zaobserwujemy = > k,
to odrzucamy H, z prawdopodobienistwem 1; jezeli zaobserwujemy =z = k, to
odrzucamy H, z prawdopodobienistwem v i przyjmujemy Hy z prawdopodo-
bieistwem 1 — ; jezeli zaobserwujemy = < k, to odrzucamy Hy z prawdopodo-
bieristwem zero. Opisany test zrandomizowany okresla zatem behawiorystyczna
funkcje decyzyjna w grze statystycznej z wyjsciowa dwuelementows przestrzenia,
akcji A = {ag,a1}.
Przyjmujac funkcje straty postaci

_ [0, gdy 9 <y, (1, gdy 9 <y,
‘6(197@0) B { 1, gdy v > 1907 ‘6(197@1) B 0, gdy 9 > 190,

funkcja straty akcji zrandomizowanej réwna sie
L59,0(x,-)) = / LW, a)dd(x,a) = L(I,a0)0(x,a0) + L(I,a1)0(x, ar)
A

o(z), gdy ¥ < o,
L—p(x), gdy ¥ >do.

Funkcja ryzyka behawiorystycznej funkcji decyzyjnej 6 jest postaci

R0.5) = Bl ={ P e TS
_ {ﬂtp(ﬂ)Pﬁ(X>k)+7pﬁ(Xk)a gdy ¥ <o,
= VLS B,0) = Po(X < )+ (L= )Py(X = k), zdy 0> o

gdzie B, () := Ey[p(X)] jest funkcjq mocy testu 2randomizowanego . Na przy-
ktad, dla ¥ = ¥y, R(Jo,0) = a (prawdopodobieristwo bledu I rodzaju), a dla
¥ =11 >, R(V1,0) =1— (1) (prawdopodobieristwo bledu II rodzaju).

|
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Tab. 1.1: Schemat graficzny rozszerzen gry statystycznej

A — zbior akcji, a € A
A* — zbior akeji mieszanych

D - zbiér niezrandomizowanych Rozszerzona gra
funkcji decyzyjnych; d € D statystyczna
D* — zbiér mieszanych funkcji decy- (I, D, r)
zyjnych; 6* € D* —
D — zbiér behawiorystycznych funk- o
cji decyzyjnych; 5eD randomizacja stanéow
II — zbiér rozktadéw a priori para- natury
metru ¢
Pierwotna gra Gra statystyczna
strategiczna (decyzyjna) wynik (©,D, R)
©, 4,0 eksperymentu x randomizacja  funkcji
{ randomizacja decyzyjnych
akeji Rozszerzona gra
Rozszerzona statystyczna
gra strategiczna (6, D*, R¥)
Y Y
(0, A%, L)
wynik randomizacja stanéow
eksperymentu x natury
Rozszerzona gra Rozszerzona zupelnie
statystyczna gra statystyczna
(6,D,R) (I, D*, r)

Przestrzen D jest przestrzenia zrandomizowanych funkcji decyzyjnych 0, ta-
kich ze dla kazdego © € X, d(x, -) jest rozktadem prawdopodobienistwa na (A, G)

i ryzyko funkcji decyzyjnej § okreslone jest przez (1.3). Z ponizszego lematu wy-

nika, ze nie jest konieczna inna randomizacja.

LEMAT 1.1 Niech @ bedzie dowolna miara probabilistyczna na przestrzeni
akcji (A, G), a §(z, A), x € X, A € G, niech oznacza behawiorystyczna funkcje

decyzyjna. Zdefiniujmy, dla kazdego x € X', miare probabilistyczna

So(z, A) = E95(x, A)), A € G,

na (A, G). Woéwczas miara d¢ jest rownowazna ), w tym sensie, ze

R(9,0¢0) = E?[R(¥,9)].

Dowdd. Zgodnie ze wzorem (1.3),

E(ﬂng) = Ey [‘C*(ﬁagQ(Xv ))} = E’ﬁ{EgQ(X’.)[‘C('&a a)]}

(1.4)
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Poniewaz, z definicji (1.4),
B3 (L9, a)] = EQES@)([L(9, a)),
wiec
R(0,30) = EgEC{E* X [L(9,a)]} = EREy{ E°X)[L(9, )]} = EC[R(9,9)).

Zmiana kolejnosci calkowania w powyzszych catkach uzasadniona jest przez
twierdzenie Fubiniego, poniewaz z zalozenia £(¥,a) > —c > —o0. (m]

Mieszana funkcja decyzyjna wskazuje przed dokonaniem eksperymentu roz-
ktad prawdopodobienstwa, wedtug ktorego nalezy wybra¢ funkcje przyporzad-
kowujaca wynikowi eksperymentu akcje, natomiast behawiorystyczna funkcja
decyzyjna wskazuje po zaobserwowaniu wyniku eksperymentu, wedtug jakiego
rozktadu prawdopodobieristwa nalezy wybraé akcje. Gry (0, D*, R*)i (0, D, R)
roznia sie zatem momentem dokonania losowego wyboru (randomizacji). Gry te
jednak moga by¢ réwnowazne w nastepujacym sensie: jesli dla kazdej mieszanej
funkcji decyzyjnej 6* € D* istnieje behawiorystyczna funkcja decyzyjna 6 € D
taka, ze

R*(9,6*) = R(9,6), dla kazdego ¥ € O, (1.5)

oraz, na odwrot, dla kazdej behawiorystycznej funkcji decyzyjnej 6 € D istnieje
mieszana funkcja decyzyjna 6* € D* taka, ze zachodzi (1.5), to gry (6, D*, R*)
i (0, D, R) nazywamy réwnowaznymi [equivalent games].

Nastepujace twierdzenie podaje warunek wystarczajacy rownowaznosci gier
(0, D*, R*) i (©,D,R).

TWIERDZENIE 1.1 ( Walda- Wolfowitza) [Wald-Wolfowitz theorem] Niech
zbiér A bedzie podzbiorem osrodkowej przestrzeni metrycznej. Woéwcezas gry
statystyczne (©, D*, R*) i (0, D, R) sa rownowazne. ]

PRZYKLAD 1.6 Niech przestrzein wartosci zmiennej losowej X bedzie skon-
czona: X = {x1,x2,...,2;}. Niech beda tez skoriczone przestrzeni funkcji decy-
zyjuych D = {dy,da,...,d,} i przestrzen akcji A = {a1, as,...,ar}. Pokazemy,
ze dla kazdej mieszanej funkcji decyzyjnej istnieje rownowazna jej behawiory-
styczna funkcja decyzyjna.

Niech 6* = {6*(d1),0%(d2), . ..,0%(d,)} oznacza funkcje decyzyjna mieszana,
tzn. miare probabilistyczna na (D, F), gdzie 6*(d;) oznacza prawdopodobier-
stwo wyboru funkcji decyzyjnej d;.

Definiujemy behawiorystyczna funkcje decyzyjna, tzn. funkcje 6 na X x G
W nastepujacy sposob:

g(:L’, ) - {g(_l'la ~),S(IL'2, )_ '75(177 )}_ _
= {{(5(1’_1,0,1), e .,5(1’_1,0,]9)}, {5(1'2)(11); e 'aa(ZQaak)}a
.. .,{5($l,a1), P ,(5(3@5,%)}},
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gdzie

0(xr, as) 2(5* 1{di(z,) =as}, r=1,...,l;s=1,... k. (1.6)

Pokazemy, ze behawiorystyczna funkcja decyzyjna okreslona wzorem (1.6)
jest rownowazna mieszanej funkcji decyzyjnej w tym sensie, ze jej funkcja ryzyka
przyjmuje te samg wartos¢ co funkcja ryzyka mieszanej funkcji decyzyjne;j.

Funkcja ryzyka mieszanej funkcji decyzyjnej wyraza sie wzorem

n

R*(9,6%) = me d;)o* (d ZEﬁ X))o (ds)

n l
= Y S L) Po(X = ) | 54
l

= D Po(X =) 3 LD, di(w0))5" (ds).

Funkcja ryzyka behawiorystycznej funkcji decyzyjnej ma nastepujacag postaé

l
R(9,8) =>_ L*(0,0(x, ) Po(X = z,).

r=1

Dla §(z,., as) okreélonych wzorem (1.6) mamy

k n
L£*(9,6(z,, ")) Zﬁ (9, a5)0(2y, as) Zc(ﬁ,as)z:a*(dm{di(x,.) =a,}

n k
Z i)Y LW, as)1{di(x,) fas}chs* di(x,)).

Zatem
l n

R(9,0) =Y Py(X =x,) Y L(V,di(x,))6"(d;) = R*(9,5%).

r=1 i=1

a

Mieszane oraz behawiorystyczne funkcje decyzyjne nazywamy ogdlnie zran-
domizowanymi funkcjami decyzyjnymi [randomized decision functions].

Ze wzgledu na réwnowaznosé gier statystycznych (0, D* R*) i (©,D, R),
spelniajacych w wigkszosci rozpatrywanych przypadkéw zalozenie Twierdze-
nia 1.1, zrandomizowane funkcje decyzyjne 6* i § mozna oznaczaé¢ jednym sym-
bolem §, a ich zbior przez D.
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1.3 Gra statystyczna jako podejscie
do wnioskowan statystycznych

Podstawowe rodzaje wnioskowan statystyki matematycznej moga by¢ przed-
stawione jako szczegoélne przypadki statystycznego problemu decyzyjnego. Opi-
szemy strukture gry statystycznej w podstawowych wnioskowaniach statystycz-
nych.

A. Estymacja punktowa.

W problemie estymacji punktowej zbior akcji statystyka powinien zawieraé
zbiér mozliwych wartosci parametru 9, tzn. © C A. Funkcja straty uwzglednia
fakt, ze dla akcji a statystyka odleglej od wartosci 9 poniesiona strata jest duza,
natomiast dla wartosci a bliskich ¥ strata jest mata i decyzja jest rozsadna.
Funkcja decyzyjna d : X — A pelni role estymatora parametru 9.

W estymacji punktowej stosuje sie rozne postaci funkcji straty w zaleznosci
od zastosowan rozwazanego modelu statystycznego (patrz Podrozdzial 1.4.1).
Na przyktad, dla kwadratowej funkcji straty £(9,a) = (a — 9)? funkcja ryzyka
jest tzw. bltedem Sredniokwadratowym:

R(9,d) = Egld(X) — 9)? = Vary(d(X)) + b3(d(X)),

gdzie by(d(X)) = Ey(d(X)) — 9 jest obciazeniem estymatora d(X). Dobry es-
tymator powinien mie¢ mala wariancje i malte obciazenie.
B. Estymacja przedzialowa.

Przestrzen akcji A w problemie estymacji przedziatowej sktada sie z pod-
zbioréw C(X) zbioru ©, zaleznych jedynie od obserwowalnej zmiennej losowej
X. Oznaczenie C wiaze si¢ ze stowem confidence (ang.). Zbior ufnosci C(X)
(w szczegdlnosei przedzial) identyfikujemy z akcja d oznaczajaca wybor oceny
przedzialowej “0 € C”. Zatem funkcja decyzyjna d : X — A okredla, dla kaz-
dego x € X, ktory zbior C' € A bedzie wykorzystany jako ocena przedziatowa
parametru ¢ po zaobserwowaniu X = x.

Funkcja straty w problemie estymacji przedziatowej zazwyczaj zawiera dwa
skladniki: miare, ktéra mierzy poprawno$é¢ pokrycia przez ocene przedziatowa
prawdziwej warto$ci parametru ¥ oraz miare wielkosci tej oceny przedziatowej.
Najczesciej przyjmowana miara poprawnosci pokrycia prawdziwej wartosci pa-
rametru ¢ przez zbior C(X) jest funkcja postaci

Lo (@) = { b ey Ve cx),

COW TN 0, gdy 9 ¢ C(X).
Funkcja straty w tym problemie powinna przyjmowaé¢ wartosci mate dla dobrej
decyzji C(x), tzn. pokrywajacej nieznany parametr ¢, i malej miary (w przy-

padku przedzialow — malej dtugosci) zbioru C(z). Jedna z takich funkeji jest
funkcja straty postaci

L0, C(2)) = bu(C(2)) — Lo (), (L.7)
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gdzie b jest stala dodatnia, a u jest miara zbioru C(z). Jezeli wicksza wage

przywiazujemy do poprawnosci pokrycia, to b powinno by¢ mate, jesli natomiast

wiekszg wage przypisujemy do dtugosci przedziatu, to b powinno byé duze.
Funkcja ryzyka zwiazana z funkcja straty (1.7) jest postaci

R(0,0) = bEy[u(C(X))] - Eg[lc (19)

= bEy[u(C(X))] - (1C<X
= bEy[u(C(X))] - Py (W el

Ryzyko ma dwie sktadowe: wartos¢ oczekiwana miary zbioru C(X) (w przy-
padku przedzialow — wartosé oczekiwang dlugosci przedziatu) i prawdopodo-
bienistwo pokrycia przez estymator przedziatowy. W podejsciu klasycznym ustala
sie warto$¢ poziomu ufnosci 1 — «, tzn. infimum prawdopodobienistwa pokrycia,
i dazy sie do minimalizacji dlugosci przedziatu. W podejsciu teoriodecyzyjnym,
funkcja ryzyka uwzglednia fakt, ze rownoczes$nie zalezy nam na tym by wartosé
oczekiwana dtugosci byta mata, a prawdopodobienistwo pokrycia byto duze.

C. Testowanie hipotez.

Niech X bedzie zmienng losowa, ktorej rozklad Py zalezy od nieznanego
parametru ¥ € ©. Rozpatrzmy problem testowania hipotezy Hy : ¥ € O¢ prze-
ciwko hipotezie alternatywnej H; : ¥ € ©f . Przestrzeri akcji A w tym problemie
jest dwuelementowa: A = {ag, a1 }. Akcja ag oznacza przyjecie weryfikowanej hi-
potezy Hy (i rownoczesnie odrzucenie hipotezy H), natomiast akcja a; oznacza
przyjecie hipotezy H; (i rownoczesnie odrzucenie hipotezy Hyp).

Akcje ag lub a; statystyk moze podjaé¢ w oparciu o zaobserwowang wartos$¢ x
zmiennej losowej X . Przestrzen X wartos$ci zmiennej X mozna podzieli¢ na dwa
rozltaczne zbiory B oraz B¢ = X'\ B takie, ze jezeli x € B, to podejmuje sie akcje
a1 o odrzuceniu weryfikowanej hipotezy Hy. Zatem mezrandomlzowana funkcja
decyzyjna d : X — A ma w problemie weryfikacji hipotez postaé¢ nastepujaca:

| a1, jezelix € B,
d(w) = { ao, jezeli x € BC. (1.8)

Funkcja decyzyjna d(z) okreslona wzorem (1.8) jest wiec testem niezrandomi-
zowanym z obszarem odrzucenia B. Funkcja mocy tego testu

B(9) = Py(X € B) = Py(d(X) = a1).
W teorii testowania hipotez przyjmuje sie najczesciej nastepujaca funkcje straty:

0, gdy 9 € 6, c1, gdy 9 € Oy,

£(D,a0) = { co, gy veoy, Fa)= { 0, gy veog, 9

gdzie ¢y, c; > 0. Taka postaé¢ funkcji straty oznacza, ze strata jest zerowa, gdy
akcje ag, 1 a1 sa prawidtowe, natomiast statystyk ponosi strate w wysokosci cq,
gdy popemia blgd I rodzaju (odrzuca hipoteze Hy, gdy jest ona prawdziwa)
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oraz strate w wysokosci cg, gdy popehia bltgd II rodzaju (przyjmuje hipoteze
Hy, gdy jest ona falszywa). State ¢y 1 ¢; w funkcji straty £(¢, a) mozna dobieraé
w zaleznosci od konsekwencji i znaczenia bledéw I i II rodzaju w konkretnych
problemach.

Funkcja ryzyka dla tej funkcji straty jest postaci

R(Y,d)

_ { 0 Py(d(X) = ag) + c1 Py(d(X) = a1) = c18(9), gdy v € O,
coPy(d(X) = ag) +0- Py(d(X) = a1) = co[l — B(V)], gdy ¥ € 6F.

7 powyzszego wzoru wynika, ze w teoriodecyzyjnym ujeciu problemu testowania
hipotez funkcja ryzyka testu jest $cisle zwigzana z funkcjg mocy oraz podejscie
teoriodecyzyjne umozliwia uwzglednienie wag cg i ¢; przypisanym prawdopodo-
bieistwom btedéw I i IT rodzaju.

Testy zrandomizowane sa behawiorystycznymi funkcjami decyzyjnymi (Przy-
ktad 1.5).

D. Estymacja dystrybuanty.

Niech X = (Xy,...,X,) bedzie proba z rozktadu o nieznanej postaci dys-
trybuanty F(t) pewnego rozkladu na R. Problem polega na wyznaczeniu pra-
wostronnie ciaglej funkcji F(t) = d(t; X), t € R, jako oszacowania funkcji F'(t)
w oparciu o obserwacje X. Nawet, jesli wiadomo, ze dystrybuanta F'(t) jest
funkcja ciagla, jej oszacowanie F'(t) nie musi by¢ funkcja ciagla. Przestrzen ©
jest zbiorem dystrybuant na R, o ktérych ewentualnie wiadomo, ze sa typu cia-
glego lub dyskretnego. Przestrzen akcji jest zbiorem wszystkich dystrybuant na
R. Miarg rozbieznosci miedzy dystrybuanta F a jej oszacowaniem F jest fun-
kcja straty L(F(t),d(t,X)). W Podrozdziale 1.4.2 podano najczesciej uzywane
postaci tej funkcji.

E. Problem klasyfikacji.

Niech © = {¥1,¥9,...,9} 1 A = {a1,aq,...,ax}. Niech zmienna losowa
X ma rozklad Py,, jezeli prawdziwym stanem natury jest ¥;,7 = 1,2,...,k.
Podjecie akcji a; oznacza zaklasyfikowanie obserwacji X = x jako otrzymanej
z rozktadu Py;. Jako funkcje straty mozna przyjac¢ funkcje postaci

1, gdyi £,
£ ay) = { 0, gdy i =

tzn. strata zwiazana z decyzja niepoprawng rowna jest 1, a z poprawng wynosi
0. W tym problemie rozsadne jest rozpatrywanie zrandomizowanych (behawio-

rystycznych) funkcji decyzyjnych. Rozpatrzymy miare probabilistyczna, §(z,-)
na (A,G), ktora dla kazdej zaobserwowanej wartosci = jest miara dyskretna
skoncentrowang w punktach aj, j = 1,...,k, z odpowiadajacymi im masami
0(z,a;), tzn. 6(z, A) = [, dé(z,a) =Y i

a;e40(x,a5), A C A. Zgodnie ze wzo-
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rem (1.3), funkcja ryzyka funkcji decyzyjnej &(z,-) ma nastepujaca postac:

k

R(9:,8) = By, [L° (9, 8(X, )] = By, | Y L(0:0,)5(X, a;)|
k j_k
= LW, a;)Ey,[0(X,a;)] =Y Ey[6(X,a;)] = 1 — Ey,[6(X,a,)].
j=1 J#i

F. Problem sekwencyjnego podejmowania decyzji.

Niech A = {ag, a1, a2, ..., arx}, k > 1. Przykladem gry z takim zbiorem
akcji moze by¢ wnioskowanie statystyczne (testowanie hipotez, estymacja czy
klasyfikacja), w ktorym statystyk w kazdym kroku moze podja¢ jedna z akcji
ze zbioru A, przy czym jedna z akcji w tym zbiorze (np. ag) jest akcja oznacza-
jaca pobranie dodatkowej (kolejnej) obserwacji. Po otrzymaniu nowych danych
statystyk ponownie dokonuje wyboru akcji. Procedury tego typu rozpatrywane
sa w Rozdziale 6.

1.4 Funkcje straty w problemach estymacji

Funkcja straty powinna odzwierciedla¢ konsekwencje réznych bledéw; jest jed-
nak w duzym stopniu zdeterminowana wzgledami wygody i mozliwoscia uzy-
skania optymalnych, w pewnym sensie, decyzji statystycznych. Zalezy réwniez
od rodzaju problemu statystycznego.

1.4.1 Funkcje straty w problemach estymacji
parametrycznej

W problemach parametrycznej estymacji punktowej wiele ogélnych wynikow
teoretycznych nie wymaga szczegbétowych zatozeri o funkcji straty i pozostaje
w mocy dla duzej klasy takich funkcji, w szczegolnosci dla funkeji straty £(19, a)
wypuklych wzgledem argumentu a dla kazdego ¢ € ©. Wypuktle funkcje straty
prowadza do licznych uproszczen problemu estymacji. Nalezy jednak rozwaznie
oceni¢ realistycznosé takich funkcji. Jezeli £(1¥, a) nie jest miara niedoktadnosei
oszacowania, ale pewna realna (np. finansowa) strata, to mozna przypuszczacd,
ze tego rodzaju straty sa ograniczone: jezeli ktos juz stracit wszystko, nie moze
straci¢ wiecej. Z drugiej strony, jezeli a moze przyjmowaé wszystkie wartosci
z przedziatu (—oo,00) lub z przedziatu (0,00), to zadna funkcja ograniczona,
rozna od stalej, nie moze byé wypukla. Ponadto, ograniczone funkcje straty
z nieograniczonym argumentem a prowadza do bezsensownych estymatorow.
Mozna wtedy bowiem popelniaé¢ dowolnie duze btedy bez dodatkowych kosz-
tow. Wypukte funkcje straty prowadza do bardziej sensownych estymatorow,
gdyz wysokie straty, jakie przypisuja duzym bledom, rekompensuja niereali-
styczne zalozenie o nieograniczonosci a.



