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Wstep

Ksiazka jest przeznaczona gtéwnie dla studentéw politechnik. Omédwiono
w niej réwnania rézniczkowe zwyczajne w zakresie programu uczelni technicz-
nych.

Podrecznik sktada sie ze wstepu, czterech rozdzialéw podzielonych na pod-
rozdzialty, spisu literatury oraz skorowidza. W pierwszym rozdziale oméwiono
podstawowe typy rownan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu, me-
tody ich rozwiazywania oraz przyktadowe zastosowania. W tym rozdziale omo-
wiono takze réwnania rzedu drugiego sprowadzalne do réwnan rzedu pierw-
szego. Rozdzial drugi poswiecony jest réwnaniom liniowym rzedu drugiego i
metodom ich rozwiazywania. Rozdzial trzeci traktuje o uktadach liniowych
rownan rzedu pierwszego oraz o stabilno$ci punktéw réownowagi uktadéw au-
tonomicznych. Ostatni rozdzial jest poswiecony przeksztalceniu Laplace’a i
jego wykorzystaniu do rozwigzywania rownan i ukltadéw réwnan rézniczko-
wych liniowych.

W kazdym rozdziale umieszczono przyktady z pelnymi rozwiazaniami. Po-
zwalaja one Czytelnikowi lepiej przyswoié¢ sobie material. Maja one takze
stuzyé¢, jako wzorzec przy rozwigzywaniu zadan, ktére wraz z odpowiedziami
umieszczono po kazdym przykltadzie. Zadania w podreczniku sa z reguly ty-
powo rachunkowe, jednak ich samodzielne rozwigzanie daje gwarancje zrozu-
mienia i opanowania materiatu.

Material w podreczniku jest tak dobrany, aby student, ktory opanowat
analize (calki nieoznaczone, pochodne zwyczajne i czastkowe) oraz algebre
(pierwiastki wielomianéw, uklady réwnan liniowych), bez trudnosci zrozumial
i przyswoil zawarta w nim wiedze.
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W obecnym wydaniu podrecznika zmieniono uktad materiatu, dotaczono
oméwienia zawartosci poszczegdlnych rozdzialéw. Ponadto, dotaczono kilka
nowych przyktadéw wraz z rozwigzaniami oraz zadan z odpowiedziami. Oprocz
tego poprawiono zauwazone btedy i usterki.

Dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej za uwagi o poprzednich wydaniach podrecznika

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas



Rownania rdézniczkowe
pierwszego rzedu

W pierwszym rozdziale podano podstawowe pojecia i twierdzenia doty-
czace rownan rézniczkowych pierwszego rzedu. Oméwiono typy rownan rzedu
pierwszego takie jak: réwnania o rozdzielonych zmiennych, jednorodne, li-
niowe, Bernoulliego i zupelne. Przedstawiono réwniez metody ich rozwiazywa-
nia. Podano tez liczne przyklady wykorzystania réwnan zwyczajnych, jako mo-
deli matematycznych w réznych dziedzinach. Na zakonczenie rozdziatu przed-
stawiono typy réwnan rézniczkowych rzedu drugiego, ktore mozna sprowadzié¢
do réwnan rzedu pierwszego.

1.1. Przyktady i pojecia wstepne

Przyktad 1.1. (a) Predko$¢ rozpadu pierwiastka promieniotwérczego jest ujem-
na i proporcjonalna do masy substancji, ktéra w danej chwili jeszcze sie nie
rozpadta. Wspotezynnik proporcjonalnosci £ > 0 bedacy wielkoScig charak-
terystyczna dla danej substancji, jest staly. Wyznaczy¢ zaleznos$¢ masy pier-
wiastka od czasu.

(b) Okres polowicznego zaniku* promieniotwoérczego wegla C-14 wynosi 5 730
lat. Obliczy¢, jaki procent masy wyjsciowej tego pierwiastka pozostanie po
10000 latach.

(c) Znalezé krzywa przechodzaca przez punkt (to,yo), gdzie tg > 0, dla ktérej
odcinek stycznej zawarty miedzy osiami uktadu wspoétrzednych dzieli sie na
réwne czedci w punkcie stycznosci (rys.).

Rozwigzanie.
(a) Jezeli przez m(t) oznaczymy ilo§¢ substancji w chwili ¢, to powyzsze
prawo mozna zapisa¢ w postaci

m'(t) = —km(t).

*Czas, po uptywie ktorego rozpada sie¢ potowa masy pierwiastka.
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Zwiazek wyrazajacy zalezno$¢ miedzy funkcja m(t), jej pochodna m’'(t) oraz
zmienng niezalezng t, nazywamy rownaniem rozniczkowym rzedu pierwszego.
Latwo sprawdzié, ze kazda funkcja postaci

m(t) = Ce ™,

gdzie C' € R, spelnia otrzymane réwnanie, czyli jest jego rozwigzaniem. Wy-
kres rozwiazania réwnania nazywamy jego krzywq calkowq (rys.). Oczywiscie
z fizycznego punktu widzenia rozwiazania przy C < 0 nie maja sensu — masa
nie moze by¢ ujemna. Pomijajac ten aspekt nasuwa sie pytanie, czy istnieja
réwniez inne funkcje bedace rozwiazaniami rozwazanego rownania. Odpowiedz
jest w tym przypadku negatywna. Powyzszy wzor okresla wszystkie mozliwe
rozwiazania rozwazanego rownania.

Na funkcje m(t) mozemy nalozyé pewne dodatkowe warunki, tzw. warunki
poczgtkowe. W mnaszym przypadku bedzie to ilos¢ mg substancji w pewnej
chwili tg, co zapisujemy m (ty) = mg. Zatem podstawiajac w otrzymanym
wzorze t = to 1 wykorzystujac warunek m (tp) = mo mamy

mo = Ce ko,

Stad C' = mger. Tak wicc zaleznosé po-
miedzy masg substancji a czasem, okre-
$lona jest wzorem

m(t) = moe Ft—10),

Wykres tego rozwigzania przedstawiono m(t) = mge~F(t=t0)
na rysunku ponizej. Zauwazmy, ze
m(t) — 0, gdy t — oo. Oznacza to, iz z
uplywem czasu ilo$é pierwiastka promie- !

niotwérczego maleje do zera niezaleznie to ¢

od jego masy poczatkowe;j.
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(b) Jak wynika z poprzedniego przyktadu, zaleznos¢ pomiedzy masa substan-
cji promieniotwoérczej m a czasem t (tutaj liczonym w latach) okrelona jest
wzorem

m(t) = mge k=),

gdzie mg oznacza mase substancji w chwili poczatkowej tg, a k dodatni wspot-
czynnik proporcjonalnosci (zalezny od czasu polowicznego zaniku). Przyjmu-
jac to = 0, otrzymamy

m(t) = moe *t.
Wykorzystujac fakt, ze okres potowicznego zaniku wegla C-14 wynosi 5 730
lat mamy

m(5730) = moe 70 = %.

Stad k£ =1n2/5730. Tak wiec
m(t) =mge (—ln—2t)
—MOEP\ Thms0” )
Zatem po 10 000 latach wegiel C-14 bedzie mial mase

In2
m(10000) = mg exp (—5171%10000) .

Stad procent masy wyjsciowej pierwiastka, ktory pozostanie po 10 000 latach,

wynosi

10000 In 2
m(10000) 309 = exp (—n—mooo) - 100% ~ 29.83%.
o 5730

(c) Niech y = y(t), gdzie t > 0, bedzie
funkcja opisujaca szukang krzywa. Zatem

QQ(t) Y
— =4 .
2t ga

7 interpretacji geometrycznej pochodnej
wynika rownosé

y'(t) = tg(m —a) = — tga.

Funkcja y(t) spelnia zatem réwnanie réz-

niczkowe
!

y=—ty".
FLatwo sprawdzié, ze dla dowolnej statej rzeczywistej C' funkcja okreslona wzo-
rem



12 1. Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu

jest rozwiazaniem otrzymanego réwnania (rys.). Jezeli w rozwiazaniu pod-
stawimy t = to oraz wykorzystamy warunek y (ty) = yo, to, otrzymamy
yo = C/tg. Stad C' = yoto. Szukana krzywa jest zatem hiperbola réwnoosiowa
dana wzorem

Zadanie 1.2. (a) Z pewnej substancji radioaktywnej po uplywie 4 lat zostalo
20 gram, a po uptywie dalszych 4 lat tylko 4 gramy. Wyznaczy¢ mase sub-
stancji w chwili poczatkowe;j.

(b) Polon-210 ma okres polowicznego zaniku réwny 140 dni. Znalezé mase
pierwiastka po 100 dniach, jezeli jego masa poczatkowa wynosita 200 g.

(c) Okres polowicznego zaniku pewnego pierwiastka promieniotwoérczego jest

réwny 100 lat. Ile procent masy poczatkowej pierwiastka pozostanie po (i) 10,
(ii) 50, (iii) 200 latach?

1
Odpowiedzi. (a) 100 g; (b) m(100) ~ 121.9g; (¢) (i) R 100% =~ 93.30%, (ii)
1 1
7 100% = 70.71%, ( iii) 7 - 100% = 25.00%.
Definicja 1.3. (réwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu)
Réwnanie
R) y' = f(ty).

nazywamy rownaniem rozniczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu w postaci
normalne;j.
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Uwaga. Ogoélng forma réownania rézniczkowego rzedu pierwszego nazywamy
réwnanie postaci

/
F(t,y,y') =0.
Inaczej méwiac, rownanie rézniczkowe rzedu pierwszego wiaze zmienng nieza-
lezng t, zmienng zalezna y i jej pierwsza pochodna y’. Bedziemy si¢ postugiwali
réwniez formg rézniczkowq réwnania rézniczkowego, czyli rownaniem postaci

P(t,y)dt + Q(t,y)dy = 0.

Definicja 1.4. (rozwigzanie réwnania rézniczkowego)

Funkcje y(t) nazywamy rozwigzaniem na przedziale (a,b) réwnania réznicz-
kowego (R), jezeli na tym przedziale jest rézniczkowalna i zamienia réwnanie

w tozsamosé
y'(t) = f(t,y(t)) .

Wykres rozwiazania réwnania rézniczkowego nazywamy krzywa calkowgq (rys.

1.1).
M_/@

|

| |

| |

| |

| |

| |

& >
a b t

Rys. 1.1. Krzywa catkowa

Uwaga. Analogicznie okreslamy rozwiazania réwnania rézniczkowego na prze-
dziatach: [a,b), (a,b], [a,b], (—o0,b], [a,00). Przy czym, gdy rozwiazanie okre-
$lone jest na przedziale domknietym z jednego lub obu koncéw, to przez
jego pochodng na koncu przedzialu rozumiemy odpowiednia pochodng jedno-
stronna. Zalozenie, ze rozwiazanie réwnania rézniczkowego jest okreslone na
przedziale, jest istotna czescia definicji. Rozwiazanie réwnania rézniczkowego
zadane w postaci uwiklanej
O(t,y) =0

nazywamy calkq rownania. Poniewaz kazde rozwiazanie jest catka (niekoniecz-
nie odwrotnie), wigc czesto w odniesieniu do rozwiazan uzywa si¢ takze ter-
minu catka. Stad méwimy zwyczajowo scatkowaé réwnanie rézniczkowe.

Przyktad 1.5. Sprawdzi¢, ze podane funkcje (uwiklane) sa rozwigzaniami (cal-
kami) wskazanych réwnan rézniczkowych na zadanych przedziatach:

2
(a) y(t) = = (1—e') , y' =™V, (=00,0); (b) ye' =1, y' =

Y g
1+ty
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Rozwigzanie.
(a) Rozniczkujac funkcje y(t) = —In (1 — et), otrzymamy

t € (—00,0).

7 drugiej strony mamy

et+y(t) _ et—ln(l—et) _ ete—ln(l—et) _ !
1—et

dla t € (—00,0).

Zatem y'(t) = e*¥®) dla t € (—00,0). To oznacza, ze funkcja y(t) jest rozwia-
zaniem réwnania gy’ = e/ Y.

(b) Niech y(t) bedzie funkcja uwiktang okreélong na R réwnaniem ye'¥ = 1.
Zatem y(t)e® =1 dla t € R. Rézniczkujac obustronnie te réwnoéé, otrzy-
mamy

y' () +y () (y(t) + ty' (1)) = 0.
Stad po prostych przeksztalceniach mamy
J() = — vt
1+ ty(t)

To oznacza, ze funkcja uwiktana y(t) jest na R calka wskazanego réwnania.

Zadanie 1.6. Sprawdzié¢, ze podane funkcje (funkcje uwiklane) sa rozwiaza-
niami (catkami) wskazanych réwnan rézniczkowych na zadanych przedziatach:

(a) y(t)=¥, ty' +y=cost, (0,00); (b) y(t) =12, ty' +y=3t* R;

(c) y(t) y' +2ty* =0, R; )y +12 =4, yy' =—t, (-2,2).

e

Definicja 1.7. (zagadnienie poczgtkowe)

Réwnanie rézniczkowe (R) oraz warunek

(W) y (to) = yo

nazywamy zagadnieniem poczgtkowym lub zagadnieniem Cauchy’egot.
Uwaga. Zagadnienie poczatkowe bedziemy zapisywali w postaci
(RW) y'=fty),  y(to) =10

Liczby tg 1 yo nazywamy wartoSciami poczatkowymi, a warunek (W) warun-
kiem poczatkowym.

tAugustin Louis Cauchy (1789-1857), matematyk francuski.
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Definicja 1.8. (rozwigzanie zagadnienia poczgtkowego)

Funkcje y(t) nazywamy rozwigzaniem zagadnienia poczgtkowego (RW), jezeli
jest rozwiazaniem réwnania (R) na pewnym przedziale zawierajacym punkt ¢g
i spelnia warunek (W).

Uwaga. W interpretacji geometrycznej, rozwigzanie zagadnienia poczatkowego
polega na wskazaniu wéréd krzywych catkowych réwnania (R) tej, ktéra prze-
chodzi przez punkt (tg,y0) (rys.1.2).

krzywe
catkowe

Rys. 1.2.

Zagadnienie poczatkowe niekoniecznie musi mieé¢ tylko jedno rozwigzanie. Dla

przyktadu zagadnienie
y'=2/lyl, y(0)=0

ma nieskonczenie wiele rozwiazan. Rzeczywiscie, latwo sprawdzié, ze y(t) =0
jest jego rozwiazaniem. Ponadto rozwiazaniami sg funkcje okre$lone wzorem

=10 dla t<C,
Yl =1V =) dla t>C,

gdzie C' > 0 (rys.).

Y y=yc()
C t
L : . 2(Ctt —1) .
Przyktad 1.9. Sprawdzié, ze dla kazdego C' € R funkcja y(t) = CHT1 jest

na R rozwigzaniem réwnania rézniczkowego ty’ + y?> = 4. Nastepnie znalezé
rozwiazania tego réwnania spelniajace warunek poczatkowy y(1) = 1.
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Rozwigzanie. Niech C' bedzie dowolna, ale ustalong liczba rzeczywista. Ro6z-
niczkujac funkcje y(t) wzgledem zmiennej t € R, otrzymamy

_8Ct* (Ctt+1) —8Ct3 (Ct*—1)  16Ct

v'(t) (Ctt + 1) (1)

Zatem

ty'(t) + (1) =t

16013 (2 (Ctt— 1))2

(Ct4+1)2 Ct4+1
A 4 )2 4 2
_ e A(Cr 1) ACEFY) R
(Ct4 + 1) (Ct4 + ].)

To oznacza, ze dla kazdego rzeczywistego C' funkcja y(t) jest na R rozwiaza-
niem réwnania ty’ + y? = 4. Wykorzystujac warunek poczatkowy mamy

2(C - 1)

L=v()==513

Stad C = 3. Ostatecznie rozwigzanie zagadnienia poczatkowego ma postaé

23t —1)

y(t) = ST gdzie t € R.

Zadanie 1.10. Sprawdzié, ze dla kazdego C' € R podane funkcje sg rozwigza-
niami wskazanych rownan rézniczkowych. Nastepnie znalezé rozwiazania spet-
niajace zadane warunki poczatkowe:

(a) y(t)=t+C, y' =1, y(0)=0;

)
1
t)=Ce ™+ ¢, y' +2y=¢', y(0) =1

(b) y( .
(c)y(t)=Ce', y' =y, y(1)=-1
(d) y(t) =t + CVE 11, yz% 4(0) = 0.

Odpowiedzi. (a) y(t) =t; (b) y(t) = %et (142e7%); (c) y(t) = —€" % (d) y(t) = ¢.

TWIERDZENIE 1.11%. (istnienie i jednoznaczno$é rozwigzarn réwnania (R))

Jezeli funkcja f(t,y) oraz jej pochodna czastkowa (0f/0y) (t,y) sa ciagle na
obszarze D C R?, to dla kazdego punktu (tg,yo) € D zagadnienie poczatkowe

y'=f(t,y), y(to)=wo

ma tylko jedno rozwiazanie.
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Uwaga*. Inaczej méwiac, dla dowolnego punktu (¢p,y9) z obszaru D istnieje
rozwiazanie zagadnienia poczatkowego (RW). Co wiecej, jezeli dane sa dwa
rozwiazania o tych samych wartosciach poczatkowych (W), przy czym kazde
z nich okreslone jest na pewnym przedziale zawierajacym punkt ¢y, to pokry-
waja sie one na wspdélnej czesci rozwazanych przedziatdw.

Badanie istnienia rozwiazan zagadnien poczatkowych oraz ich jednoznacznosci
jest jednym z probleméw teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Interpretacja geometryczna réwnania rézniczkowego rzedu pierwszego

Niech w réwnaniu (R) funkcja f(t,y) bedzie cia-
gla na obszarze D C R2?. Przez kazdy punkt
(to,yo) tego obszaru przeprowadzimy odcinek
o dlugosci 1 i srodku w tym punkcie, lezacy
na prostej, ktérej wspoétczynnik kierunkowy jest
réwny f (to,yo) (rys.1.3). Odcinki te nazywamy
kierunkami réwnania rézniczkowego (R). Réw-
nanie rézniczkowe okresla na obszarze D pole
kierunkow (rys. 1.4 (a)). Niech y = y(t) bedzie
krzywa catkowa réwnania rézniczkowego (R).
Gdy krzywa ta przechodzi przez punkt (¢, y9) €
D, to oczywiscie yo = y (t9) oraz Rys. 1.3.

y' (to) = f (to,y (to)) = f (to, vo) -

Krzywa catkowa jest wiec w punkcie (tg, yo) styczna do kierunku réwnania. Na
odwrét, jezeli krzywa y = y(t) lezy w obszarze D i w kazdym jej punkcie (¢,y)
krzywa ta jest styczna do kierunku réwnania (R), to y'(t) = f(t,y(t)), a wiec
y = y(t) jest krzywa calkowa tego réwnania. Zatem scatkowaé¢ réwnanie réz-
niczkowe (R) na obszarze D, znaczy znalezé na tym obszarze wszystkie krzywe,
ktore w kazdym punkcie beda styczne do kierunku réwnania (rys. 1.4 (b)).
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1.2. Réwnania ré6zniczkowe o zmiennych rozdzielonych

Definicja 1.12. (réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych)

Réwnanie rozniczkowe, ktére mozna sprowadzi¢ w postaci

(S) y' = g(t)h(y),

nazywamy réwnaniem o zmiennych rozdzielonych.

Uwaga. Jezeli h (yo) = 0 dla pewnego v, to funkcja stala y(t) = yo jest jednym
z rozwiazan réwnania (S).

FAKT 1.13. (calka réwnania o zmiennych rozdzielonych)

Jezeli funkcje g(t) 1 h(y) sa ciagle, przy czym h(y) # 0 dla kazdego y, to catka
réwnania rézniczkowego o zmiennych rozdzielonych (S) dana jest wzorem

dy
w_/g(t)dt—i—C’,

gdzie stata catkowania C jest dowolng stala rzeczywista.

Uwaga. Catki w powyzszym wzorze rozumiane sa jako dowolne, lecz ustalone

funkcje pierwotne. W niektérych przypadkach wygodniej jest do dalszych roz-

wazah wybraé stala calkowania w tzw. postaci logarytmicznej, tj. In |C/|, gdzie

C eR\{0}.

Przyktad 1.14. Scatkowaé réwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:
dy t

(2) = =2y (¢ +1); (b)y’:—g;

() y' =1 -y (d) y(1 +t)dt +t (1 —y)dy = 0.

Rozwigzanie.

(a) Réwnanie dy/dt = 2y (t + 1) jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych
postaci (S), gdzie g(t) = 2(t + 1) oraz h(y) = y. Po sprowadzeniu do formy
rézniczkowej i rozdzieleniu zmiennych, otrzymamy

&y _ 2(t + 1)dt.
y

Calkujac obustronnie dostaniemy

/C;—y :/2(t+1)dt.

Zatem calka réwnania ma postaé

Inly| = (t+1)*+mn|C|,
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gdzie stala C jest dowolng liczbg rzeczywista, rézna od zera. Stad
|y| — |C|e(l+t)2,
czyli
2 2
y(t) = |Cle™D” b y(t) = —|C|eHY’,

co wobec dowolnosci stalej C mozna ujaé jednym wzorem
y(t) = Celtt1)?

Zauwazmy ponadto, ze h(y) = y, wiec y(t) = 0 jest réwniez rozwigzaniem
rownania. Rozwigzanie to mozna otrzymaé z rozwigzania zawierajacego stata
C, jezeli dopuécimy warunek C = 0.

(b) Réwnanie y' = —t/y jest réwnaniem o rozdzielonych zmiennych postaci
(S), w ktérym ¢(t) = —t, h(y) = 1/y, gdzie y # 0. Po przeksztalceniu do
formy rézniczkowej i rozdzieleniu zmiennych mamy

ydy = —tdt.

Calkujac obustronnie, otrzymamy

/ydy:—/tdt.

Stad catka réwnania ma postaé

1 1
§y2 = —§t2 + C, CZyli t2 + y2 = Cl,

gdzie C7 = 2C jest dodatnia staly rzeczywista.

(c) Réwnanie y' = /1 — y2 jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych po-
staci (S), w ktérym g(t) = 1 oraz h(y) = /1 —y?, gdzie y € (—1,1). Po

przeksztatceniu do formy rézniczkowej i rozdzieleniu zmiennych mamy

dy
Calkujac obustronnie, otrzymamy
d
[ a
V1—1y?
Stad catka réwnania ma postaé

arcsiny =t + C,
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gdzie C' jest stala rzeczywista. Z calki tej mozemy otrzymaé rozwiazanie
. . 7r T
y(t) =sin(t+C), gdzie — o -C<t<g-C

Zauwazmy ponadto, ze

hMy)=4/1-92=0 < y=1lub y=—1.

Mamy zatem jeszcze dwa rozwiazania y(t) = 11 y(t) = —1. Rozwiazan tych
nie mozna otrzymac z rozwiazania zawierajacego stata C.

(d) Rozdzielajac zmienne w réwnaniu y(1+t¢) dt+t(1—y)dy = 0, otrzymamy
y—1 1+¢

L dy=——dt.
Yy Y t

Skad po obustronnym scatkowaniu mamy
y—Inly|=Injt|+t+C,

gdzie C' jest dowolna stala rzeczywista. Powyzsze réwnanie okresla rozwia-
zanie w formie uwiklanej, jest zatem calks réwnania. Zauwazmy ponadto, ze
rownanie

y(l+t)dt +t(1 —y)dy =0
po prostych przeksztalceniach mozna sprowadzi¢ do réwnania o zmiennych
rozdzielonych postaci (S), w ktorym g(t) = (t+1)/t, h(y) = y/(y—1), gdzie y #
1, co oznacza, ze funkcja y(t) = 0 jest rowniez jego rozwiazaniem. Rozwiazania

tego nie da sie otrzymacé z caltki y — In|y| = In|t| + ¢t + C dla zadnej wartosci
C.

Zadanie 1.15. Scatkowaé réwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:

(a) yy' + 4t = 0; (b) dy = 2ty?dt;

(c) t(y? —1)dt +y (> — 1) dy = 0; (@) 2vity' = /1 —y?

() y'=1+t+y+ty (B y' +ay =y (e " +4);

() (1-1)y' =2y; (h*) VI —2dy + /1 — y2dt = 0.

Lt .
2rc? B

(d) y(t) = sin (C+ \/%), yt)=-1,yt)=1;(e) m|l+y|=t+ 5752 +C;

() y(t) = Ce=(); (&) y(t) = CL: (10%) y(t) = VT — 2sinC — tcos C.

1—¢’

Odpowiedzi. (a) y* + 4t = C; (b) y(t) = =0;(c) =1+
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TWIERDZENIE 1.16. (istnienie i jednoznacznosé rozwigzan réwnania (S))
Jezeli funkcje ¢(t) 1 h(y) sa ciaglte odpowiednio na przedziatach (a,b) i (c,d),
przy czym h(y) # 0 dla y € (¢,d) oraz jezeli tg € (a,b), yo € (¢,d), to dla
dowolnych punktéw tg € (a,b), yo € (¢, d) zagadnienie poczatkowe

y' = g(th(y), y(to) = yo,
ma tylko jedno rozwiazanie.

Uwaga. Inaczej méwiac, przez kazdy punkt (¢o,yo) prostokata (a,b) x (c,d)
przechodzi dokladnie jedna krzywa catkowa (rys. 1.5) réwnania y' = g(t)h(y).

Qo ————— -

Rys. 1.5.

Przy czym krzywa ta nie zawsze jest okre$lona na calym przedziale (a,b), co
ilustruje podany ponizej przyktad.

Przyktad 1.17. Wyznaczy¢ rozwigzanie réwnania rézniczkowego o zmiennych
rozdzielonych

y' +y?sint = 3(ty)?
z warunkami poczatkowymi

(a) y(0) = 1; (b) y(0) = —1.
Poda¢ przedziaty, na ktérych rozwiazania sg jednoznaczne.

Rozwigzanie. Réwnanie y’ + y?sint = 3(ty)? jest réwnaniem o zmiennych
rozdzielonych postaci (S), gdzie g(t) = 3t — sint oraz h(y) = y?. Funkcja
g(t) jest ciagla na R, a funkcja h(y) jest ciagla i rézna od zera na kazdym
z przedzialéw (—o0,0), (0,00). Rozdzielajac zmienne ¢ i y mozemy réwnanie
zapisa¢ w formie rézniczkowej

dy

— = (3t* —sint) dt.
y

Skad, po obustronnym scatkowaniu, mamy

1
—= =13+ cost+ C.
Yy
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Rozwiazanie ma zatem postac

(1) =~
Y= T8 Y cost+ €
gdzie C' jest dowolna stala rzeczywista.

(a) Wobec warunku poczatkowego y(0) = 1, zalozenia twierdzenia o istnieniu
i jednoznacznosci sa spelnione odpowiednio na R i (0, 00). Poniewaz

1
1=9(0)=—-———, wiec C' = -2
y(0) =15 wie
Zatem jedynym rozwiagzaniem zagadnienia poczatkowego y’'+y?sint = 3 (ty)Q,
y(0) =1 jest funkcja
1
34 cost—2
Rozwiazanie to okreslone jest na przedziale (—oo, b), gdzie b jest pierwiastkiem
réwnania b3 + cosb = 2.

y(t) =

(b) Wobec warunku poczatkowego y(0) = —1, zalozenia twierdzenia o ist-
nieniu i jednoznacznosci sa spelnione odpowiednio na R i (—o0,0). Poniewaz

1
Zatem jedynym rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego y'+y? sint = 3 (ty)z,
y(0) = —1 jest funkcja
(t) = ——
Y= T cost

Rozwiazanie to okreslone jest na przedziale (a,00), gdzie a jest pierwiastkiem
réwnania a® + cosa = 0.

Zadanie 1.18. Wyznaczy¢ rozwigzanie réwnania rézniczkowego o zmiennych
rozdzielonych

(1+8)y =144
z warunkami poczatkowymi:
(a) y(1) = =1; (b) y(1) = 1.
Podaé przedzialy, na ktérych rozwigzania sg jednoznaczne.

Odpowiedzi. (a) y(t) = —%, £50; (b) y(t) = ¢, t € R.

Przyktad 1.19. Rozwiazaé zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych
o rozdzielonych zmiennych:

(a) y' = —ev™ T y(0) = —1; (b) t*y' +y* =0, y(1) = 1.
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Rozwigzanie.

(a) Réwnanie y' = jest réwnaniem o rozdzielonych zmiennych po-
staci (S), w ktérym h(y) = e¥ > 0. Zatem nie ma ono rozwiazan dodatkowych.
Przeksztalcajac to réwnanie do postaci rézniczkowej i rozdzielajac zmienne
mamy

_ey+1+1

e Ydy = —e'tdt.
Calkujac obustronnie, otrzymamy
_e_y j— _€t+1 + 07

gdzie C' jest dowolng stala rzeczywista. Stad po prostych przeksztalceniach
dostaniemy

y(t) = —1In (etH - C’) .
Wykorzystujac warunek poczatkowy mamy
—1=y(0) = —In(e — C).
Stad C' = 0. Tak wiec rozwiagzaniem zagadnienia poczatkowego jest funkcja

y(t) = —(t+1).

(b) Réwnanie t2y’ 4+ 3? = 0 jest réwnaniem o rozdzielonych zmiennych po-
staci (S), w ktérym h(y) = y?. Zatem h(y) = y> = 0 dla y = 0, wiec funkcja
y(t) = 0 jest jednym z jego rozwiazan. OczywiScie nie jest to rozwiazanie
spelniajace zadany warunek poczatkowy. Rozdzielajac w réwnaniu zmienne,
otrzymamy

dy dt
o
Stad po scatkowaniu obu stron mamy
1 1
—— =4+ 07
y ot

gdzie C' jest dowolna staly rzeczywista. Po prostych przeksztatceniach, otrzy-
mamy rozwigzanie postaci

t
1+Ct

Wykorzystujac warunek poczatkowy mamy

y(t) =

1
1=9y(1) = ———.
S
Stad C' = —2. Zatem rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego jest funkcja
t
y(t) = 5—-

2t—1
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Zadanie 1.20. Rozwiazaé zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych
o rozdzielonych zmiennych:

(a) y'sint =ylny, y (g) =e  (b) ty/1—y2dt +yV1—t3dy =0, y(0) = 1;
() tly+1y" =y, yle) = 1; (d) yeostdt — (1+y?) dy = 0, y(0) = 1;
() y' =y (1+82), y(0) = =2 (£) e’ (y'—1) =1, y(0) = 0.

Odpowiedzi. (a) y(t) = ¢ © %; (b) y(t) = \/1 - (1 —V1- t2)2, y(t) = 1;
2 _
(¢) ny+y=1Int (d) Iny+ % = % +sint; (e) y(t) = %;
t+ §t3 +5
(f) y(t) =In (2" —1).

1.3. Roéwnania rézniczkowe jednorodne

Definicja 1.21. (réwnanie réziniczkowe jednorodne)
Roéwnanie rézniczkowe, ktére mozna zapisaé w postaci

(J) y'=f(u), gddeu=7
nazgywamy réwnaniem jednorodnym.

FAKT 1.22. (zamiana zmiennych w réwnaniu jednorodnym)

Roéwnanie jednorodne (J) przez zamiane zmiennych y = ut sprowadza sie do
réwnania o zmiennych rozdzielonych postaci

Uwaga. Jezeli f (ug) = up dla pewnego ug, to jednym z rozwiazan réwnania
(J) jest funkcja y(t) = ugt.

Przyktad 1.23. Scatkowaé réwnania rézniczkowe jednorodne:

, T4y dy 2ty
== 0=
Rozwiazanie.

(a) Poniewaz
t+y Yy
29142
t s
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wiec rozwazane réwnanie jest rownaniem jednorodnym postaci (J), gdzie f(u)
1+u # u. Stosujac podstawienie y = tu, mamy y’ = u+tu’, a rébwnanie przyj-
muje postaé
1
tu' +u=14u, czyli v’ = T
Rozdzielajac zmienne, a nastepnie obustronnie catkujac, otrzymamy

u(t) =Inlt| +In|C],

gdzie stala catkowania wybraliSmy w postaci logarytmicznej. Wracajac do
zmiennej y mamy
y(t) = tn|Ct],
gdzie C' jest dowolna stala rzeczywista rézng od zera.
(b) Poniewaz
0¥
2ty t

t2_y2 - - (g)2’
t

wiec réwnanie jest jednorodne postaci (J), gdzie f(u) = 2u/ (1 - u2) . Pod-

stawmy y = tu, stad

dy n 7fdu
— =u+t—.
dt dt
Zatem réwnanie przyjmuje postaé
u+tdu 2u el tdu u+ u?
—=——, czyli t— = ——
dt 1wz e T 12

Rozdzielajac zmienne mamy

(u? —1)du  dt

w(l+u?)  t’

Rozktadajac lewa strone rownania na utamki proste

u?—1 (1 2u )
_— = (- ) du
u(l+u?) du u  1+u?

i obustronnie catkujac, otrzymamy
In |u| —In (1 + u2) =Int| —In|C]|,
gdzie staly catkowania wybraliSmy w postaci logarytmicznej. Stad

t(u?+1)
u

=C.
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Powracajac do zmiennej y, po prostych przeksztalceniach, otrzymamy

t* +y* = Cy,
gdzie C' jest dowolng r6zng od zera stata rzeczywista. Wzor ten okresla rodzine
okregéw o Srodku w punkcie (0,C/2) i promieniu |C|/2, a wiec stycznych
do osi Ot w poczatku ukladu wspétrzednych. Zauwazmy réwniez, ze skoro
réwnanie f(u) = 2u/ (1 — u2) = u ma rozwiazanie ug = 0, wigc takze funkcja
y(t) = uot = 0 jest rozwiazaniem rozwazanego réwnania.

Zadanie 1.24. Scalkowaé réwnania rézniczkowe jednorodne:

(a) ty" = \/t2 —y? +y; (b) (t —y)dt + tdy = 0;

(c) ty’ =y (Iny —Int); (d) ty’—yzttgg'

(e) (2 —y?)dt+tydy=0;  (£) 2y’ =ty +y*

Odpowiedzi. (a) y(t) = tsinln|Ct|, y(t) = £t; (b) (t) =t(C —Inlt]);
(c) y(t) = tetT1; (d) y(t) = tarcsin Ct; (e ) y(t) = C —Int?;

(f) y(t) = T y(t) = 0.

TWIERDZENIE 1.25. (istnienie i jednoznaczno$é rozwigzan réwnania (J))

Jezeli funkcja f(u) jest ciagla na przedziale (a, b) i spelnia tam warunek f(u) #
u, to dla dowolnych punktéw (to,yo) takich, ze a < yo/to < b zagadnienie
poczatkowe

y':f(%), y (to) = o,

ma tylko jedno rozwiazanie.

Uwaga. Inaczej méwiac, przez kazdy punkt (to, yo) obszaru {(¢,y) : a < y/t < b}
przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa réwnania (J) (rys. 1.6). Przy czym
krzywa ta okre$lona jest na pewnym przedziale I C (0,00), gdy to > 0, a na
I C (—00,0), gdy to < 0.

Yo
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Przyktad 1.26. Rozwiazaé zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych
jednorodnych:

dy y2+t2 , 2ty—y2
(a) — Wy y(1) ; (b)y 2ty y(1)

Wyznaczy¢ przedziaty, na ktorych rozwigzania sa jednoznaczne.

Rozwiazanie.
(a) Poniewaz

ty  t * y ot +
wiec rozwazane réwnanie jest rownaniem jednorodnym postaci (J), gdzie f(u) =
u+ 1/u. Funkcja f(u) jest ciagla na kazdym z przedzialéw (0, 00), (—o0,0), a
réwnanie f(u) = u nie ma tam rozwiazan. Ze wzgledu na wartosci poczatkowe
to =1, yo = —1 mamy ¢ € (0,00) oraz y € (—00,0). Podstawiajac y = tu,
otrzymamy y’ = u + tu’. Po podstawieniu réwnanie mozna przeksztalci¢ na
réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych postaci

y2+t2 B y t y <y)—1
t )

udu = @
t

Dalej catkujac obustronnie mamy
u? =2(Int + C),

gdzie C' jest dowolna stala rzeczywista. Wracajac do zmiennej y, otrzymamy
catke rownania postaci
y> =2t (Int + C).

Uwzgledniajac fakt, ze y < 0 oraz t > 0 mamy rozwigzanie w postaci

y(t) = —t/2 (Int + C).

Z kolei uwzgledniajac warunek poczatkowy y(1) = —1, otrzymamy C = 1/2,
a w konsekwencji rozwiazanie zagadnienia poczatkowego w postaci

y(t):—t,/2<21nt+%).

Rozwiazanie to okreslone jest dla tych wartos$ci zmiennej ¢, dla ktérych spet-
niona jest nieréwnosé¢ Int 4+ 1/2 > 0. Zatem rozwiazanie okreslone i jedno-
znaczne jest na przedziale (1/ Ve, o0) . Z twierdzenia o istnieniu i jednoznacz-
nosci dla réwnan jednorodnych wynika, ze rozwiazanie jest jednoznaczne.
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(b) W tym przypadku mamy

2ty—y2 _2_

Ay —t2

2 —

Q| o+ =

Roéwnanie jest wiec réwnaniem jednorodnym postaci (J), gdzie

2 — 2 —
f = 25 = =
27

Funkcja f(u) jest ciagla na kazdym z przedzialéw (—oo,1/2), (1/2,00). Po-
nadto réwnanie f(u) = u nie ma rozwiazan w tych przedziatach. Ze wzgledu
na wartosci poczatkowe ty = 1, yp = 2, mamy ¢t € (0,00) oraz y € (1/2,00).
Dokonujac podstawienia y = tu mamy y’ = u + tu’. W konsekwencji réw-
nanie wyjéciowe mozna przeksztalci¢ na réwnanie rézniczkowe o zmiennych
rozdzielonych postaci

(2 —u)u

2u—1"

Po prostych przeksztalceniach i rozdzieleniu zmiennych, otrzymamy

tu +u=

2u —1 3dt
——du=—.
u(l —u) t

Rozkladajac lewa strona réwnania na utamki proste

2u—1 1 1
———du=—(— d
u(l —u) “ (u+1—u) “

i catkujac obustronnie, mamy
—In|1—u|—In|ul =3n|t|+1In]|C|,
gdzie C' jest dowolna rézna od zera stala rzeczywista. Stad

C

u(l—u) = et

Wracajac do zmiennej y, otrzymamy calke postaci

C
f—w+?:0
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Z warunku y(1) = 2, mamy C = —2. Zatem calka réwnania spelniajaca waru-
nek poczatkowy ma postaé

2
2
—ty—Z=0.
vty -

Stad wyznaczajac y przy uwzglednieniu, ze y € (1/2,00), otrzymamy rozwia-
zanie zagadnienia poczatkowego postaci

y(t) = % <t+\/t2+§>.

Rozwigzanie to okreslone jest na przedziale (0,00). Z twierdzenia o istnieniu i
jednoznacznoéci dla réwnan jednorodnych wynika, ze rozwiazanie jest jedno-
znaczne.

Zadanie 1.27. Rozwigzaé zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych
jednorodnych:

1

() ty' =t 459,y =0 (b) (£ 4+9?) dt —2eydy =0, y(1) = V2;

4y2 _ t2

= y(1) = 1; d) (y* —*) dt —ty*dy = 0, y(1) = 3.
(©) y oy 0 Y =1 (@) (v* - #*) ydy =0, y(1)
Wyznaczyé¢ przedziaty, na ktorych rozwigzania sa jednoznaczne.
Odpowiedzi. (a) y(1) = 2 (t . \/E) t>0; — Vit T 1), t > 0;
2

(c) y(t) = t 1+Ttt>0 ) =t/3(9—1nd), t > 0.

1.4. Roéwnania rdézniczkowe liniowe

Definicja 1.28. (rownanie rézniczkowe liniowe)
Roéwnanie rézniczkowe, ktére mozna zapisaé w postaci

(L) y' + p(t)y = q(t),

nazywamy réownaniem liniowym pierwszego rzedu. Jezeli q(t) # 0, to réwnanie
nazywamy lintowym niejednorodnym. W przeciwnym przypadku nazywamy je
rownaniem lintowym jednorodnym.

Uwaga. Réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne jest szczegdlna postacia
réwnania o zmiennych rozdzielonych y’ = g(t)h(y), w ktérym przyjeto g(t) =
—p(t), h(y) = y. Zatem korzystajac z metody rozdzielania zmiennych mozna
pokazaé, ze jezeli p(t) jest funkcja ciagla na przedziale, to rozwiazanie na tym
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przedziale réwnania rézniczkowego liniowego jednorodnego y’+p(t)y = 0 dane
jest wzorem

y(t) = Cexp (— /p(t) dt) :

gdzie C' jest dowolng staly rzeczywista, a catka rozumiana jest tu jako do-
wolna, lecz ustalona funkcja pierwotna.

Ponizej przedstawimy dwie metody rozwiazywania réwnan liniowych niejed-
norodnych, przy zalozeniu, ze funkcje p(t) i q(t) sa ciagle na przedziale.

Metoda uzmienniania stafej

Jak podano powyzej funkcja

C exp (— /p(t) dt)

jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego y’ + p(t)y = 0. Istota ,metody
uzmienniania statej” jest zalozenie, ze rozwigzanie réwnania rézniczkowego
niejednorodnego mozna przedstawi¢ w postaci

) = clt)exp (- [ plt)at).

gdzie c(t) jest odpowiednio dobrana funkcja rézniczkowalna. Przy tym zaloze-
niu mamy

y'(t) = c'(t) exp (— /p(t) dt) — p(t)e(t) exp (— /p(t) dt) .

Funkcja y(t) bedzie rozwiazaniem réwnania rézniczkowego niejednorodnego,
gdy bedzie spetniala warunek

y'(t) + p(t)y(t) =

Zatem
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Po scatkowaniu otrzymamy funkcje ¢(t) w postaci

oft) = / a(t) {exp ( / (1) dt)} dt + C,

gdzie C jest dowolng stala rzeczywista. Po wstawieniu do wzoru okreslajacego
funkcje y(t), mamy

y(t) = exp <— /p(t) dt) / [q(t) exp (/p(t) dt)} dt + Cexp <— /p(t) dt) ,

gdzie C jest dowolng stala rzeczywista. Latwo sprawdzi¢, ze powyzszy wzor
przedstawia rozwiazanie réwnania rozniczkowego liniowego niejednorodnego

(L).

Metoda czynnika catkujacego

Jezeli funkcja y(t) jest rozwiazaniem réwnania (L), to zachodzi réwnosé

y'(t) + p(t)y(t) = q(t).

Mnozac obie strony powyzszej réwnoéci przez wyrazenie

exp (/p(t) dt) > 0,

zwane czynnikiem catkujgcym, gdzie / p(t) dt oznacza dowolna (lecz ustalona)

funkcje pierwotna funkcji p(t), mamy

y'() exp ( / (1) dt) +p(t)y(t) exp ( / p(t) dt) — q(t) exp ( / (1) dt) .

Wyrazenie po lewej stronie otrzymanej réwnosci mozna przepisa¢ w postaci

{y(t) exp </p(t) dt)] /.
[y(t) exp (/p(t) dtﬂ T q(t) exp (/p(t) dt) .

Calkujac obustronie powyzsza réwnosé dostaniemy

y(t) exp (/p(t) dt) = / {q(t) exp (/p(t) dt)] dt + C,

gdzie C' jest dowolna stala rzeczywista. Zatem

y(t) = exp (— /p(t) dt) / [q(t) exp (/p(t) dt)} dt + Cexp (— /p(t) dt) ,

co nalezato pokazaé.

Stad
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Przyktad 1.29. Rozwiazaé¢ réwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne:

(a) y' =2ty = t; (b)y’—%ztcost.

Rozwigzanie.
(a) W rozwigzaniu wykorzystamy metode uzmienniania stalej. Najpierw
znajdziemy rozwigzanie réwnania jednorodnego y’ — 2ty = 0. Rozdzielajac

zmienne mamy

d
Y _ ot
y

Po scatkowaniu, otrzymamy
Inly| =t* +1n|C|,

a stad
y(t) = Ce'”,

gdzie C' jest dowolna stalg rzeczywista. Szukamy teraz rozwiazania réwnania
niejednorodnego w postaci

y(t) = c(t)e”.
Obliczamy pochodna y’(t) = ¢’(t)e!” +c(t)2te’” i podstawiamy ja do réwnania.

Mamy
’ c’(t)et2 +W—W: t.

Stad
'l =t, czyli '(t) =te ",

wiec po obustronnym scalkowaniu, otrzymamy
1
ct)=—=e " +C.
2
Ostatecznie rozwigzanie rownania niejednorodnego dane jest wzorem
1 1
y(t) = c(t)e’” = <——e_t2 + C’) e’ = e’ — 2,
2 2
gdzie C' oznacza dowolna stala rzeczywista.

(b) W rozwiazaniu wykorzystamy metode czynnika catkujacego, ktory dla
tego réwnania jest rowny

exp/p(t) dt :exp/ (—%) dt = %
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Mnozac wyjéciowe réwnanie przez czynnik calkujacy, otrzymamy
/

vy_4% = cost.

t 12

!/
<£> = cost.
t

Po obustronnym scatkowaniu, otrzymamy

Stad

% =sint 4+ C.
Tak wiec rozwigzanie rozwazanego rownania jest postaci
y(t) =t(sint + C),
gdzie C' oznacza dowolna stala rzeczywista.

Zadanie 1.30. Rozwiazaé¢ réwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne:
(a) y' +y=sint; (b)y/+2ty:e_t2; (c) ty’ — 2y = t3 cost;
(d) ty — 2y = 4t4; (e) ty +e' —ty’ = 0; (f) (2t + 1)y’ = 4t + 2y.

Odpowiedzi. (a) y(t) = Ce " + % (sint — cost); (b) y(t) = (C + t)e*tQ;

(¢) y(t) = t* (C +sint); (d) y(t) = Ct +2t%; (e) y(t) = (In[t| + C) e
(f) y(t) = (In |2t + 1|+ C) (2t + 1) + 1.

TWIERDZENIE 1.31. (istnienie i jednoznaczno$é rozwigzan réwnania liniowego)

Jezeli funkcje p(t) i q(t) sa ciagle na przedziale (a,b), to dla dowolnych ¢y €
(a,b) oraz yo € R zagadnienie poczatkowe

y'+pt)y =a(t), y(to) = v,
ma tylko jedno rozwiazanie. Rozwiazanie to okreslone jest na przedziale (a,b).

Uwaga. Inaczej méwiac, przez kazdy punkt (to,yo) pasa (a,b) x R (rys. 1.7)
przechodzi doktadnie jedna krzywa calkowa réwnania rézniczkowego liniowego.

y=y(t)
Yo @& --—-—---—---—-—-—- 4: 7777777 i
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Przyktad 1.32. Wyznaczy¢ rozwiazania zagadnien poczatkowych dla réwnan
liniowych niejednorodnych:

5 1
(a) y'sint —y =1, y(g) = 0; (b) y'+2ty =1, y(0) =—3.
Okresli¢ przedziaty, na ktérych rozwiazania sa jednoznaczne.

Rozwiazanie.
(a) Przeksztalcajac rozwazane réwnanie do postaci y' + p(t)y = q(t), otrzy-
mamy
oy 1
sint  sint’
Zauwazmy, ze funkcje p(t) = ¢(t) = 1/sint sa ciagle na przedzialach po-
staci (km, (k+ 1)), gdzie k € Z. Zauwazmy ponadto, ze warto$¢ poczatkowa
to = 57/2 nalezy do przedziatu (km, (k+ 1)) tylko dla k = 2. Z twierdzenia
o istnieniu i jednoznacznosci wynika, ze rozwiazanie rozwazanego zagadnienia
jest okreslone i jednoznaczne na przedziale (27, 37). Do wyznaczenia tego roz-
wiazania wykorzystamy metode uzmienniania statej. Rozdzielajac zmienne w
réwnaniu jednorodnym mamy

dy _ _d

y  sint’

Stad po scatkowaniu i prostych przeksztalceniach, otrzymamy rozwiazanie
rownania jednorodnego
-t

gdzie C oznacza stala rzeczywista. Rozwiazania réwnania niejednorodnego
szukamy w postaci

Obliczajac pochodna

i podstawiajac do rownania niejednorodnego, otrzymamy

(t)tg !

t c(t ¢ 9 1

c’(t) tg§ ( ) . : 2 .
2 cos2 5 sint sint
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Stad
t 1 1 t 1
"t)tg = = — i ¢'(t) = — - cto— =
c()g2 sint’ czyli ¢’(t) sint ey 94 ’
sin® —

wiec po obustronnym scatkowaniu mamy
t
c(t) = — ctg§ +C.

Zatem rozwigzanie réwnania niejednorodnego dane jest wzorem

t t t
e - = — — — _1 —_
y(t) = elt) e & ( cte g+ 0) rOwl

gdzie C jest dowolng stata rzeczywista. Wykorzystujac warunek poczatkowy
mamy

5 5
Ozy(g) :—1+Ctg17r.

Stad C' =1 i rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego jest funkcja

t

(b) Zauwazmy, ze funkcje p(t) = 2t i q(t) = t sa ciagle na R. Zatem z
twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci wynika, ze rozwiazanie zagadnienia
takze jest okreslone i jednoznaczne na R. W rozwiazaniu wykorzystamy me-
tode czynnika catkujacego. Poniewaz p(t) = 2t, wiec czynnik calkujacy jest

o exp (/ p(t) dt) - (/ . dt) —e ().

Mnozac obustronnie rownanie przez otrzymany czynnik mamy
et2y’ + et22ty — et

Zatem réwnanie to mozna przepisa¢ w postaci

!/
(eto) = etQt.
Po obustronnym scatkowaniu, otrzymamy

1
et2y = §€t2 + C,

gdzie C jest dowolna stala rzeczywista. Rozwigzanie rownania liniowego nie-
jednorodnego jest zatem postaci
1

mw:§+053
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Wykorzystujac warunek poczatkowy, otrzymamy

1 1

——=y0)==-+C.
5 =y0)=5+
Stad C = —1, wiec rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego jest funkcja
1 2
t)y=—-—e".
yt) =5 —e

Zadanie 1.33. Wyznaczy¢ rozwiazania zagadnien poczatkowych dla réwnan li-
niowych niejednorodnych:

(a) y'—y =1, y(3) =3; (b) y" = (y + 1)sint, y(to) = yo;

)ty +y=t+1, y(1) =0; (d) y'sintcost =y +sin®t, y (%) =0.

Okresli¢ przedziaty, na ktérych rozwiazania sa jednoznaczne.

Odpowiedzi. (a) y(t) = 4¢3 — 1, t € R; (b) y(t) = (yo + 1) et 1 ¢t € R;

1 3 V2 , 7r
(©) y(t) = 5t+1— o t>0: () y(t) = - tgt —sint, t € (0,5).

1.5. Réwnanie rézniczkowe Bernoulliego

Definicja 1.34. (réwnanie rézniczkowe Bernoulliegot)

Réwnanie rozniczkowe, ktére mozna zapisaé w postaci

(B) y'+p(t)y = h(t)y",

gdzie r € R\ {0, 1}, nazywamy réwnaniem Bernoulliego.

Uwaga. Gdyby dopusci¢ r = 0, to otrzymalibySmy réwnanie rézniczkowe li-
niowe niejednorodne postaci y’ + p(t)y = h(t). Z kolei dla r = 1 dostaliby-
$émy réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne postaci y’' + p(t)y = 0, gdzie

p(t) = p(t) — h(t). Zauwazmy jeszcze, ze dla kazdego r > 0 funkcja y(t) = 0
jest jednym z rozwiazan réwnania Bernoulliego.

FAKT 1.35. (sprowadzanie réwnania Bernoulliego do réwnania liniowego)
Roéwnanie rézniczkowe Bernoulliego (B) przez zamiane zmiennych

1—r

z=y
sprowadza sie do rownania rézniczkowego liniowego niejednorodnego postaci

2/ + (1 —r)pt)z = (1 —r)h(t).
Jakob Bernoulli (1654-1705), matematyk szwajcarski.
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Przyktad 1.36. Rozwiazaé¢ réwnania rézniczkowe Bernoulliego:
(a) y' — 2ty = 26392, (b) ty’ + 6y = 3ty/y*.

Rozwigzanie. Pierwszym krokiem przy rozwiazywaniu réwnania Bernoulliego
jest obustronne dzielenie przez czynnik y”, a nastepnym podstawienie z =

yl—r
(a) Po podzieleniu obu stron réwnania przez 32, otrzymamy

o2t
Y=
Y Y
Jezeli wprowadzimy nowa funkcje z przez podstawienie z = 1/y, to 2z =

—y'/y?, a réwnanie przyjmie postaé
2! 4 2tz = —213.

Wykorzystujac jedna z metod (uzmienniania statej lub czynnika catkujacego)
rozwiazywania rownan rézniczkowych liniowych niejednorodnych, otrzymamy

z(t) = Ce ¥ +1—+

Po powrocie do funkcji y(t) dostaniemy dla réwnania wyjsciowego rozwiazanie

postaci
1

t) = —5—,
y(t) Ce t* +1 — 2

gdzie C' jest dowolna stata rzeczywista. Ponadto, dodatkowym rozwiazaniem
jest oczywiscie y(t) = 0.

(b) Po podzieleniu obu stron réwnania przez y/y*, otrzymamy
ty’ 6
Rl
vyt Y

Jezeli wprowadzimy teraz nowa funkcje z przez podstawienie z = 1/J/y, to

3t.

2" = —y'/3{/y4, a réwnanie przyjmie postaé
—3tz’ + 62 = 3t.

Wykorzystujac jedna z metod rozwiazywania réwnan rézniczkowych liniowych
niejednorodnych, otrzymamy

2(t) =t 4+ Ct%
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Po powrocie do funkeji y(t) mamy dla réwnania wyjéciowego rozwiazanie po-
staci

1
(t+C12)>

gdzie C' jest dowolna stata rzeczywista. Ponadto, dodatkowym rozwiazaniem
jest oczywiscie y(t) = 0.

y(t) =

Zadanie 1.37. Rozwigzaé réwnania rézniczkowe Bernoulliego:
(a) y' + 2ty = 2ty?; (b) 3ty?y’ — 2¢° = t3; (c) t (y’ I yz) —y
(d) o' =2y = Vysint; (e)y'+%=tyx/§,t>0; (5) y' =y (v —1).

1

Odpowiedzi. (a) y(t) = 11 Y

() = 0; (b) y(t) = VO + 3, y(t) = 0;

2 ¢ sint4cost\” 1 )
(c) y(t) = reWEY y(t) = 0; (d) y(t) = (Ce - f) ; (e) m
6 () = 5o

Przyktad 1.38. Rozwiazaé¢ zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych
Bernoulliego oraz wyznaczy¢ przedziaty, na ktorych sg one okreslone:

t 4 8 cos® t T
(a) 1y =Y, y(0)=§; (b) 2y’ +yctgt = Y y<§)=

Rozwiazanie.
(a) Dzielac obie strony réwnania przez ,/y mamy

/
t
LIV
\/* 1—t2

Stad po podstawieniu z = /y, otrzymamy réwnanie rézniczkowe liniowe nie-
jednorodne

2+ tz —175
2(1—12) 27

Korzystajac z metod rozwigzywania réownan rézniczkowych liniowych niejed-
norodnych, otrzymamy

1
=CV1-¢ -3 (1-#%), gdzie |t <1.

Zatem caltka wyjéciowego réwnania rézniczkowego ma postaé

r CV1—12 - (1 —t2)
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gdzie C' jest dowolng staly rzeczywista. Wykorzystujac warunek poczatkowy,

otrzymamy
4 1
\fg—vy@—c‘g'

Stad C = 1. Tak wiec rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego jest funkcja
1 2
Mw:(61—ﬁ—§(y%ﬂ>.
Rozwiagzanie okreslone jest na przedziale ¢ € (—1,1).
(b) Mnozac obie strony réwnania przez y, otrzymamy
2yy’ + y2 ctgt =8 cos® t.

Wprowadzamy nowg funkcje z przez podstawienie z = y%. Wtedy 2’ = 2yy’,
a réwnanie przyjmie postac

2 +ctgtz = 8cos’t.

Korzystajac z metod rozwigzywania réwnan rézniczkowych liniowych niejed-
norodnych, otrzymamy

C —2cos*t
2(t) = ————.
sint
Wracajac do funkeji y(t) dostaniemy dla réwnania wyjsciowego catke postaci
(L) = C — 2cos*t
sint

gdzie C' jest dowolng staly rzeczywista. Wykorzystujac warunek poczatkowy,

otrzymamy
2
m C
]_2 = — = —.
<y < 2 ) > 1

Zatem C = 1. Tak wiec calka zagadnienia poczatkowego ma postaé

1—2cos*t
2

t) = ———
() sint

() = 1 —2cost
= sint

Przedzial, na ktérym jest okreslone rozwigzanie, znajdziemy rozwiazujac nie-

, . 1—2cos?t
rownos¢ ———

Stad mamy rozwiazanie

> 0. Pamietamy przy tym, ze 7/2 musi naleze¢ do tego

sin
przedzialu. Ostatecznie rozwigzanie jest okre$lone na przedziale

[arccos (1/(‘75) , ArCCOs (—1/(1/5)} .
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Zadanie 1.39. Rozwiazaé zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych
Bernoulliego oraz wyznaczy¢ przedziaty, na ktorych sg one okreslone:

(a) %y’ +2ty =9, t >0 y(1) = —1; (b) ty’ +y =y"Int, y(1) = 1;
1
(c) y' — 2y = 2\/ye’ Int, y(1) = 0; (d) 2y'lnt+% = —, yle) = /e
y
Odpowiedzi. (a) y(t) = ———— 0<t< {2 ) yt) = —— ¢ >
p -la)y - ’ Y - 1+1nt7 6’

77
1 /2
9\t

() y(t) = (tnt — ¢+ 1), ¢ > 0, y(t) = 0; (d) y(t) = ,/ﬁ, > 1.

1.6. Réwnania rézniczkowe zupetne. Czynnik catkujacy*

Definicja 1.40. (rownanie rézniczkowe zupeine)

Réwnanie rézniczkowe

(2) P(t,y)dt+Q(t,y) dy =0,

nazywamy réownaniem rozniczkowym zupelnym, jezeli istnieje funkcja U(t,y)
taka, ze
oU oU

P(t>y) = E(uy)v Q(tvy) = a_y(tvy)'

Uwaga. Wyrazenie oU/0t(t,y)dt + OU/0y(t,y) dy nazywamy roziniczkq zu-
pelng funkcji U(t,y) i oznaczamy symbolem dU(t,y). Inaczej méwiac, réw-
nanie rézniczkowe (Z) jest réwnaniem zupelnym, jezeli jego lewa strona jest
rozniczka zupelng pewnej funkcji. Rownanie mozna wtedy zapisa¢ w postaci
dU(t,y) =0.

FAKT 1.41. (warunek konieczny i wystarczajgcy zupelnosci réwnania)

Niech funkcje P(t,y), Q(t,y) oraz ich pochodne czastkowe rzedu pierwszego
(OP/dy) (t,y), (0Q/dt) (t,y) beda ciagle w obszarze spéjnym D C R% Wow-
czas réwnanie rézniczkowe (Z) jest zupelne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego (t,y) € D spelniony jest warunek

oP 9Q

FAKT 1.42. (calka réwnania zupelnego)
Calka réwnania rézniczkowego zupelnego (Z) dana jest wzorem

Ult,y) =C,
gdzie C' jest dowolna stala rzeczywista.
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Przykfad 1.43. Sprawdzié, ze podane rownania rézniczkowe sg zupelne, a na-
stepnie scatkowaé je:

(a) (2ty +1)dt + (£ = 2y) dy = 0;
(b) (ycosty + 1) dt + (tcosty — 2y) dy = 0.
Rozwiazanie.

(a) Funkcje P(x,y) = 2ty + 1, Q(x,y) = t* — 2y i ich pochodne czastkowe
rzedu pierwszego sg okreslone i ciggte na R?. Ponadto spelniaja tam warunek

o°P 0 0 /.9 oQ

dy Oy (2ty +1) ot ( y) ot

To oznacza, ze réwnanie (2ty + 1) dt + (t2 - Zy) dy = 0 jest zupelne. Zatem
istnieje funkcja U(t,y) taka, ze

ou
Y (t,y) =2ty + 1,
— =Q(t,y) =t — 2.
9y Q(t,y) Y

Calkujac pierwsze z rownan wzgledem zmiennej ¢, otrzymamy

U(t,y):/P(t,y)dt:/(Zty+1)dt:t2y—|—t—|—u(y),

gdzie stala catkowania u(y) jest dowolna funkcja rézniczkowalng zmiennej y.
Teraz wyznaczymy funkcje u(y), wykorzystujac drugie réwnanie ukladu. Roz-
niczkujac funkcje U(t,y) = t>y + t + u(y) wzgledem zmiennej y, otrzymamy

a_U—g 2 _ 42 ’
5 = 7 (Py+t+uly) =2 +u'(y).

Wstawiajac do drugiego réwnania mamy
2 +u'(y) =12 —2y.

Stad u’(y) = —2y, wiec u(y) = —y? +c, gdzie c jest dowolng stala rzeczywista.
Zatem
Ult,y) =ty +t—y* +c
Poniewaz catka réwnania zupelnego dana jest wzorem U (t,y) = C, wiec catka
rozwazanego réwnania ma postaé t>y +t —y® +c = C, czyli t*y +t —y* = C1,
gdzie C1 = C' — ¢ jest dowolng stala rzeczywista.
(b) Funkcje P(z,y) = ycosty + 1, Q(z,y) = tcosty — 2y i ich pochodne
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czastkowe rzedu pierwszego sa okreslone i ciggle na R?. Ponadto spelniaja
tam warunek
or_ o
dy  y

Q

0
(ycosty + 1) = costy — tysinty = — (tcosty — 2y) = e

ot

To oznacza, ze réwnanie (ycosty + 1) dt + (tcosty — 2y) dy = 0 jest zupelne.
Zatem istnieje funkcja U(t,y) taka, ze

ou
5 = P(t,y) =ycosty + 1,
Z—Z = Q(t,y) = tcosty — 2y.

Calkujac wzgledem zmiennej y drugie z réwnan, otrzymamy

Ulty) = [ Qt.y)dy = [ (tcosty—2y)dy = sinty —y* + u(t),

gdzie stala calkowania u(t) jest dowolng funkcja rézniczkowalng zmiennej ¢.
Teraz wyznaczymy funkcje u(t), wykorzystujac drugie réwnanie ukladu. R6z-
niczkujac funkeje U (t, y) = sinty —y? +u(t) wzgledem zmiennej ¢, otrzymamy

ou 0

5 = 5 (sinty —y? +u(t)) = ycosty + u'(t).

Po wstawieniu do pierwszego rownania ukladu mamy
ycosty +u'(t) = ycosty + 1.
Stad u/(t) = 1, wiec u(t) = t+c, gdzie ¢ jest dowolng staly rzeczywista. Zatem
Ul(t,y) =sinty —y*> +t +c.
Poniewaz caltka réwnania zupelnego dana jest wzorem U (t,y) = C, wiec catka
rozwazanego réwnania ma postaé sin ty—y*+t+c = C, czyli sin ty—y>+t = C},
gdzie C1 = C — ¢ jest dowolng staly rzeczywista.

Zadanie 1.44. Sprawdzié¢, ze podane réwnania rézniczkowe sg zupelne, a na-
stepnie scatkowaé je:

1 1
(a) (§_t%) dt+ (1—1—;—%) dy=0; (b) (cost+y)dt — (siny —t)dy = 0;
dt —td

(e) (2ty+e¥)+ (t2+t6y+2y) % =0; (f) ysinty + (¢tsinty + cosy) % =0.
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t

Odpowiedzi. (a) % +—+y=0C; (b)sint+cosy +ty=C; (c) y=Ct;
Y

(d) try 4+ 3%t = C; (e) t*y + 9> + te¥ = C; (f) siny — costy = C.

Przyktad 1.45. Rozwiazaé zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych
zupelnych:
(a) (31&2 + y2) dt + 2ty + 1) dy = 0, y(1) = 0;

1
(b) el (t + 1) dt +te' dy =0, y(1) = o

Rozwigzanie.
(a) Poniewaz réwnanie (3152 + y2) dt + (2ty + 1) dy = 0 jest zupelne, wigc
-~ N——

P Q

istnieje funkcja U(t,y) taka, ze

ou

—— = P(t,y) = 3t> +¢°

5 (t,y) = 3t" + v,

ou

— = Q7 =2t 1.

By Q(t,y) =2ty +

Calkujac wzgledem zmiennej y drugie z réwnan, otrzymamy

Ult) = [ QUty)dy = [ty +1)dy = tg* +y+uld)

gdzie stala calkowania u(t) jest dowolna funkcja rézniczkowalna zmiennej ¢.
Teraz wyznaczymy funkcje u(t), wykorzystujac pierwsze réwnanie ukladu.
Roézniczkujac funkcje U(t,y) = ty? + v + u(t) wzgledem zmiennej ¢, otrzy-
mamy
ou 0
ot ot

Wstawiajac do pierwszego rownania uktadu mamy

(t* +y+u®) = y* +u'(0).

Y2+ u'(t) = 3t2 + 42

Stad u’(t) = 3t2, wiec u(t) = t3 + ¢, gdzie ¢ jest dowolng stala rzeczywista.
Zatem
Uty) =ty +y+t’+ec

Poniewaz catka réwnania zupelnego dana jest wzorem U (t,y) = C, wiec catka
rozwazanego réwnania ma postaé ty? +y+1> +c = C, czyli ty? +y+ 13 = Cy,
gdzie C1 = C — ¢ jest dowolng stala rzeczywista. Dla rozwigzania zagadnienia
poczatkowego nalezy z warunku poczatkowego y(1) = 0 wyznaczy¢ stata Cy.
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Podstawiajac w rozwiazaniu ¢t = 1, y = 0 mamy C; = 1-04+0+13 = 1. Zatem
rozwiazaniem jest funkcja uwiktana okredlona réwnaniem

ty 4y +t3 =1

(b) Poniewaz réwnanie ye' (t + 1) dt+ te! dy = 0 jest zupelne, zatem istnieje

P Q
funkcja U(t,y) taka, ze
oUu
— = P(t,y) =yet(t+1
9 (t,y) = ye'(t + 1),
= =Q(t,y) = te".
9 Q(t,y) = te

Calkujac wzgledem zmiennej y drugie z tych réwnan (bo jest prostsze) mamy

Ulty) = [ Qtyydy = [t dy=te'y+u(t)

gdzie stala calkowania u(t) jest dowolna funkcja rézniczkowalna zmiennej ¢.
Teraz wyznaczymy funkcje u(t), wykorzystujac pierwsze réwnanie ukladu.
Rézniczkujac funkcje U(t,y) = tely + u(t) wzgledem zmiennej ¢ dostaniemy

ou o0

el (tety + u(t)) = ely +tely +u'(t).

Wstawiajac do pierwszego rownania uktadu mamy
ely + tely +u'(t) = tely + ye'.
Stad u'(t) = 0, wiec u(t) = ¢, gdzie ¢ jest dowolna stala rzeczywista. Zatem
Ul(t,y) = te'y + c.

Poniewaz caltka réwnania zupelnego dana jest wzorem U (t,y) = C, wiec catka
rozwazanego réwnania ma postaé tely+c = C, czyli tely = Oy, gdzie C; = C —
c jest dowolng stala rzeczywistg. Dla rozwiazania zagadnienia poczatkowego
nalezy z warunku poczatkowego y(1) = 1/e wyznaczy¢ stata C. Podstawiajac

w rozwiazaniu t = 1, 1/e mamy C; = 1-¢e'-(1/e) = 1. Zatem calka ma postaé
tely = 1. Stad

jest szukanym rozwiazaniem.
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Zadanie 1.46. Rozwiazaé zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych
zupelnych:

(a) 2t +y)dt+ (t—2y+1)dy =0, y(0) =1;
(b) <1—t%—y>dt+<%—t—2y> dy =0, y(1) =0;

(c) <1— %) dt + <$ —2y> dy =0, y(1) =1;

d
(d) 2%y +y* + (th + 2yt) d_gi =0, y(0) =m.

Odpowiedzi. (a) t* +ty —y? +y = 0; (b) %—ty—i—t—y?:l; (c) ln%+t—y2:0;

(d) e*'y +ty* = .

Definicja 1.47. (czynnik calkujgcy)

Funkcje p(t,y) # 0 nazywamy czynnikiem calkujgcym réwnania (Z), jezeli
rownanie rézniczkowe

u(t,y)P(t,y) dt + u(t, y)Q(t,y) dy = 0
jest zupelne.

Uwaga. Jezeli znamy czynnik calkujacy réwnania (Z), to calkowanie tego réw-
nania polega na pomnozeniu obu jego stron przez ten czynnik, a nastepnie scat-
kowaniu otrzymanego réwnania zupetnego. Przy czym, tak otrzymana catka
moze zawieraé rozwiazania obce, jezeli wzdluz pewnej krzywej czynnik sie
zeruje. Mozemy tez zgubi¢ pewne rozwiazania, jezeli wzdluz pewnej krzywej
czynnik staje sie nieskoniczony.

FAKT 1.48. (czynnik calkujgcy zalezny od jednej zmiennej)

1. Jezeli wyrazenie

Q\ay ot

jest funkcja tylko zmiennej ¢, to réwnanie (Z) ma czynnik catkujacy postaci

_ (8P 8Q)

u(t) = exp / T(t) dt.

2. Jezeli wyrazenie
1 <8Q OP)
Y==|——-—
P\ 0t oy

jest funkcja tylko zmiennej y, to réwnanie (Z) ma czynnik calkujacy postaci

wy) = exp/Y(y) dy.
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Uwaga. Catki w powyzszych wzorach rozumiemy jako dowolne, lecz ustalone
funkcje pierwotne. Praktycznie: catkujac wyrazenia T'(t), Y (y) stale catkowa-
nia przyjmujemy réwne 0.

Przyktad 1.49. Wyznaczy¢ czynniki catkujace zalezne tylko od jednej zmien-
nej, a nastepnie scatkowaé rownania:

(a) (2t2y - 1) dt +t3dy = 0, gdzie t > 0; (b) y?dt +t(2y + 1) dy = 0.

Rozwiazanie.
(a) Réwnanie (2t2y - 1) dt + t3 dy =0 nie jest zupelne, gdyz
— Q

%:%(21&@-1):21&2#3#:%( ):%.

Wyznaczymy zatem czynnik catkujacy tego rownania. Wyrazenie

o] <ap 8Q>

S Q\ay ot

jest funkcja tylko zmiennej t. Zatem istnieje czynnik catkujacy zalezny tylko
od t i wyraza sie wzorem

wu(t) = exp </T(t) dt) = exp </ _Tldt) =exp(—1Int) = %

Mnozac obie strony réwnania (2t2y — 1) dt+t3 dy = 0 przez czynnik catkujacy,

202 -3t -1
Bt

otrzymamy rownanie zupelne

1 2
(2@—2) dt+\t_/dy—0.

~ Q
P
Zatem istnieje funkcja U(t,y) taka, ze
ou
—— = P(t,y) =2ty — -
T (ty) =2ty — -,
ou — 9
= =0ty =t
9 Q(t,y)

Calkujac wzgledem zmiennej y drugie z tych réwnan (bo jest prostsze), otrzy-
mamy

Ulty) = [Qtydy = [ £y = 2y +uld)
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gdzie stala calkowania u(t) jest dowolna rézniczkowalna funkcja zmiennej ¢.
Wykorzystujac pierwsze réwnanie ukladu wyznaczymy funkcje u(t). Réznicz-
kujac funkcje U(t,y) = t>y + u(t) wzgledem zmiennej ¢, otrzymamy

ou 0
5 = o ( 2y+u(t)) = 2ty +u'(t).

Wstawiajac do pierwszego rownania uktadu mamy

1
2ty +u'(t) = 2ty — T
Stad u'(t) = —1/t, wiec u(t) = — Int+c, gdzie ¢ jest dowolng staly rzeczywista.
Zatem
Ult,y) = t>y — Int +c.

Poniewaz catka réwnania zupelnego dana jest wzorem U (t,y) = C, wiec catka
rozwazanego réwnania ma postac

Py—Int+c=C, czyli t?y—Int=Cy,

gdzie C1 = C' — ¢ jest dowolna stala rzeczywista.
(b) Réwnanie y? dt + t(2y + 1) dy = 0 nie jest zupelne, gdyz
=~ —_—
P Q
orP 0

—(y2)=2y#2y+1=g[t(2y+1)]

oF _9@Q
dy Oy ot

ot
Wyznaczymy zatem czynnik catkujacy dla tego rownania. Wyrazenie

v 1 (8@ 8P):2y+1—2y_

~pP\oat oy y2

1
y?

jest funkcja tylko zmiennej y. Zatem istnieje czynnik calkujacy zalezny tylko
od y. Czynnik ten wyraza sie wzorem

1(y) = exp (/ Y(y) dy) = exp (/ % dt) = exp (—é) :

Mnozac obie strony réwnania y? dt + t(2y + 1) dy = 0 przez czynnik caltkujacy,
otrzymamy réwnanie zupelne

_1 _1
ye v dt+t(2y+1)e ¥ dy=0.
—— —_———

P Q
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Zatem istnieje funkcja U(t,y) taka, ze

ou  — 1
-~ _P —2e ¥
T (t,y) =y“e ¥,
ou 1

By = Qty) =t(2y+1)e v,

Calkujac wzgledem zmiennej ¢ pierwsze z tych réwnan (bo jest prostsze), otrzy-
mamy

_1 1
Ult.y) = [ Pltydt = [ e dt =t + uly),

gdzie stala catkowania u(y) jest dowolna funkcja rézniczkowalng zmiennej y.
Teraz wykorzystujac drugie réwnanie uktadu wyznaczymy funkcje u(y). Roz-
niczkujac funkcje U(t,y) = ty?e Y + u(y) wzgledem zmiennej y, otrzymamy

ou 0 -1 _1
o0 = oy (ter Y +u(y)) =tye Y(2y+1)+u'(y).
Wstawiajac do drugiego réwnania uktadu mamy
_1 _1
t2y+ e ¥ +u'(y) =t2y+1)e Y.
Stad u'(y) = 0, wiec u(y) = ¢, gdzie ¢ jest dowolna stala rzeczywista. Zatem
_1
Ul(t,y) =2tye Y +c.

Poniewaz catka réwnania zupelnego dana jest wzorem U (t,y) = C, wiec catka
rozwazanego rownania ma postaé Ztye_l/ Y+e=0C, czyli Ztye_l/ Y = (1, gdzie
C1 = C — ¢ jest dowolna stata rzeczywista.

Zadanie 1.50. Wyznaczy¢ czynniki catkujace zalezne tylko od jednej zmien-
nej, a nastepnie scatkowaé rownania:

2 1
(a) 2ty dt + (y2 = 3t2) dy =0; (b) <3ty - ;) dt +t (t + ?) dy = 0;

(c) (22— 4y®) +3ty%y' = 0;  (d) y*(2t — 3) + dty(t — 3y)y’ = O;

. .
(e) Inydt — gdy =0 (f) <4y2 + 331ny) dt + (2ty + cosy)dy = 0.
Odpowiedzi. (a) ()—i ﬁ—l—c- (b) u(t) =t, 3 —ﬁ—c-

@) ) =5 s, =G ) m = ;

1 93 1 . 2 4 .
©ut)=5 3 —m =0 (D uly) =y, ytt-3) =0

_ 1 t — (. _ 43 43 2 : _

(e) uly) = 7y iy =C; (f) p(t) =t°, £ (ty” +siny) = C.



