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Wstep

Jest to pierwsze wydawnictwo w jezyku polskim poswiecone przykitadom
i kontrprzyktadom z klasycznej analizy matematycznej. W ksigzce umiesz-
czono przyklady zbioréw, ciagdéw, szeregéw, funkcji, calek, itp., ktére maja
niezwykte wlasnosci. Oprocz tego prezentujemy kontrprzyktady $wiadczace,
ze proby ostabienia zalozen standardowych twierdzen analizy, wzmocnienia
ich tez, odwrdécenia albo ich uogdlnien, prowadza do fatszywych hipotez. Tego
typu przyktady i kontrprzyktady omawiane sa zwykle na wykladach z mate-
matyki na poczatkowych latach studiéw. Obecnie sg one waznym elementem
ksztatcenia matematykéw. Do ksigzki dotaczyliSmy kontrprzyktady zwigzane
z nauczaniem analizy matematycznej. Pojawity sie one ze wzgledu na btedy,
ktore studenci czesto popetlniaja na egzaminach.

Ksiazka ,,Przyktady i kontrprzyktady z analizy matematycznej” jest prze-
znaczona dla studentéw politechnik oraz uniwersytetow, ktérzy chcea rozsze-
rzy¢ swoja wiedze z analizy. Bedzie ona przydatna takze osobom przygotowu-
jacym sie do egzaminu magisterskiego oraz uczestnikom studenckich konkur-
sow matematycznych. Sadzimy, ze tematyka przedstawiona w ksigzce zaintere-
suje réowniez pracownikow naukowych. Znajda oni tu wiele zagadnien, ktorymi
moga uatrakcyjni¢ swoje wyktady i ¢wiczenia.

W roku 1964 ukazala si¢ ksigzka B. Gelbauma i J. Olmsteda pt. ,,Conte-
rexamples in Analysis”. Byto to pierwsze na $wiecie wydawnictwo poswiecone
kontrprzyktadom w analizie matematycznej. Ksigzka ta zyskata duza popular-
nos¢ wsrod matematykéw. W 1990 r. wydano rozszerzona wersje tej publikacji
pt. ,,Theorems and Counterexamples in Mathematics”. W ostatnim okresie
ukazaly sie kolejne ksiazki o podobnej tematyce: J. Appell, ,Analysis in Be-
ispielen und Gegenbeispielen. Eine Einfithrung in die Theorie Reeller Funk-
tionen”, A. Bourchtein, L. Bourchtein, ,,Counterexamples. From Elementary
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Calculus to the Beginnings of Analysis”, A. Bourchtein, L. Bourchtein, ,,Co-
unterexamples on Uniform Convergence: Sequences, Series, Functions, and In-
tegrals”, A. Kharazishvili, ,Strange Functions in Real Analysis”, S. Klymchuk
oraz J. Mason ,,Using Counter-Examples in Calculus”, A. Rajwade, A. Bhan-
dari, ,Surprises and Counterexamples in Real Function Theory”. Odnotujmy
jeszcze monografie M. Jarnickigo, P. Pfluga, ,,Continuous Nowhere Differen-
tiable Functions. The Monsters of Analysis”, ktéra jest po$wiecona nieréznicz-
kowalnym funkcjom ciaglym. Ponadto ukazato sie pare ksigzek wprowadzaja-
cych w podobna tematyke: S. Klymchuk ,,Counterexamples in Calculus”, S.
Klymchuk i S. Staples ,,Paradoxes and Sophisms in Calculus” oraz w jezyku
rosyjskim W. Boss, ,Wyklady z matematyki. Kontrprzyktady i paradoksy”.
Pojawity sie takze ksiazki o kontrprzyktadach z innych dziatléw matematyki:
funkcji zespolonych, réwnan rézniczkowych, teorii miary, teorii graféw, topo-
logii, a takze z rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej. W
grudniu 2021 r. w wydawnictwie Elsevier ukaze sie pierwszy numer czasopi-
sma ,Examples and Counterexamples”. W Internecie mozna znalezé strony
poswiecone kontrprzyktadom np. www.mathcounterexamples.net

Niniejsza publikacja jest podzielona na tradycyjne dzialy analizy matema-
tycznej: zbiory i funkcje, ciggi liczbowe, granice i ciaglosé¢ funkcji, pochodne
funkcji (monotonicznoéé, ekstrema i wypuktoéé), calki (nieoznaczone, ozna-
czone i niewltasciwe), szeregi liczbowe, ciagi i szeregi funkcyjne, funkcje wielu
zmiennych (ciaglo$é, pochodne czastkowe i kierunkowe oraz ich zastosowania,
catki wielokrotne). Ksiazka zawiera niemal wszystkie klasyczne przyklady i
kontrprzyktady z analizy. Oprocz tego umiesciliSmy w niej kilkadziesiat przy-
gotowanych przez nas przyktadéw oraz kontrprzyktadéw. Yacznie w ksigzce
jest ponad 300 przykitadow i kontrprzyktadéw. Na koncu wymieniamy lite-
rature, z ktoérej korzystaliSmy, a takze inne publikacje o podobnej tematyce.
Ponadto ksiazka zawiera indeks, w ktorym szybko mozna znalezé potrzebny
przyktad lub kontrprzyktad, Opracowanie rézni sie od znanych ksiazek ukta-
dem materiatu i zawiera zagadnienia, ktore sg dostepne studentom pierwszego
roku. Inng cechg wyrézniajaca ksiazke jest duza liczba rysunkéw i wykresow
funkcji.

Na zakonczenie kilka stéw o sposobie prezentacji przyktadow i kontrprzy-
ktadow. Przedstawiamy je wedlug nastepujacego schematu. Najpierw wymie-
niamy wtasnosci, ktore ma rozwazany zbior, cigg, funkcja itp. Nastepnie opisu-
jemy konstrukcje zbioru lub podajemy wzoér okreslajacy ciag, szereg, funkcje.
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Do tego czesto dotaczamy rysunek lub wykres*. W kolejnym punkcie podajemy
uzasadnienie, ze zbiér lub funkcja maja zapowiedziane wtasnosci. Gdy przy-
ktad lub kontrprzyktad sg proste, to zwykle opuszczamy uzasadnienie. Czesto
uzasadnieniem jest zamieszony wykres ilustrujacy, ze podana funkcja spelnia
wymienione w przyktadzie warunki. Gdy zas$ uzasadnienie jest dtugie i skompli-
kowane, to Czytelnika odsytamy do zrédta. W kolejnym akapicie wyjasniamy
dlaczego ten przyklad umiescilismy w ksiazce. Bedzie to obiekt o nieoczeki-
wanych wtlasnosciach albo kontrprzyktad swiadczacy, ze préby wzmocnienia
tezy jakiegos twierdzenia, oslabienia zatozen czy tez jego odwrdcenia, prowa-
dza do falszywej hipotezy. Ponadto moga to by¢ wzgledy dydaktyczne. Np.
gdy studenci na egzaminach czesto korzystaja z jakiegos fatszywego ,wzoru”
lub ,twierdzenia”. Takze ten punkt nie zawsze pojawi si¢ w opisie. StaraliSmy
sie, aby przyklady i kontrprzyktady byly ustawione w rosnacym stopniu trud-
nosci. Poczatkowe z nich sg zwykle bardzo proste. Najtrudniejsze przyktady i
kontrprzyktady oznaczono gwiazdka. W nawiasie kwadratowym na poczatku
przyktadu lub kontrprzyktadu umieszczone sa numery, ktore oznaczaja zrédto
w bibliografii. Brak tego symbolu oznacza, ze przyktad lub kontrprzyktad jest
powszechnie znany. Z kolei symbol [A] oznacza przyktad lub kontrprzyktad
przygotowany przez autorow ksiazki.

Dziekujemy dr. Jerzemu Cisto za kilka ciekawych przyktadow i kontrprzy-
ktadow, ktére umiedciliSmy w ksiazce, oraz dr. Alfredowi Witkowskiemu za
zgode na wykorzystanie dowodu z korespondencji prywatnej.

Czytelnikéw prosimy o przysytanie propozycji przyktadéw i kontrprzykta-
déw z analizy matematycznej, ktore warto dotaczyé¢ do kolejnego wydania

ksigzki. Bedziemy wdzigeczni za informacje o zauwazonych bledach lub uster-
kach.

Marian Gewert
Zbigniew Skoczylas

*Wykresy funkcji Dirichleta, Riemanna, Weierstrassa i van der Weardena maja charakter
pogladowy, ktéry ma uswiadomié Czytelnikowi ich faktyczny wyglad (niemozliwy do przed-
stawienia).






Wprowadzenie

Twierdzenia w matematyce maja zwykle postac

(%) N\ Z(z) = T(2),
zeX

w ktorej zalozenie Z oraz teza T' sa funkcjami zdaniowymi zmiennej x z niepu-
stego zbioru X. Forme zdaniowa (x), przed podaniem jej dowodu, nazywamy
hipoteza. Jesli hipoteza jest falszywa, to element x € X, ktory spelnia za-
lozenie, ale nie spelnia tezy, nazywamy kontrprzyktadem. Na wyktadach z
matematyki kontrprzyktady podaje sie, aby uzasadni¢, ze zalozenia omawia-
nych twierdzen sa istotne, tzn. ich ostabienie prowadzi do falszywych hipotez.
7 kolei w badaniach naukowych potrzeba znalezienia kontrprzyktadu pojawia
sie, gdy stawiane sa nowe hipotezy albo probuje sie wzmocnié, odwrécié¢ czy
tez uogdlni¢ znane twierdzenia.

Pierwszy rodzaj kontrprzyktadéw omawianych w ksiazce jest zwiazany z
probami ostabienia zalozen twierdzen lub wzmocnienia ich tez. Np. gdy w
twierdzeniu Bolzano o miejscach zerowych funkcji ciaglej f w przedziale [a, b]
zrezygnujemy z ciaglosci, to otrzymamy falszywa hipoteze. Kontrprzyktadem
jest np. funkcja f(x) = 1 + 2sgn(z) rozwazana na przedziale [a,b] = [—1, 1].

Y
3

4‘{_1 x

Przy okazji zauwazmy, ze w tym twierdzeniu nie mozna wzmocnic¢ tezy do po-
staci istnieje tylko jeden punkt ¢ € (a,b) taki, ze f(c) = 0”. Kontrprzyktadem
jest funkcja f(z) = sinz rozwazana na przedziale [a,b] = [—7/2, 57 /2]. Mamy
bowiem f(0) =0, f(r) =0, f(2r) = 0.

11
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Druga sytuacja, gdy moze pojawi¢ sie potrzeba wskazania kontrprzyktadu,
jest sprawdzanie, czy hipoteza powstala przez odwrécenie kierunku implikacji
w jakim$ twierdzeniu jest prawdziwa (twierdzenie odwrotne). Np. dla dowol-
nych funkcji f, g okre$lonych na przedziale (a,b) prawdziwa jest implikacja

(funkcje f i g sa rosnace na (a,b)) = (funkcja f + g jest rosnaca na (a,b)) .
Jednakze implikacja odwrotna,
(funkcja f + g jest rosnaca na (a,b)) = (funkcje f i g sa rosnace na (a,b)) .

jest falszywa. Kontrprzykladem sa np. funkcje f(z) = g + 2sinx, g(z) =

g — 2sinx rozwazane na przedziale (a,b) = (0,4m).

) Y )

‘ T ‘ X ‘ X
0 A 0 A 0 A

f(:c):§+281nx g(x):g—Qsinx flx)+gx) ==z

Przy okagzji zauwazmy, ze te same funkcje sa kontrprzyktadem swiadczacym,
ze ostabiona hipoteza

(funkcja f + g jest rosnaca na (a,b)) = (funkcja f lub g jest rosnaca na (a,b))

takze jest falszywa.

7 trzecig sytuacja, kiedy potrzebujemy wskaza¢ kontrprzyktad, mamy do
czynienia, gdy badamy hipoteze, ktora jest uogélnieniem znanego twierdzenia.
Sytuacja tego typu jest np. préba przeniesienia nieréwnosci |sinz| < 1 praw-
dziwej dla x € R, na zbiér liczb zespolonych C. W tym zbiorze role wartosci
bezwzglednej pelni modut liczby zespolonej, zas funkcja sinus jest okreslona
dla z = x 4 1y wzorem

sin z = sin(z + iy) = sinx cosh y + i cos x sinh y.
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Jednakze nieréwno$é |sinz| < 1 nie jest prawdziwa dla wszystkich z € C.
Kontrprzyktadem jest np. z = 71ln 3. Mamy bowiem

4
|sin z| = |sin(i1n 3)| = sinh(In 3) = 3> 1.

Najciekawsze kontrprzyktady pojawiaja sie wtedy, gdy wydaje sie, ze hipo-
teza jest prawdziwa, a w rzeczywistosci tak nie jest. Np. poczatkujacy student
moze sadzié¢, ze dla dowolnego ciagu liczbowego (a,,) prawdziwa jest implikacja

( lim a, = oo) —> (ciag (a,) jest rosnacy od pewnego miejsca) .
n—oo

Jednak tak nie jest, a kontrprzyktadem jest np. ciag o wyrazach a, = n +

3 cosmn.

(079 .

W ksiazce stosujemy standardowe definicje oraz oznaczenia. Przy czym
pojecia ciag rosnacy (malejacy) rozumiemy w Scistym sensie. Tak samo ro-
zumiemy pojecia funkcji rosnacej (malejacej) oraz funkcji wypuktej w dét (w
gére) na przedziale. Z kolei w okresleniu pochodnej niewlasciwej w punkcie za-
ktadamy, ze funkcja jest ciaglta. Zas w definicji pochodnej kierunkowej funkcji
wielu zmiennych przyjmujemy, ze t — 07. Przypominamy, Ze funkcja elemen-
tarna nazywamy funkcje, ktorg mozna otrzymac z funkcji: statej c, potegowe;j
P, trygonometrycznej sin x, wyktadniczej exp x, logarytmicznej In x oraz cy-
klometrycznej arcsin x za pomoca skonczonej liczby dziatan arytmetycznych
oraz operacji sktadania. Funkcje oraz ciagi i szeregi funkcyjne sa okreslone
zwykle na przedziatach [0, 1], [-1,1], [-7/2,7/2] albo [0, c0). Dotyczy to takze
calek oznaczonych. Granice oraz pochodne funkcji najczesciej rozwazane sa w
0, a granice podwdjne i pochodne czastkowe funkcji dwoch zmiennych — w
punkcie (0,0). Z kolei szeregi potegowe maja zwykle srodek w 0. Dzieki temu
prezentowane ciggi, funkcje, szeregi, catki itd. majg prostsza postac¢. Skale na
osiach uktadu wspoétrzednych nie zawsze beda takie same. Robimy tak, aby na

wykresie lepiej uwidoczni¢ wtasnosci funkcji.
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Oznaczenia zbioréw liczbowych:

N =1{1,2,3,...} — zbidr liczb naturalnych,

Z =1{0,1,—-1,2,-2,3,—-3,...} — zbidr liczb catkowitych,
No ={0,1,2,3,...} — zbidr liczb calkowitych nieujemnych,
Q — zbior liczb wymiernych,

R — zbiér liczb rzeczywistych,

C — zbiér liczb zespolonych,

[P — zbiér liczb pierwszych,

27 ={0,2,-2,4,—4,6,—6, ...} — zbidr liczb parzystych.
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Zbiory i funkcje

W rozdziale rozwazamy przyktady i kontrprzyktady zwigzane z liczbami
wymiernymi i niewymiernymi, kresami zbiorow, wykresami funkcji, sktada-
niem funkcji, funkcjami ograniczonymi, monotonicznymi, okresowymi i in-
nymi. Ponadto rozwazamy podzbiory prostej i ptaszczyzny o nietypowych wta-
sno$ciach.

B 1.1. Liczby niewymierne x, y, ktérych suma x + y, iloczyn xy oraz iloraz

x/y sa wymierne:
T = \/5, Yy = —V/2.

B 1.2. Liczby niewymierne z, y takie, ze liczba x¥ jest wymierna:
=12, y= logy 9.

B 1.3. Liczba niewymierna «, w ktérej rozwinieciu dziesietnym znajduja sie
wszystkie liczby naturalne:

a = 0.102003000400005000006000000700000008 . ..

Uzasadnienie. Regula tworzenia kolejnych cyfr liczby a po przecinku jest
nastepujaca: po kazdej liczbie naturalnej dodajemy tyle zer, ile ona wynosi.
Otrzymana liczba jest niewymierna, bo jej rozwiniecie nie jest okresowe od
pewnego miejsca. Wynika, to z faktu, ze dostatecznie daleko w rozwinieciu
wystapi dowolnie dtugi cigg samym zer.

Uwaga. Przypuszcza sig, ze rozwinigcia dziesietne liczby 7 oraz e maja te
sama wtasnosc.

B 1.4. Zbiér liczb rzeczywistych, ktory jest ograniczony, ale nie zawiera swoich
kresow:

(0,1).

15
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B 1.5. Zbior liczb rzeczywistych, ktory zawiera oba swoje kresy, ale nie jest
domkniety:

{=1;U (0, ) U {2}. G R SR S

B 1.6. Wyrazenia, ktére na zadnym zbiorze liczb rzeczywistych nie okreslaja
funkcji rzeczywiste;j:

Vo —2++v1—2z, In(cosx—2), arcsin<3+x2>, (—1)@2“%/5'

B 1.7. Funkcje f, g okreslone na R takie, ze ich ztozenia fog, go f sg innymi

funkcjami:
Y / Y
f(a;):x?” T g(x) =z —1, /:IZ
/ /
/|

Uwaga. Z tego przyktadu wynika, ze sktadanie funkcji nie jest przemienne.

B 1.8. Funkcja f okresowa rézna od stalej, ktéra nie ma najmniejszego
okresu:

1 dla z€Q, I

f(x):D(x):{o dla z ¢ Q.

Uzasadnienie. Pokazemy, ze okresem funkcji D jest kazda dodatnia liczba
wymierna. Niech w > 0 bedzie liczbag wymierna. Wtedy dla kazdego x € R
mamy D(x + w) = D(x). To oznacza, ze w jest okresem funkcji D.
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Uwaga. Funkcja ta nazywana jest funkcja Dirichleta™. Ma ona wiele innych
zadziwiajacych wtasnosci. Pojawi sie w ksiazce w wielu miejscach jako element
przyktadéw i kontrprzyktadow.

B 1.9. Funkcja f, ktéra nie jest ograniczona z gory ani z dotu na [0, 00):

Y

— AL
V)

B 1.10. Funkcja f, ktora nie jest ograniczona z géry ani z dotu na zadnym
przedziale (0,a] (a > 0):

f(z) = S sin ~. ] MM/\/\ N/
o [N

B 1.11. [25] (%) Funkcja f okre$lona na R, ktéra nie jest ograniczona z gory
ani z dotu na zadnym przedziale [a,b] C R:

(—1)Pq dla == P (p € Z q € Nsg wzglednie pierwsze) ,
flx) = q

0 dla x =0 oraz z ¢ Q.

*Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859), matematyk niemiecki pochodzenia
francuskiego.
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Uzasadnienie. Przypu$émy, ze na pewnym przedziale [a,b] funkcja f jest
ograniczona. Wtedy wszystkie liczby wymierne p/q z tego przedzialu miatyby
ograniczone mianowniki. Réwniez liczniki bytyby ograniczone. To oznaczatoby,
ze w przedziale [a, D] jest tylko skonczona iloéé liczb wymiernych. Otrzymali$my
sprzecznos¢. Zatem funkcja f ma zapowiedziang wlasnosé.

B 1.12. [75] (%) Funkcja S okreélona na R, ktérej wykres jest gesty w R2:

b+av2 dla = =a+by2, gdziea,b € Q,
S(z) =
x dla pozostalych z.

Uzasadnienie. Niech (g, 1) bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny. Poka-
zemy, ze istnieje ciag (xn,yn) punktéow wykresu funkcji S zbiezny do (g, yo)-
Wybieramy ciagi (u,), (vn), (wy) liczb wymiernych zbiezne odpowiednio do
o, Yo, V2. Przyjmujemy

T = (VpWn — Un) + (Upwy, — vy) V2.

Wtedy
Yn = f (xn) = (unwn - Un) + (Unwn — Un) \/5

Ponadto mamy
Jim 2, = (Z/o\/5 — xo) + (Io\/§ — yo) V2 =19

oraz

7}1_{%03/“ = (:1:0\@ — yo> + <y0\f2 — xo) V2 = Yo,

co konczy dowdd.
Uwaga. Funkcje S wymyslit Wactaw Sierpinski'.

B 1.13. [25] () Funkcja f ograniczona na [0, 1], ktéra w zadnym przedziale
la,b] C [0,1] nie ma maksimum ani minimum lokalnego:

q(—1)4 dla 7 = p (p € Z, q € Nsa wzglednie pierwsze) ,
0 dla z ¢ Q.

"Wactaw Franciszek Sierpinski (1982 — 1969), polski matematyk. Zajmowal sie teorig liczb
oraz teorig mnogosci.
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1

Uzasadnienie. Zauwazmy, ze dla kazdego q € N prawdziwa jest nierownos¢
podwdjna
q
-1<——(-1)7< 1.
q+1 (=1)

Stad wynika, ze funkcja f jest ograniczona. Jasne jest, ze ewentualne ekstrema
lokalne funkcja f moze mie¢ jedynie w punktach wymiernych. Przypu$émy,
ze punkcie g = pg/qo funkcja f ma maksimum lokalne wlasciwe. Wtedy
oczywiscie qq jest liczbg parzysta. Ponadto istnieje liczba § > 0 taka, ze dla
liczb wymiernych p/q spetniajacych warunek

(%) 0<

o 9

d (%) - QO?‘?’.l - d (g) '

Rozwazmy liczby wymierne postaci

Do p|<5

maimy

P_po _mpo

q qo mpo+1’

gdzie n jest liczba wzglednie pierwsza z qg. Dla dostatecznie duzych takich n
spelniony jest warunek (). Jednakze wtedy mamy

— > .
(npo+1)+1 CIO“‘# q +1
npo + 1

q

f (p> _ quO (npo +1) qo qo

OtrzymaliSmy sprzeczno$é. Zatem w zadnym punkcie funkcja f nie ma mak-
simum lokalnego. Dow6d dla minimum lokalnego jest analogiczny.
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B 1.14. Funkcja f réznowartoSciowa na R, ktora nie jest Scisle monotoniczna

na R:
)
{1 dla z #0, k
0 dla z=0. ﬁ !

Uwaga. Powyzsza funkcja jest kontrprzyktadem ukazujacym, ze hipoteza od-
wrotna do twierdzenia ,jezeli funkcja jest $cisle monotoniczna na R, to jest
roznowartosciowa na R” jest falszywa.

B 1.15. Funkcja f : R—R, ktéra na zadnym przedziale nie jest rosnaca ani
malejaca (nawet w stabym sensie), ale funkcja |f| jest rosnaca na R:

[ (z)] = €.

B 1.16. Funkcje f, g : R—R, ktore na zadnym przedziale nie sa rosnace,
ale ich suma f + g jest funkcja rosnaca na R:

[z da zeq, _J 0 da z€Q, _
f(x)—{o dla ¢ 0. g(m)—{x dla ¢ 0. f(z)+g(x) ==
) ) )

Uwaga. Jest to kontrprzyktad swiadczacy, ze stwierdzenie odwrotne do na-
stepujacego ,.suma funkcji rosngcych jest rosngca’ jest falszywe.

B 1.17. Funkcje f, g : R—(0, 00), ktére na zadnym przedziale [a,b] C R nie
sg monotoniczne, ale ich iloczyn fg jest funkcja rosnaca na R:
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? dla z€Q, 1 dl :
f<x>={f v o0 g(w)z{ex e fae) =
) Yy Y
L Ll J/
L - -

B 1.18. [A] Funkcja f ciagla na przedziale (0, 00), ktéra dla kazdego x > 0
spelnia nieréwnosé f(x) < f(2x), ale nie jest rosnaca na (0, 00):

Konstrukcja. Konstrukcje funkcji f przedstawiono ponizej.

Yy
22
21
20
2—1
271,20 o 2l 3 22 x
22 ol 20

B 1.19. Funkcja f réznowartosciowa na R, ktéra nie jest monotoniczna na
zadnym przedziale:

f(r) = { ¢ dhace® z

—e " dla z £ Q. =

B 1.20. [59] Funkcja ciagta f, ktérej obcigcie do zbioru liczb wymiernych Q
jest réznowartosciowe, ale nie jest ona réznowartosciowa na R:
Y

y = 222 y==x

flx) =

222 dla z <0,
22 dla x> 0.
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Uzasadnienie. Fakt, ze funkcja f nie jest roznowarto$ciowa na R jest oczywi-
sty. Przypusémy, ze funkcja f réwniez nie jest réznowartosSciowa na Q. Wtedy
istnieja liczby wymierne wi, we (w1 < 0 < we) takie, iz f (w1) = f (ws), czyli
2(101)2 = (w2)2. Stad mamy —+v2w; = wy. Otrzymalisémy sprzecznosé, gdyz
V2 jest liczbg niewymierna. Zatem funkcja f jest réznowartoéciowa na Q.

B 1.21. [77] Funkcja f, ktora réznowartosciowo przeksztalca przedzial (0,1)
na przedzial (0, 1]:

+ —z dla O <z < 1.

|= = =
\ ~
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

7/
111 1 1
643 2 T

B 1.22. [A] Funkcja f réznowartoéciowa na R, ktora przyjmuje tylko wartosci
niewymierne:

Konstrukcja. Niech (w,) oznacza ciag wszystkich liczb wymiernych o niepo-
wtarzajacych sie wyrazach, w ktérym w; = 0. Ponadto niech v/2Q oznacza
zbibr {w\/§ rweQ\ {0}} Funkcje f: R— R\ Q okreslamy wzorem

x dla xeR\{@u\/i@},
f(ﬂ?) = w2n\/§ dla T = W,
Won—1V2 dla = = w,V2.

B 1.23. [A] Funkcja ciggla i réznowartoéciowa f : (0,1)"— <O, \/§>, ktéra
przeksztalca liczby niewymierne z przedziatu (0,1) na liczby niewymierne z

przedziatu (O, \/§> :

Konstrukcja. Wedlug pomystu Alfreda Witkowskiego. Niech ag = 0, a1, as,
as,... oraz bg = 0, by, ba, bs,... beda rosnacymi ciggami liczb wymiernych
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zbieznymi odpowiednio do 1 oraz do v/2. Funkcje f okreslamy tak, aby spel-
niata warunek: f(a,) = b, (n € Ny), a na przedziatach [a,_1,a,] byla li-
niowa. Poniewaz liczby a,, oraz b, sa wymierne, wiec funkcja f przeprowadza
liczby niewymierne z przedziatu (a,—1,a,) na liczby niewymierne z przedzialu
(bn—1,bn). A zatem spelnia warunki zadania.

b+

|
T
ap =bg =0 a1 as az 1 x

B 1.24. [25] () Funkcja L okreslona na [0,1] taka, ze obrazem dowolnego
przedziatu [a,b] C [0,1] jest [0, 1]:

L (0.&1&2&3(14&5&6 .. ) = O,
gdy liczba 0.ajasas . .. jest niewymierna oraz

L (O.a1a2a3a4a5a6 . ) == 0.a2na2n+2a2n+4 ceey
gdy okres liczby wymiernej 0.ajasas . .. zaczyna sie od cyfry ag,—1.

Uzasadnienie. W rozwinieciach dziesietnych liczb z przedziatu [0, 1] wyklu-
czamy te, w ktérych od pewnego miejsca sa same ,9”. Niech [a,b] C [0, 1]
bedzie dowolnym przedziatem. Cyfry ¢y, co,...,co,—1 Oraz n > 2 dobieramy
tak, aby liczby

O.cica...co20 oraz 0O.cica...co o1

nalezaly do przedziatu [a,b], przy czym cyfra co,_3 jest rézna od 0 i 1. Dalsze
cyfry o indeksach nieparzystych wybieramy nastepujaco cop—1 = copt1 = ... =
C4n—5 = 0 oraz c4n—3 = 1. Kolejne n cyfr powtarzamy okresowo stawiajac je
na miejscach nieparzystych.
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Wybierzmy teraz dowolny punkt y = 0.b1b2bs3 . .. z przedziatu [0, 1]. Przyjmu-
jemy
xr = 0.610203 . CQn_1b1a2n+1b2a2n+3 .

Oczywiscie punkt = nalezy do przedzialtu [a, b]. Poniewaz liczba

0.016305 «e.C2n—3Con—1C21+1 - - -

ma okresowe rozwiniecie, ktorego pierwszy okres zaczyna si¢ od cyfry co,—1,
wiec

L(x) = 0.b1b2b3 o=,

Co nalezalo pokazac.

Uwaga. Funkcja L zostala skonstruowana przez H. Lebesgue’at. Funkcja ta
ma dodatkowa wtasnosé: kazda jej wartos¢ jest przyjmowana nieskonczenie
wiele razy. Rzeczywiscie, wystarczy zauwazy¢, ze w przedziale [0,1] mozna
wskazaé¢ nieskonczenie wiele roztacznych przedzialéw domknietych postaci
[1/(2n+1),1/2n], n € N,

B 1.25. (%) Funkcja f okreslona na R taka, ze obrazem kazdego przedzialu
(a,b) jest R:

1
f(x) = ctg (7TL <— arc ctg :L’)) ,
T
gdzie L oznacza funkcje Lebesgue’a z poprzedniego przyktadu.
B 1.26. Rodzina (A,,) zstepujacych podzbioréw nieskonczonych prostej taka,

ze ich przekroj jest zbiorem pustym, tzn. dla n € N zachodzg warunki:

A, CR, card (A,) =00, A, D Ant1, ale ﬂ A, = 0:

n=1

A1 -

A2 -

A3 L
A, =[n,00), n €N, 3
A4 -

As >

Ag _

*Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941), francuski matematyk.
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B 1.27. Rodzina (a,,b,) zstepujacych przedzialéw otwartych na prostej, o
dtugosci zmierzajacej do 0 taka, ze ich przekrdj jest zbiorem pustym, tzn. dla
n € N zachodzg warunki:

R D (an,bn) D (@ns1,bni1), nh_)rréo (b, —ap) =0, ale ﬂ (ap, bn) = 0:
n=1
(al,b1)
0 1
1
(az,b2)
0 1
2
(a3, b3)
0 1
1 3
(ap, by) = (o, —), neEN.  (anby)
n 0 %
(as, bs)
0 1
5
(as, be)
0

|

Uwaga. Jest to kontrprzykltad $wiadczacy, ze w twierdzeniu Cantora o zste-
pujacej rodzinie przedzialéw domknietych o dtugosciach dazacych do 0, nie
mozna zrezygnowaé z domknietosci.

B 1.28. Zbiory A, B domkniete i roztaczne na plaszczyznie, odlegtosé miedzy
ktérymi jest réwna O:

1
_ 2,
A—{(x,y)ER.xER,y>1+x2},

T
Bz{(x,y)E]R2:xeR,y<O}. z
B

B 1.29. Funkcje okresowe f i g, ktérych suma ani iloczyn nie sa funkcjami
okresowymi:

f(x) =sinz, g(z) = sin <\/§:L’> :

yh/\ y%/\/\/\

/] NS NS T N NS St

)

f(x) + g(x) = sinx + sin <\/§az f(x)g(z) = sinxsin (\/ﬁm)

YN o~/ AN AN
A \_/ U/ ¢ A\ N 7

N———
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B 1.30. Funkcja elementarna, ktorej wykres sktada si¢ z nieskonczonej liczby
stycznych potokregow:

f(x) = \/%2 — (arccos [sin z|)2.
Yy

YT Y Y

—27 —Tr ‘ ™ 2 x

B 1.31. Funkcje f i g takie, ze
sup {f () +g(x) : & € [0,1]} # sup {f(x) : 2 € [0, }+sup{g() : 2 € [0,1]} :

y y
1

f(z) =z — 22, ‘ 1 =z g(x) = —=. oz

Uzasadnienie. Mamy

sup{f(z):x €[0,1]} +sup{g(x) : xz €[0,1]} =
=sup{a:—x2:a:€ [0,1]}+Sup{—x:x€ [0,1]} =i—|—0= i,
ale

sup{f(x)+g(x):x €[0,1]} = {—x2 :x € |0, 1]} =0# i

B 1.32. Funkcje f, g nieujemne na R, ktorych iloczyn jest funkcja zerowa,
ale zadna z nich nie jest funkcja zerowa:

y y
f(z) = |z| + =z, V g(x) = |z| — x. w

| T | T

B 1.33. (x) Nieprzeliczalny zbiér domkniety o mierze Lebesgue’a zero:

Konstrukcja. Konstrukcje zbioru o powyzszej wtasnosci rozpoczynamy od
przedzialu domknietego [0, 1]. Oznaczamy go przez Cy. W pierwszym kroku
ze $rodka zbioru Cy usuwamy przedzial otwarty o dtugosci 1/3, tj. (1/3,2/3).
Pozostaty zbior domkniety oznaczamy przez C;. W drugim kroku ze srodkéw
obu pozostalych przedzialéw usuwamy przedzialy otwarte o diugosci 1/32,
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tj. (1/9,2/9) oraz (7/9,8/9). Otrzymany zbiér domkniety, ktéry sklada sie
z czterech przedzialéw. Oznaczamy go przez Cs. Trzecim kroku ze Srodkéw
czterech przedzialéw usuwamy przedzialy otwarte o diugosci 1/33. Otrzymany
zbioér oznaczamy przez C'3. Te procedure kontynuujemy do nieskonczonosci.
Dostaniemy ciag zbioréw domknietych Cy, C7, Cs, Cs, ...

Co
Ch
—_— —_— —_— —_— — (s
—— ——— 1 R
0OL21 2 7 8 1 2 1920 7 8 2526 ]
27 27 9 9 2727 3 3 2727 9 9 27 27
oo
Zbior C' o zadanych wlasnosciach jest przekrojem zbioréw C,, tzn. C = () C,.
n=0

Uzasadnienie. Zbiér C jest domkniety, bo jest przekrojem zbioréw domknie-
tych. Miara tego zbioru jest réwna 0. Wynika to z faktu, ze suma dtugosci
przedzialéw usunietych w czasie jego konstrukcji jest rowna 1. Mamy bowiem

2=

o0 1
Z 3n = 1.
n=1

7 kolei nieprzeliczalno$¢ tego zbioru wynika z faktu, ze sktada sie on z wszyst-
kich liczb z przedziatu [0, 1], ktérych rozwiniecia tréjkowe zawieraja tylko zera
i dwdjki.

Uwaga. Zbior o powyzszych wlasnosciach skonstruowal Cantor i nosi on jego
imie. Zbioér ten zostanie wykorzystany w konstrukeji funkcji ciggtej f na prze-
dziale [0, 1], ktéra na koncach przedziatu przyjmuje wartosci f(0) =0, f(1) =
1, a jej pochodna prawie wszedzie jest réwna 0 (zobacz 4.35). Zbiér Cantora
spelnia warunek C' @ C' = [0, 2], gdzie & oznacza sume kompleksowa zbioréw.
Zauwazyt to i pokazal H. Steinhaus.

B 1.34. Nieprzeliczalny zbiér domkniety ztozony tylko z liczb niewymiernych:

> 1 1
R\ U (wn ~ o Wn + 2—n) , gdzie (wy,) jest ciagiem wszystkich liczb wymiernych.
n=1

Uzasadnienie. Poniewaz przedziaty

1 1
wn_2_”’wn+2_"
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sg otwarte, wiec ich suma jest zbiorem otwartym. Zatem dopeitnienie tej sumy
jest zbiorem domknietym. Oczywiste jest, ze dopelnienie zawiera tylko liczby
niewymierne. Otrzymany zbior jest nieprzeliczany, gdyz suma dlugosci tych
przedzialéw jest rowna 2, a prosta ma diugosé oc.

B 1.35. Ciag (v,) liczb wymiernych taki, ze przedzialy otwarte o srodku v,

i dtugosci 2/n pokryja cala prosta, tj. U (fun — —,un + —) =R:
n n
n=1

1 1 1 1
:_1n+1(_ LTI _).
vp, = (—1) 2+4+6+ +2n

Uzasadnienie. Z postaci ciaggu (v,) wynika, ze kolejne przedzialy dotaczamy
do sumy mnogosciowej raz z prawej strony, a raz z lewej.

<

firy

Il
[N

[V

vy = —

oo N

I
o
|
P

[+
w
I
=

[~
.
o TN

fu
S
f
L]

Uzasadnienie podamy dla przedziatéw doktadanych z prawej strony. Ciag

\\—1+1+1+ =
MERTE T T Ty

jest rosnacy i rozbiezny do oo, wiec wystarczy pokazac, ze sasiednie przedzialy

( 1 +1> < 1 n 1 )
Up — —, U — v - —, —
n nan n ) n+2 n+27 n+2 n_|_2

co najmniej zachodzg na siebie. Tak jest, gdyz prawy koniec pierwszego prze-
dziatu jest wiekszy od lewego konca drugiego. Rzeczywiscie, dla n € N praw-
dziwe sa nieréwnosci

1 1
n — > Upyo — —— | <
(’U +TL Un+2 TL—I—2)

(1+ L o1 )
n  n+2 Un+2 vn_2n—|—2 on+4)"

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla przedzialéw doktadanych
z lewej strony.
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Wi(x,y) = 2% + (zy — 1)%

Uzasadnienie. Dla dowolnego punktu (z,y) € R? prawdziwa jest nieréwnoséé
W(z,y) = 2° + (zy — 1) > 0.

Réwnoéé 22 + (zy — 1)2 = 0 jest mozliwa tylko wtedy, gdy = = 0 oraz zy = 1,
a te warunki sa sprzeczne. Zatem W (x,y) > 0. Ponadto dla kazdego ¢ > 0
istnieje n € N takie, ze n > 1/1/e. A dla takiego n mamy
1 1
W (—,n) = — <e.
n

"2
To oznacza, ze W (R,R) = (0, c0).

Uwaga. Wielomian W jest kontrprzyktadem $wiadczacym, ze préba przenie-
sienia twierdzenia ,jesli wielomian jednej zmiennej przyjmuje na R dowolnie
mate wartoscit dodatnie, to w pewnym miejscu przyjmuje wartos¢ 07 na wielo-
miany dwoch zmiennych, prowadzi do falszywej hipotezy.

B 1.37. [25] (x) Zbidér gesty na plaszczyZnie zlozony z punktéw o obu wspol-
rzednych wymiernych taki, ze na kazdej prostej pionowej i poziomej lezy co
najwyzej jeden jego punkt:

Konstrukcja. Zbiér okreslimy rekurencyjnie. W pierwszym kroku w kazdym
z 4 kwadratow o boku 1 otaczajacych poczatek uktadu wspotrzednych wy-
bieramy po jednym punkcie o obu wspotrzednych wymiernych tak, aby zadne
dwa punkty nie nalezatly do tej samej prostej pionowej ani poziome;.

Y
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W drugim kroku, stosujac te same reguty, wybieramy po jednym punkcie w
kazdym z 64 kwadratéw o boku 1/2, ktore tworza kwadrat o srodku w poczatku
uktadu i boku 4. Oczywiscie, gdy w ktéryms$ z kwadratéow zostal wczesniej
wybrany punkt, to przechodzimy do kolejnego kwadratu. W kazdym kolej-
nym kroku konstrukcji dwukrotnie zwickszamy o 2 bok duzego kwadratu i
dwukrotnie zmniejszamy bok malych kwadratéw. Zbior, ktéry otrzymamy po
nieskonczenie wielu krokach, spelnia zapowiedziane warunki.

Y
2

—2

Uwaga. Warunek ten spelnia takze wykres funkcji Sierpinskiego (zobacz 1.12).

B 1.38. [25] Przeksztalcenie F' odcinka [0, 1] na kwadrat [0, 1] x [0, 1]:

(0.61636567 ...2,0.c0c4c6¢s . . .2) dla t e [0, 1),

F(t) = (2(t),y()) ={ (1,1) dla t=1,

gdzie 0.cicacscqcscgercs . . .o jest rozwinieciem dwéjkowym liczby ¢, ktore nie
zawiera nieskonczenie wielu jedynek od pewnego miejsca.

Uwaga. Przeksztatcenie F' nie jest ciagte.

B 1.39. (x) Przeksztalcenie ciagle F' odcinka [0, 1] na kwadrat [0, 1] x [0, 1]:
Na rysunkach przedstawiono pierwszy, drugi i trzeci etap konstrukcji krzy-
wych, ktorych granica jest obrazem przeksztatcenia F'. Konstrukcja ta zostala
podana przez G. Peano®. Kolejne przyblizenia nazywamy krzywymi Peano.

5
5
5
5

===

2525252
5252525
252s2 5
Soo2525
2525252
5252525
252525

|

|

|
25252525

S
S
S
S

$Giuseppe Peano (1858 — 1932), wloski matematyk i logik.
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Innym przyktadem o tych samych wtasnosciach jest krzywa skonstruowana
przez D. Hilberta¥.

Uwaga. Ciekawy przyktad funkcji ciaglej F', ktora przeksztalca przedzial
[0,1] na domkniete koto jednostkowe takiej, ze dla kazdego 0 < t < 1 ob-
raz F' (]0,1]) jest zbiorem wypuklym, podali A. Vince, D.C. Wilson [74].

B 1.40. [A] Ciag (Py) wielomianéw o rosnacych stopniach i wspotczynnikach
wymiernych taki, ze suma ich wykreséw jest zbiorem gestym w R?:

Konstrukcja. Niech {(z,,y,) : n € N} bedzie zbiorem punktéw plaszczyzny
o obu wspélrzednych wymiernych, ktéry jest w gesty w R?, a jego elementy
spelniaja warunek:

Ty # Ty OTazZ  Yn # Ym dla n #m.

Zbiér taki zostal skonstruowany w przykladzie 1.37. Ciag (P,) wielomianéw
okredlimy rekurencyjnie. Dla n = 1 przyjmujemy Pj(z) = y;. Dla n = 2
przyjmujemy, ze wielomian P, jest funkcja liniowa, ktora przechodzi przez
punkty (z1,y1), (x2,y2). Poniewaz y; # y2, wiec wielomian P, ma stopien 1,
a jego wspolczynniki sg wymierne. Zatézmy, ze wielomiany Py, Ps, ..., P, sa
juz okreslone i spelniaja warunki: maja wspotczynniki wymierne, ich stopnie
rosna, a wykres wielomianu Py (1 < k < n) zawiera punkty (z1,v1), (z2,v2),
ooy (T, yi) - Okredlimy teraz wielomian P, 1. Ze wzoru interpolacyjnego La-
grange’a wynika, ze istnieje wielomian o wspotczynnikach wymiernych, ktory
przechodzi przez punkty (z1,v1), (z2,¥2), -+, (@nyYn), (Tnt1,Yn+1). Jezeli
stopien otrzymanego wielomianu jest wiekszy od stopnia wielomianu F,,, to
przyjmujemy, ze jest to wielomian P, i przechodzimy do okreslenia kolej-
nego. Jesli zas stopnie wielomianéw sa jednakowe, to zadamy, aby wielomian
przechodzil takze przez punkt (z,y2,yn+2) . Jesli nadal stopien wielomianu nie
zmieni si¢, to doktadamy kolejne punkty zbioru gestego. Ta procedura musi
spowodowaé kiedy$ zwiekszenie stopnia wielomianu, gdyz inaczej wszystkie
punkty zbioru gestego beda nalezaty do ustalonego wielomianu, a to nie jest

YDavid Hilbert (1862 - 1943), niemiecki matematyk.
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mozliwe. W ten sposéb okrelilismy ciag (P,) wielomianéw. To, ze suma wy-
kresow tych wielomianéw jest gesta na plaszczyznie jest oczywiste.

B 1.41. Funkcja f ciagla na R taka, ze suma krzywych y = f(nz), gdzie
n € N, jest zbiorem gestym w R?:

f(x) =xcosz

) ) Y
150 150 150

100

—150

f(5z) = bx cos b, f(10zx) = 10z cos 10z, f(5z) = 15z cos 15,





