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Pan [Joseph] Fourier uwazal, ze glownym celem nauki jest spo-
teczna uzytecznosé i objasnianie zjawisk przyrody; ale taki filozof
jak on powinien byl wiedzieé, ze jedynym celem nauki jest honor
ludzkiego umystu, dlatego kwestie dotyczgce liczb sq rownie wazne,
co kwestie dotyczgce systemu Swiata.

Carl Gustav Jacobi, z listu do A.M. Legendre’a, 2 VII 1830

Wielu ludzi weigz ma falszywe przekonanie, zZe wszystko, co w ma-
tematyce wazne zostalo juz odkryte, a matematyka jest interesujq-
ca jedynie ze wzgledu na jej zastosowania w nauce i technice.

Avner Ash, Robert Gross, z przedmowy do
Fearless symmetry, Princeton University Press 2006
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Wstep

Matematyka jest krélowqg nauk, a teoria liczb krélowg ma-
tematyksi.

Carl Friedrich Gauss

[Teoria liczb] naprawde zaczyna sie od 1, 2, 3, 4, 5, ...
1 nie mozesz byé ani zbyt miody, ani zbyt stary, by cieszyc
sie tg cudowng historig.

John J. Watkins, Number Theory
Princeton University Press 2014

Ksigzka moze stuzy¢ jako podstawowy podrecznik dla semestralnego kursu teo-
rii liczb. Znaczna czeS¢ materiatu jest tez dostepna dla ambitniejszego ucznia
starszych klas szkoly Sredniej.

Czym sie zajmuje teoria liczb ...

Elementarna teoria liczb zajmuje sie liczbami naturalnymi. Na poziomie bar-
dziej zaawansowanym zajmuje sie tez innymi rodzajami liczb: wymiernymi,
algebraicznymi itd.

Przygladajac sie liczbom naturalnym mozna odkryé¢ mnéstwo ciekawych prawi-
dtowosdci 1 postawi¢ wiele niebanalnych pytan. Proste obserwacje na poziomie
starszych klas szkoly podstawowej moga doprowadzi¢ do odkrycia, ze kazda
liczba parzysta wigksza od 2 jest prawdopodobnie suma dwu liczb pierwszych
(hipoteza Goldbacha, 1742), czy przypuszczenia, ze istnieje nieskonczenie wie-
le par liczb pierwszych rézniacych si¢ o 2 (hipoteza liczb blizniaczych, V-IV w.
p.n.e.). Do dzi§ (IX 2017) zaden z tych dwu probleméw nie zostal rozwiazany,
cho¢ w ostatnich latach osiggniety tu zostal znaczny postep.

xi
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...1 po co sie jej uczymy?

Piszac te ksiazke dtugo zastanawialem sie, po co uczymy sie teorii liczb. Oczy-
wiscie, czes¢ 0s6b uczy sie jej ze wzgledu na zastosowania w kryptografii. Ale
rzadko kiedy jest to jedyna motywacja.

Na wyktadach analizy matematycznej student poznaje metody analizy, cza-
sem takze ciekawe wyniki uzyskane za pomoca tych metod. Na wykladach
algebry — metody algebry, z rzadka jakie$ zastosowania. Teoria liczb jest zu-
pelnie inna. Sktada sie z prostych, intrygujacych pytan o otaczajacy nas Swiat
liczb i zdumiewajaco wyrafinowanych odpowiedzi na nie, z uzyciem metod
analizy, algebry abstrakcyjnej i liniowej, czasem metod kombinatorycznych
i geometrycznych. Teoria liczb w idealny sposéb laczy prostote pytan z
bogactwem metod. Na tym polega jej urok.

Wyktady z teorii liczb moga byé¢ dla studenta matematyki czy informatyki
pierwsza okazja, aby zobaczy¢, jak bardzo kreta bywa droga od prostego py-
tania do zadowalajacej odpowiedzi. Przy okazji zdobywa pierwsze motywacje,
aby studiowaé zagadnienia bardziej abstrakcyjne.

Poczatki teorii liczb siegaja Babilonczykéw (ok. 1500 lat p.n.e.), znaczace wy-
niki uzyskano w Grecji i $wiecie hellenistycznym (V w. p.n.e. - IIT w. n.e.). No-
wozytna jej historia zaczyna sie od Fermata (XVII w.). Poczawszy od XVIII w.
teoria liczb staje sie stopniowo silg napedowg m.in. dla analizy, algebry abs-
trakcyjnej i geometrii algebraicznej. Dwa spoérdd siedmiu probleméw milenij-
nych! dotycza teorii liczb.

Ogoélna konstrukcja

Ksiazka sktada si¢ z pieciu czeéci. Czesé pierwsza jest rodzajem elementarza
teorii liczb. Korzystamy z niej niemal we wszystkich wyktadach. Dalsze czesci
sa w zasadzie niezalezne.

Trudniejsze czesci wykladéw, nie majace wplywu na dalsza lekture, zaznaczo-
no gwiazdka.

!Problemy milenijne to zestaw siedmiu probleméw matematyki, w tym hipotezy Rieman-
na (wiaze si¢ z rozmieszczeniem liczb pierwszych) oraz Bircha i Swinnertona-Dyera (dotyczy
krzywych eliptycznych). Od roku 2000 Instytut Matematyczny Claya za rozwiazanie kazde-
go z tych probleméw oferuje nagrode w wysokosci miliona dolaréw. Dotychczas rozwigzano
tylko jeden z tych siedmiu probleméw — hipoteze¢ Poincarego. Udowodnit ja w roku 2002
Grigorij Perelman, ale nagrody nie przyjat.
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Poziom trudnosci i rola zadan

Poczatkowe zadania po kazdym podrozdziale — do miejsca oznaczonego sym-
bolem trzech kar — maja w zasadzie charakter rachunkowy. Czytelnik powi-
nien rozwiazywaé¢ wiekszo$¢ z nich, aby mie¢ pewnosé, ze rozumie material.
Dalsze zadania majg charakter bardziej twérczy, czasem podejmuja zagadnie-
nia tylko luzno zwigzane z gtéwnym tekstem.

Zachecamy Czytelnika, aby rozwiazywal przynajmniej czes¢ sposrod tych dal-
szych zadan. Nawet sama préba rozwigzania bywa ksztatcaca. Odpowiedzi
badz wskazéwki do znacznej czesci zadan znalezé mozna na koncu ksiazki.

Nauka czysta czy stosowana?

W ostatnim pétwieczu teoria liczb znalazta zastosowania, przede wszystkim w
kryptografii, zyskujac w ten sposob status matematyki stosowanej. Dla prze-
cietnego uzytkownika algorytméw teorii liczb wazne jest, ze algorytm dziata
— nie musi pytaé dlaczego.

Ale najnowsze zastosowania teorii liczb nie moga przystonié¢ faktu, ze jest ona
przede wszystkim matematykq czystq. Za pomocg komputera sprawdzono, ze
wspomniana wyzej hipoteza Goldbacha jest prawdziwa dla liczb naturalnych
ponizej 4-10'7, a z czasem ta granica bedzie sie przesuwaé. Matematycy zapew-
ne wierza, ze jest tak tez dla wigkszych liczb, ale w gruncie rzeczy interesuje
ich wylacznie, jak zdoby¢ w tej materii absolutng pewnosé, a takze zrozumieé
dlaczego ta hipoteza jest prawdziwa. Stad wybitna rola wszelkich rozumowan.

Dowody, czyli wyjasnienia

W przypadku mocno nieoczywistych twierdzen, pytanie skqd to wiadomo jest
naturalna na nie reakcja. Odpowiedzig jest dowdd, albo przynajmniej szkic
dowodu. Szkic dowodu nie daje co prawda gwarancji, ze twierdzenie jest praw-
dziwe, ale zazwycza] wyjasnia, skad to wiemy.

Wielu studentéw ma sktonnosé do pomijania dowodow, a przynajmniej do ich
lekcewazenia. Powtérze to, co napisatem we wstepie do Matematyki dyskret-
nej. Matematyka bez dowodéw jest jak opera bez muzyki: mozna oczywiscie
ograniczy¢ sie do sledzenia samej akcji, ale nikt w ten sposéb opery nie polubit.

Biogramy i komentarze historyczne

Trudno sobie wyobrazi¢ powaznego muzyka, ktory zupelnie nie ma pojecia,
kiedy zyl Bach czy Mozart. Albo malarza, ktory nie styszal o Rembrandcie.
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Matematyke tworzag matematycy. Liczne biogramy i komentarze historyczne
rozsiane po ksigzce przypominajg ten ludzki aspekt matematyki. Sita rzeczy
biogramy matematykéw najbardziej wszechstronnych pojawiaja sie w roznych
tomach serii. Staram sie, aby w takich sytuacjach przynajmniej niektore szcze-
g6ty wnosily do portretu omawianego matematyka jakis nowy rys.

Kilka uwag dla ambitniejszego licealisty

Uczen starszych klas szkoty éredniej, przy pewnym wyrobieniu matematycz-
nym, moze przebrnaé z pozytkiem przez wieksza czes¢ materiatu. Przy pierw-
szej lekturze lepiej pominaé czes¢ rozumowan z wyktadu 12, wyktad 18 i krzywe
eliptyczne, tzn. wyktady 22-24. Niewielkie braki z matematyki wyzszej tatwo
uzupelnié siegajac do poczgtkowej czesci odpowiedniego hasta w Wikipedii czy
Wolfram MathWorld.

Bardzo mozliwe, ze mtodszy Czytelnik postapi rozsadnie zaczynajac od krot-
szego kursu (ok. 40-50 stron), jaki mozna znalezé w mojej Matematyce dys-
kretnej.

Uwagi dla wykladowcy

Ksiazka podzielona jest na 25 wykladéw, ale niektére (zwlaszcza 10. i 13.) sa
bardzo krotkie. Mozna przyjaé, ze material odpowiada z grubsza ok. 20-22
wyktadom. Oznacza to, ze przy umiarkowanym tempie kilka wykladéw trzeba
pomingé¢. Kurs nastawiony na zastosowania mozna oprze¢ na wyktadach 1-9,
11-12, 14-16 plus wyklad 22. Przy nastawieniu na matematyke czysta lepiej
wybraé¢ wyktady 1-6, 812, 14-15 i 19-22.

AR

Dziekuje moim Kolegom i Wydawcom: doc. dr. Zbyszkowi Skoczylasowi za
szczegblowe przejrzenie tekstu i liczne sugestie oraz dr. Marianowi Gewertowi
za przygotowanie rysunkoéw i szereg uwag redakcyjnych.



I

Euklides, Fermat
i kongruencje



Bag stworzyl liczby catkowite, wszystkie inne sq dzielem czlo-
wieka.

Leopold Kronecker, wg Heinricha Webera

Kazda liczba naturalna? jest suma jedynek. Na przyktad
7T=14+1+1414+14+1+1+1.

Z punktu widzenia dodawania jedynki stanowia podstawowe cegietki, z ktorych
zbudowane sa wszystkie liczby. Ale ograniczajac sie do dodawania, trudno
o liczbach naturalnych powiedzie¢ co$ ciekawego.

Inaczej jest, gdy przechodzimy do mnozenia. Tu funkcje podstawowych cegie-
tek pelnia liczby pierwsze. Kazda liczba naturalna wieksza od 1 jest albo
liczbg pierwsza, albo iloczynem liczb pierwszych. Na przyktad

1001 =7-11-13, 1111111 = 239 - 4649.

Twierdzenie, ze rozkiad taki jest jednoznaczny jest jednym z fundamentéw
teorii liczb. Wiekszo$¢ 0séb przyjmuje to za oczywiste. Dopiero Gauss, pod
koniec XVIII w. odczul tu potrzebe dowodu. Nie jest on oczywisty. Po drodze
korzystamy z algorytmu Euklidesa, pierwszego interesujacego algorytmu
teorii liczb.

Juz Euklides w III w. p.n.e. wiedzial, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie
wiele. Chyba kazdy dowdd tego twierdzenia korzysta ze wspomnianej jedno-
znacznosci rozktadu.

2Kronecker my$lat zapewne wylacznie o dodatnich liczbach calkowitych, gdyz zero i liczby
ujemne pojawily sie tak pézno — i maja tyle wad (np. nie mozna przez zero dzieli¢) —
ze wyraznie wygladaja na dzieto czlowieka. My réwniez przyjmiemy, ze liczby naturalne
zaczynaja sie od jedynki: 1, 2, 3... W teorii liczb jest to ogdlnie przyjete.



Kongruencje — wprowadzone przez Gaussa — to w zasadzie tylko sposob
zapisu, ale bedziemy przekonywaé sie wielokrotnie, ze sa one nadspodziewanie
uzyteczne. W jezyku kongruencji formutowane sa niemal wszystkie najwazniej-
sze twierdzenia wykladéw 2-4, w tym male twierdzenie Fermata i chinskie
twierdzenie o resztach.

Arytmetyka kongruencji prowadzi do zainteresowania pierécieniami Z,. Ich
podstawowe wlasnoéci roznig sie w zaleznoéci od tego, czy n jest liczba pierw-
szg, czy ztozona. Gdy p jest liczba pierwsza, pierscien Z, jest cialem. Pokazemy,
ze w ciele Z, istnieja pierwiastki pierwotne, tzn. elementy, ktérych potegi
wyczerpuja niezerowe elementy ciala.

Te cztery poczatkowe wyklady stanowig rodzaj elementarza teorii liczb. Nie
ma tu jakiej$ idei przewodniej, a zadne z twierdzen nie jest szczegélnie gtebo-
kie. Na razie szykujemy narzedzia.



Wryktad 1

Liczby pierwsze

... postanowitem ponumerowac swoje rozdzialy liczbami
pierwszymi 2, 8, 5, 7, 11, 13 i tak dalej, poniewaz je lubie.

Mark Haddon, Dziwny przypadek psa nocng porg,
Swiat Ksigzki, 2003, przekt. Matgorzata Grabowska

Przypomnijmy, ze liczba pierwsza to liczba, ktéra ma tylko dwa dzielniki:
1 i samg siebie. Liczba zlozona to liczba, ktéra ma wiecej niZ dwa dzielniki.
Zauwazmy, ze 1 nie jest ani liczbg pierwsza, ani ztozona.

Euklides (ok. 300 p.n.e.) kojarzony jest przede wszystkim z geometria. Ale jego
Elementy zawieraja tez dwa klasyczne wyniki teorii liczb, o ktérych bedzie
mowa w tym wyktadzie: jedno z najwazniejszych twierdzen i najstawniejszy
algorytm.

1.1 Twierdzenie Euklidesa 1 sito Eratostenesa

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki - Twierdzenie Euklidesa i sito Eratostenesa
- Zadania

Okoto 2300 lat temu Euklides wykazal, ze liczb pierwszych jest nieskoniczenie
wiele, a niedlugo potem Eratostenes pokazal, jak ,wylowi¢” wszystkie liczby
pierwsze za pomocg algorytmu znanego dzi$ jako sito Eratostenesa.



1.1. Twierdzenie Euklidesa i sito Eratostenesa 5

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki i twierdzenie Euklidesa

TWIERDZENIE 1.1 (zasadnicze twierdzenie arytmetyki)

Kazda liczba naturalna wieksza od 1 jest albo liczbg pierwszq, albo tloczy-
nem liczb pierwszych. Przedstawienie liczby naturalnej w postact iloczynu liczb
pierwszych jest jednoznaczne z doktadnoscig do porzqgdku czynnikéw.

Na przyklad 600 = 23 - 3 - 52. Przedstawienie takie nazywamy rozkladem
na czynniki pierwsze. Gauss byt chyba pierwszym matematykiem, ktéry
odczut potrzebe dowodu, ze rozktad jest jednoznaczny. Przez ponad 2000 lat
twierdzenie uchodzito za oczywiste. Krétki dowéd damy pod koniec wyktadu.
Ale juz teraz skorzystamy z niego w dowodzie jednego z pierwszych glebokich
twierdzen teorii liczb.

TWIERDZENIE 1.2 (Euklides)
Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Znanych jest kilkanascie dowodéw tego twierdzenia. Ponizszy pochodzi zasad-
niczo z Elementow, cho¢ jego forma jest mocno uwspolczedniona.

DowOD: Zalézmy, ze jest tylko skonczenie wiele liczb pierwszych: py, po, ...,
. Rozpatrzmy liczbe
n = pip2..pp + 1.

7 zasadniczego twierdzenia arytmetyki wynika, ze albo n jest sama liczba
pierwsza (oczywiscie rézna od wszystkich p;), albo ma rozklad na czynniki
pierwsze. Niech p bedzie jednym z tych czynnikow. Poniewaz n przy dzieleniu
przez ktorekolwiek p; daje reszte 1, wiec p jest rozna od wszystkich p;. Tak wiec
wykazalidmy, ze musi istnie¢ jeszcze jaka$ liczba pierwsza, wbrew zalozeniu,
7€ P1, P2, - - ., Pr 10 wszystkie liczby pierwsze.

Sito Eratostenesa

Aby znalez¢ wszystkie liczby pierwsze mniejsze od ustalonej liczby M, nalezy
po prostu odsia¢ wszystkie ztozone, i oczywiscie jedynke. Stuzy do tego sito
Eratostenesa. Eratostenes byt aleksandryjskim uczonym z III w. p.n.e. Dzis
pamietamy go przede wszystkim jako tego, ktéry obliczyl dtugo$é réwnika.
Dla matematykéw jest gtownie odkrywca sita.



6 Wyktad 1. Liczby pierwsze

Zasade dziatania sita Eratostenesa wyjasnimy na przykladzie. Wypiszmy
wszystkie liczby naturalne od 2 do 45:

© 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

Pozostawmy 2 (jest liczba pierwsza) i skreslmy wszystkie pozostale parzyste,
posuwajac sie krokiem co 2. Otrzymamy wowczas:

o 2 3 o 5 o 7 > 9 o 11 o 13 o 15
o 17 o 19 o 21 o 23 <o 25 o 27 o 29 o
31 ¢ 33 ¢ 35 o 37T o 39 ¢ 41 o 43 o 45

Najwczesniejsza liczba nieskreslona (oprécz oczywiscie dwéjki) jest 3. Pozo-
stawmy ja — to kolejna liczba pierwsza — i skreslmy wszystkie krotnosci
tréjki, posuwajac sie krokiem co 3:

> 2 3 o 5 o 7 S o o 11 o 13 o o
o 17 ¢ 19 o o ¢ 23 o 25 o o o 29 o
31 ¢ ¢ o 35 o 37T o o o 41 o 43 o o

Na tym etapie pozostawiamy 5 — kolejna liczba pierwsza, po czym, posuwajac
sig krokiem co 5 skreslamy krotnosci 5:

<o 2 3 o 5 o 7 o o o 11 o 13 o o
o 17 ¢ 19 o o o 23 o o o o o 29 o
31 o o o o o 37T o o o 41 o 43 o o

Zauwazmy, ze liczba zlozona n musi mie¢ dzielnik mniejszy badz réwny /n.
Jesli bowiem n = pgq, a czynnik p > /n, to ¢ < y/n. Dlatego przesiewanie kon-
czymy, gdy osiagniemy /n. W tym przypadku opisany krok byt juz ostatnim,
gdyz 7 > \/45. Efektem takiego przesiewania jest zatem lista:

2,3,5,7,11,13,17, 19,23, 29, 31, 37, 41, 43.

Algorytm ten nie jest szczegdlnie praktyczny, ale pewne zaawansowane rozu-
mowania wspolczesnej teorii liczb — na przyklad tzw. sito Selberga — wciaz
do tej prostej techniki nawiazuja. Na szczescie problem znalezienia wszystkich
liczb pierwszych z zadanego przedzialu nie ma wickszego znaczenia praktycz-
nego.
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Zadania
1. Przedstaw w postaci iloczynu liczb pierwszych: a) 1001; b) 111111; ¢) 11!

2. Znajdz wszystkie liczby pierwsze pomiedzy 1000 a 1010. Korzystajac z zad. la) mozesz
istotnie skroci¢ rachunki.

3. Po ilu iteracjach sita Eratostenesa otrzymamy wszystkie liczby pierwsze ponizej 10007
RV
4. Pokaz, ze dla dowolnego n istnieje ciag dtugosci n kolejnych liczb ztozonych.
5. Analizujac dow6d Euklidesa wykaz, ze n-ta liczba pierwsza p, spelnia nieréwnosé
pn < 22",
Wywnioskuj stad, ze ponizej 22" jest przynajmniej n + 1 liczb pierwszych.
6. Dokonicz ponizszy dowdd Stieltjesa (1890) istnienia nieskoriczenie wielu liczb pierwszych.

? Zatézmy, ze istnieje tylko skoniczenie wiele liczb pierwszych pi1, p2, ..., pn. Podzielmy ten
zbiér na dwie niepuste czesci. Niech a bedzie iloczynem liczb nalezacych do jednej z tych
czedci, b — drugiej. Rozwazmy m =a +b...”

7. Wykaz, ze dla n > 9 liczba n-cyfrowa ma co najwyzej n réznych dzielnikéw pierwszych.
8. Ile dzielnikéw ma 10!? Tle sposréd nich to liczby nieparzyste?

9. (Mersenne 1640) Znajdz liczbe dzielnikéw liczby 49000 i ich sume, nie wypisujac dzielni-
kéw.
1.2 Algorytm Euklidesa i jego konsekwencje

Algorytm FEuklidesa - Lemat Bezout - Lemat Euklidesa - Dowdd zasadniczego
twierdzenia arytmetyki - Zadania

Algorytm Euklidesa to szybki sposéb znajdowania najwiekszego wspdlnego
dzielnika dwu liczb naturalnych. Ale jego zasadnicze znaczenie wynika z roli,
jaka odgrywa w rozwazaniach teoretycznych.

Algorytm Euklidesa
Przypomnijmy podstawowe okreslenia. Dla liczb naturalnych k, m:

NWD (k,m) — najwiekszy wspdlny dzielnik liczb k, m,
NWW (k,m) — najmniejsza wspélna wielokrotnos¢ liczb k, m.

Na przyktad NWD (15,24) = 3, NWD (15, 24) = 120.
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Liczby a, b, ktérych jedynym (a wiec tez najwiekszym) wspdlnym dzielnikiem
jest 1, nazywamy wzglednie pierwszymi. Przyktadem 15 i 49.

»Szkolny” algorytm wyznaczania najwiekszego wspolnego dzielnika i najmniej-
szej wspoélnej wielokrotnosci dwu liczb wykorzystuje rozklad obu liczb na czyn-
niki pierwsze. Na przyklad dla 2002 =2-7-11-13, 1628 = 22 - 11 - 37 mamy

NWD (2002,1628) = 2-11 = 22,
NWW (2002, 1628) = 22-7-11-13-37 = 148148.

Zauwazmy, ze zachodzi, latwy do wykazania (p. zad.12), zwiazek
NWD (k,m) - NWW (k,m) = km.

Wynika stad, ze gdy znamy jedna z wielkosci NWD (k, m) badz NWW (k, m),
to bez trudu wyznaczymy tez druga.

Dla duzych liczb znalezienie rozktadu na czynniki pierwsze bywa bardzo trud-
ne. Algorytm Euklidesa pozwala te trudnosé obejéé. Sprowadza on obliczanie
najwiekszego wspoélnego dzielnika do wielokrotnego dzielenia z resztq. W zbio-
rze liczb catkowitych wykonalne sa dodawanie, odejmowanie i mnozenie. Dzie-
lenie liczb catkowitych zazwyczaj wyprowadza poza ten zbior. Przy dzieleniu
z reszta wynik (dokladniej: obydwa wyniki) sa liczbami catkowitymi. Na przy-
ktad, dzielac 31 przez 7, otrzymujemy iloraz 4 i reszte 3:

31:7=4reszta 3, tzn. 31=4-7+3.

Ogdlnie, méwimy, ze liczba catkowita n daje przy dzieleniu przez liczbe natu-
ralng k iloraz q oraz reszte r, jezeli

n=qk+r, przy czym 0<r <k—1.

Zasade dziatania algorytmu Euklidesa wyjasnimy na przyktadzie. Spdjrzmy,
jak za jego pomoca wyznaczy¢é NWD (2002, 1628):

2002 : 1628 = 1 reszta 374

1628 : 374 = 4 reszta 132

374 : 132 = 2 reszta 110
132 : 110 = 1 reszta 22
110 : 22 = 5 reszta 0.

Ostatnia niezerowa reszta — tutaj 22 — jest najwiekszym wspélnym dzielni-
kiem badanych liczb. Aby zrozumieé, dlaczego tak sie dzieje, spéjrzmy na inny
zapis wykonywanych dziatan:
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2002 = 1-1628 + 374
1628 = 4 - 374 4132
374 = 21324110
132 =1-110+ 22
110 = 5-22 4 0.

7 pierwszej rownosci wynika, ze kazdy dzielnik dwu sposrod liczb 2002, 1628,
374 jest tez dzielnikiem trzeciej, a stad

NWD (2002, 1628) = NWD (1628, 374).
Podobnie
NWD (1628,374) = NWD (374,132) = NWD (132,110) = NWD (110, 22).

A stad NWD (2002, 1628) = NWD (110, 22) = 22.

Lemat Bézout

Spojrzmy jeszcze raz na rozwazany przyklad, ale tym razem rachunki bedziemy
prowadzi¢ wstecz:

22 =132—-110 = 132—(374—2-132) = 3-132—374 = 3(1628 —4-374) — 374 =

—3-1628 — 13374 = 3 - 1628 — 13(2002 — 1628) = 14 - 1628 + (—13) - 2002.

Podobne rachunki mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej pary liczb catkowitych
a, b. Zachodzi zatem nastepujace:

TWIERDZENIE 1.3 (lemat Bézout)
Niech d bedzie najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a, b. Wowczas istniejg
liczby calkowite k, | takie, zZe

d = ka + [b.

Mozna wykazaé, ze prawie wszystkie krotno$ci NWD (a,b) (tzn. wszystkie
oprécz skonczenie wielu) dadza sie przedstawi¢ w postaci takiej kombinacji
o wspolcezynnikach catkowitych nieujemnych. Analogiczny lemat (wraz z ta
uwaga) zachodzi tez dla NWD (a1, ag, ..., an).
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Lemat Euklidesa

Zauwazmy, ze cho¢ 12 dzieli 6 - 8, to nie jest prawdg, ze 12 dzieli 6 lub 8. Dla
liczb pierwszych jest inaczej:

TWIERDZENIE 1.4 (lemat Euklidesa)
Jezeli liczba pierwsza p dzieli iloczyn ab, to dzieli przynajmniej jeden z czyn-
nikéw. W szczegdlnosci, jezeli p dzieli a®, to dzieli takze a.

DowOD: Zalbézmy, ze p dzieli ab, ale nie dzieli a. Wykazemy, ze p dzieli b. Skoro
p jest liczba pierwsza nie dzielaca a, to NWD (a, p) = 1. Z lematu Bézout mamy
zatem 1 = ka + Ip dla pewnych liczb catkowitych k, [. Pomnézmy obie strony
réwnosci przez b:

b = kab + Ipb.

7 zalozenia p dzieli ab, a wiec dzieli obydwa skladniki, a w takim razie takze
ich sume b.

Dowdéd zasadniczego twierdzenia arytmetyki

Mamy udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n rozklad na czynniki
pierwsze istnieje i jest jedyny. Skorzystamy z zasady indukcji matematyczne;j.

DowOD ISTNIENIA: Dla n = 2 twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy, ze twier-
dzenie jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych od 1 do n wlacznie.
Pokazemy je dla n + 1. Gdy n + 1 jest liczba pierwsza, to nie ma czego do-
wodzi¢. Zaldézmy zatem, ze n + 1 = ab, gdzie a, b liczby naturalne wigksze
od 1.

7 zalozenia indukcyjnego

a = pip2...Pk, b:q1q2-"Qm,

przy czym liczby p;, ¢; moga sie powtarzaé¢. Stad ab = p1ps ... PLq1G2 - - - Gm-

DOWOD JEDNOZNACZNOSCI: Dla n = 2 twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy, ze
zachodzi ono dla wszystkich liczb naturalnych od 1 do n wtacznie. Rozwazmy
dwa rozktady

n+1=pip2...Pk = q142- - Gm-
Pokazemy, ze réznié sie moga tylko kolejnoscig czynnikow.
Skoro py dzieli iloczyn qiqs ... ¢m, to z lematu Euklidesa p; dzieli ktérys z
czynnikéw ¢;. Zmieniajac ich kolejno$¢ mozemy przyjaé, ze p; dzieli ¢;. Ale
q1 jest liczba pierwsza, wiec py = q1. Z zalozenia indukcyjnego (n + 1)/p1 =
(n +1)/q1 ma rozklad jednoznaczny, a stad to samo odnosi si¢ do n + 1.
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Niewymiernos¢ pierwiastkow

Jedna z podstawowych konsekwencji zasadniczego twierdzenia arytmetyki jest
ponizsze:

TWIERDZENIE 1.5 Jezeli d nie jest kwadratem liczby naturalnej, to \/d jest
liczbg niewymierng.

DowOD: Mozemy przyjaé, ze kazdy dzielnik pierwszy p liczby d wystepuje w
rozktadzie d na czynniki w pierwszej potedze. Ewentualne wyzsze potegi mozna
wyciagnaé¢ przed pierwiastek, co nie wplynie na wymierno$é/niewymiernosé
rozwazanej liczby.

Zalézmy, ze \/d jest liczba wymierna. Istnieja zatem liczby naturalne k, m
takie, ze

k
Vd ==, czyli k? = dm?>.
m

Mozna przyjaé, ze ulamek k/m jest nieskracalny.

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym d. Skoro p dzieli dm?, to na mocy za-
sadniczego twierdzenia arytmetyki dzieli tez k? = dm?, a wiec takze k. Zatem
lewa strona ostatniej réwnoéci dzieli sie przez p?. Poniewaz w rozkladzie d na
czynniki, p wystepuje w pierwszej potedze, wiec p dzieli m. Tak wiec p jest
wspélnym dzielnikiem k, m, wbhrew zalozeniu, ze utamek k/m jest nieskracal-
ny. Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowdd.

Zadania

10. Znajdz najwiekszy wspélny dzielnik liczb 2849 i 5291 za pomoca algorytmu:
a) ,szkolnego”; b) Euklidesa.

11. Znajdz najwiekszy wspdlny dzielnik podanej pary i przedstaw go jako kombinacje catko-
witych dwu liczb:

a) 1001 1 1331; b) 28491 5291; c¢) 12345 i 123456.

12. Zbadaj, czy sa wzglednie pierwsze:

a) 2001, 3001;  b) 12357, 75321; ¢) 2n+1,4n> +1; d) (n+ 1)1+ 1, n! + 1.
RV

13. Wykaz, ze NWD (k,m) - NWW (k,m) = km.

14. Liczbami Fermata nazywamy liczby postaci F,, = 22" 4 1.

a) Wykaz, ze Fn+1 = F()Fan —+ 2.

b) Uzasadnij, ze liczby Fermata sa parami wzglednie pierwsze.

¢) Wyprowad? stad kolejny dow6d istnienia nieskoniczenie wielu liczb pierwszych.
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15. W roku 2000 Tom Apostol przedstawit nowy B

dowdd niewymiernosei v/2.

Zalézmy, ze /2 = p/q, zatem p? = ¢®>+¢*. Wyni-

ka stad, ze istnieje rownoramienny trojkat prosto- C

katny o bokach catkowitych. Niech OAB bedzie

najmniejszym takim tréjkatem. o) D A

Okrag o srodku B i promieniu AB przecina przeciwprostokatna w punkcie C. Styczna do
okregu poprowadzona w punkcie C' przecina przyprostokatna w punkcie D.

a) uzasadnij, ze odcinki CO i CD maja dlugo$é catkowita;

b) to samo dla odcinka OD.

Wywnioskuj stad sprzecznosé¢ z zalozeniem.

16. GRA EUKLIDES

Dwu graczy na przemian wymienia liczbe naturalna wieksza od 1, przy czym nie mozna
wymienia¢ liczb wczedniejszych ani ich sum. Przegrywa ten, kto nie moze podac zadnej liczby
spelniajacej te warunki. Np. jedli gracz rozpoczynajacy gre wymieni 4, a jego przeciwnik 5,
to w kolejnym ruchu nie mozna juz podac¢ ani 4, ani 5, ani zadnej z liczb

8=4+4, 9=4+45 10=5+5, 12=4+4+4, 13=44+4+5, ...

Pozostaly tylko liczby 2, 3, 6, 7, 11, a wiec gra po kilku ruchach si¢ skonczy.
a) Gracze rozpoczeli partie EUKLIDESA od liczb 4, 5, 11. Ktéry z graczy ma w tym momencie
strategie zwycieska?
b) Ktéry z graczy ma strategie zwycieska, gdy gra zaczeta sie od liczb 4, 67
¢)* Wykaz, ze kazda partia korniczy si¢ po skoriczonej liczbie ruchéw.
Wsk. Niech
dn = NWD (a1, a2, ...,an),

gdzie a1, as, .. .to liczby kolejno wymieniane przez graczy. Wykaz, ze zaden wyraz tego ciagu
nie moze powtarzaé sie nieskonczenie wiele razy.

1.3 Euklides

Zy! na przetomie IV i III w. p.n.e. Urodzil sie prawdopodobnie w Aleksandrii,
ktéra w owym czasie byla najwazniejszym osrodkiem naukowym na $wiecie.
Poza tym niewiele o nim wiadomo, choé¢ jego Elementy przez ponad 2000 lat
byly — po rozmaitych cieciach i uproszczeniach — podstawowym podreczni-
kiem geometrii wszedzie tam, gdzie docierata klasyczna cywilizacja grecka.

Elementy skladaja sie z 13 ksiag. W istocie tylko cze$é dotyczy geometrii.
Ksiegi V oraz VII-X poswiecone sg arytmetyce, choé¢ rozwazania prowadzone
sa w jezyku geometrii: mowi sie raczej o dtugoéciach odcinkéw niz o liczbach.
Algorytm Euklidesa pojawia sie w ksiedze VII, twierdzenie o istnieniu nieskon-
czenie wielu liczb pierwszych w ksiedze IX.

Euklides jest tez autorem waznego traktatu o optyce i kilku innych dziet po-
$wieconych geometrii.



Wyktad 2

Kongruencje
1 ich zastosowania

Kongruencje wprowadzil do matematyki Gauss, w swym stawnym dziele Dis-
quisitiones arithmeticae (1801). Rzadko si¢ zdarza, by tak prosty pomyst dawal
tak duze korzysci.

2.1 Kongruencje

Kongruencja jako réwnowaino$é - Arytmetyka kongruencji - Odwracalno$é
1 dzielenie kongruencji - Zadania

W arytmetyce zegarowej, gdzie np. 19 + 8 = 27 = 3 (bo 8 godzin po godzinie
dziewietnastej jest godzina trzecia) operujemy wylacznie resztami z dzielenia
przez 24. 7 kolei przy obliczaniu dnia tygodnia operujemy resztami z dziele-
nia przez 7. Wszedzie, gdzie operujemy resztami, wygodnym narzedziem sa
kongruencje.

Niech n bedzie dowolng liczba naturalna. Mdéwimy, ze liczby catkowite a, b
przystaja modulo n, jezeli ich réznica a — b dzieli sie przez n. Symbolicznie
zapisujemy to tak:

a = bmod n.

Zapis taki nazywamy kongruencja. Na przyktad

7 =1 mod 3, 31 = 11 mod 5, = —7 mod 4.

13
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Kongruencja jako ro6wnowaznos¢

FLatwo sprawdzié, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c:

a =amodn (zwrotnoéé),
a=bmodn = b=amodn (symetria),
(a=bmodnib=cmodn) = a=cmodn (przechodnios¢).

Oznacza to, ze przy ustalonym n kongruencja modulo n jest relacja réwno-
waznoéci na zbiorze liczb catkowitych.

Arytmetyka kongruencji
Kongruencje mozna stronami dodawaé, odejmowaé¢ i mnozy¢. Tak wiec pod

wieloma wzgledami kongruencja przypomina réwnoscé.

TWIERDZENIE 2.1 JeZelia =b modn oraz ¢ =d modn, to

a+c=b+d mod n,

a—c=b—d mod n,

ac = bd mod n.

Ponadto dla dowolnego naturalnego wyktadnika k
k = bk

a mod n.

DowOD: Rozwazmy najpierw dodawanie stronami. Nalezy pokazaé, ze jesli
a — b oraz ¢ — d dziela sie przez n, to takze (a + ¢) — (b+ d) dzieli sie przez n.
Ale

(a+c)—(b+d)=(a—0b)+ (c—4d),
a suma liczb podzielnych przez n tez dzieli si¢ przez n.

Dla réznicy rachunki sg niemal identyczne. W przypadku iloczynu stosowne
przeksztalcenie réznicy ac — bd wymaga pewnej pomystowosci:

ac — bd = ac — bc + be — bd = (ac — be) + (be — bd) = (a — b)c + b(c — d).

Dowdéd dla potegowania otrzymujemy, k-krotnie mnozac stronami kongruencje
a = b mod n.

PRZYKEAD 2.1 ZnajdZ ostatnia cyfre liczby 21000,
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ROZWIAZANIE: Poniewaz 2° = 32 = 2 mod 10, wiec mnozac obie strony tej
kongruencji przez 28=1 otrzymamy

2k+t4 = 9k 1mod 10.

Zatem ostatnie cyfry 2¥ powtarzaja sie w cyklu czteroelementowym. Poniewaz
21 =222 =4, 23 =8, 2 = 16, wiec dla k podzielnego przez 4 ostatnia cyfra
bedzie 6.

W dalszym ciggu, méwiac o kongruencjach bedziemy czasem uzywali termi-
nu arytmetyka zegarowa albo modularna. Zauwazmy, ze w arytmetyce
modulo 24 uzywamy tylko liczb

0, 1,2, ...,23

i do$¢ niekonsekwentnie 24, gdyz 24 i 0 oznaczaja te sama godzine. Podobnie w
arytmetyce modulo n uzywamy zasadniczo liczb 0, 1, 2, ..., n — 1, ale czasem
takze n, réwnego w tej arytmetyce zeru. Zazwyczaj piszemy tez —1 zamiast
réwnowaznego zapisu n — 1. Te drobne niekonsekwencje nie powinny tworzy¢
probleméw.

W dalszym tekscie Z, = {0,1,2,...,p — 1} oznacza zbidr reszt modulo liczba
pierwsza p. W ogdlnym przypadku stosujemy symbol Z,,.

Odwracalno$¢ i dzielenie kongruencji

Wiemy juz, ze kongruencje mozna dodawaé, odejmowaé¢ i mnozyé¢ stronami.
Pokazemy, ze przy pewnych zalozeniach kongruencje mozna tez stronami dzie-
li¢. Poniewaz dzielenie to mnozenie przez odwrotno$é, wiec zacznijmy od kwe-
stii, czy zawsze istnieje odwrotnosé.
Odwrotnosciag elementu ¢ modulo n nazywamy taki element, oznaczany
przez a” ', ze

aa”! =1 mod n.

Zazwyczaj, gdy méwimy o odwrotnoéci a zaktadamy, ze sam element a, jak tez
odwrotno$é, naleza do zbioru 1, 2, ..., n— 1. Na przyklad odwrotnoscia liczby
3 modulo 10 jest 7, gdyz 3-7 = 1 mod 10. Elementy 2, 5 (oraz oczywiscie
zero) odwrotnoéci modulo 10 nie maja.

Zbiér elementéw odwracalnych w Z,, oznaczamy symbolem Z.

TWIERDZENIE 2.2 (kryterium odwracalnosci w arytmetyce zegarowej)
Liczba naturalna a jest odwracalna modulo n wtedy i tylko wtedy, gdy a orazn
sq wzglednie pierwsze. W szczegolnosci, dla liczby pierwszej p kaZdy niezerowy
element Zy jest odwracalny.



16 Wyktad 2. Kongruencje i ich zastosowania

DowOD: Zalézmy, ze a oraz n sa wzglednie pierwsze. Na mocy lematu Bézout
dla pewnych k, [ zachodzi réwnos¢ ka + In = 1. Zatem

ka =1 mod n,

co oznacza, ze k jest odwrotnoscia a modulo n.

Na odwrét: odwracalno$é a modulo n oznacza, ze dla pewnego k zachodzi kon-
gruencja ka = 1 mod n. Wowczas istnieje [ takie, ze ka —1 = In. Réwnowaznie
ka4 (—0)n = 1, a to oznacza, ze a oraz n sa wzglednie pierwsze.

TWIERDZENIE 2.3 (prawo skracania)
Jezeli a jest wzglednie pierwsze z n, to zachodzi prawo skracania

ab = ac mod n = b = ¢ mod n.

Dla dowodu wystarczy obie strony kongruencji pomnozy¢ przez a~' mod n.

Obliczanie odwrotnosci

Odwrotnosé modulo n znajdujemy za pomoca odwrotnego algorytmu Fukli-
desa. Procedure pokazemy na przykladzie szukania 37~ mod 99.

Zastosujemy algorytm Euklidesa do liczb 37 i 99.

99 = 2374 25,
37 = 1-25+ 12,
25 =2-12+1.
Stad
1=25-2-12 = 25—2-(37—25) = 3-25—2-37 = 3-(99—2-37)—2-37 = 3-99—8-37,
zatem
37 (—8) = 1 mod 99, czyli 377! = —8 = 91 mod 99.

Pierscienie i ciala

PierScieniem nazywamy zbiér, w ktérym wykonalne jest dodawanie, odej-
mowanie i mnozenie, przy czym dodawanie i mnozenie sa taczne i przemienne
oraz zachodzi prawo rozdzielnoéci mnozenia wzgledem dodawania. W teorii
liczb najwazniejszymi przykladami pierécieni sa zbidr liczb catkowitych Z (ze
zwyklymi dziataniami) oraz zbiory Z, z dzialaniami modulo n.

Cialo to pierscien, w ktérym wykonalne jest tez dzielenie. Oczywiscie kazde
cialo jest takze pierscieniem. Przykladami cial sa Q, R, C, a takze ciata skon-
czone Zj, dla p bedacego liczbg pierwszg, z dzialaniami modulo p. Istniejg tez
ciala skonczone o liczebnosci p¥, ale w naszych rozwazaniach nie pojawiaja sie.
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Zadania
1. Sprawdz, ze 7* = 1 mod 100. Znajdz dwie ostatnie cyfry liczby 77".
2. Znajdz: a) 237" mod 51; b) 357! mod 144; ¢) 10~ mod 9999.
3. Uzasadnij, ze dla nieparzystej liczby naturalnej n liczba 5" + 8™ dzieli si¢ przez 13.
4. Wykaz, ze zachodzi réwnowaznosé
(a = b mod m) <= (ak = bk mod mk).
5. Uzasadnij, ze jezeli zachodza kongruencje a = b mod m oraz a = b mod n, przy czym m,

n sa wzglednie pierwsze, to zachodzi tez kongruencja a = b mod mn.

6. Wykaz, ze:
a) jezeli ¢ = 1 mod 2, to a® = 1 mod 8;
b) jezeli p > 3 jest liczba pierwsza, p = 1 mod 3, to p? =1 mod 24.

7. Uzasadnij, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to dla k=1, 2, ..., p — 1 zachodzi

(Z) = 0 mod p.

VRV
8. Uzasadnij, ze prawie wszystkie liczby Fermata F;, = 22" 41 koncza sie sibdemka,

9.* Fermat przypuszczal, ze wszystkie liczby F, = 22" 41 sa pierwsze. Nie korzystajac z
kalkulatora wykaz, ze 641 dzieli Fs. Wsk.: 641 =5* +2* =5.27 4+ 1.

10.* Prestidigitator prezentuje zadziwiajaca sztuczke z kartami. Publiczno$é wybiera losowo
z pelnej talii 52 kart pie¢, po czym jego asystentka podaje mu cztery z nich. Po chwili
zastanowienia bezbtednie odgaduje piata. Jak on to robi?

Wsk. Posréd 5 kart zawsze sg przynajmniej dwie w tym samym kolorze. Przyjmijmy, Ze sg,
to trefle. Asystentka poda wéwczas karty w kolejnosci:

&—7-7-7.

Tak wiec za pomoca pierwszej karty przekaze informacje o kolorze karty odgadywanej, a za

pomoca kolejnosci trzech pozostatych — jedna z liczb 1, 2, ..., 6. Dlaczego to juz wystarczy?

2.2 Dwa klasyczne twierdzenia: Wilsona i Fermata
Twierdzenie Wilsona - Male twierdzenie Fermata - Zadania

Poki obracamy sie w swiecie matych liczb, péty tatwo rozstrzygnaé, czy dana
liczba n jest pierwsza czy ztozona. Wystarczy sprawdzi¢, czy ma ona jakikol-
wiek dzielnik pierwszy mniejszy badz réwny /n. W kryptografii, gdzie operuje
sie liczbami rzedu 1039 i wiekszymi, tak proste metody sa nieskuteczne.

W tym wyktadzie zajmiemy sie dwoma twierdzeniami, ktére potencjalnie moga
pomébc w szybkim rozstrzygnieciu, czy liczba jest pierwsza czy zlozona.
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Twierdzenie Wilsona

TWIERDZENIE 2.4 (Wilson, ok. 1770)
Liczba naturalna p > 1 jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy

(p— 1!+ 1= 0mod p.

Za odkrywce uchodzi John Wilson, opublikowal je (1770) Edward Waring.
Wezedniej znal je al-Hajsam (X/XI w.), Leibniz (XVII w.), a pierwszy dowdd
pochodzi od Lagrange’a (1777).

DowOD: Pokazemy najpierw, ze jesli p jest liczbg pierwsza, to zachodzi zadana
kongruencja. Dla p = 2 twierdzenie jest oczywiste. Mozemy wiec ograniczy¢
sie do przypadku, gdy p jest liczba pierwsza nieparzysta.

Rozwazmy liczby 1, 2, 3, ..., p — 2, p — 1. Poniewaz p jest liczba pierwsza,
wiec kazda z tych liczb ma swojg odwrotnosé modulo p. Zbadajmy najpierw,
dla jakich a sposréd tych liczb zachodzi

a=a"! modp, tzn. a’? = 1 mod p.
Ten ostatni warunek oznacza, ze p dzieli
a>—1=(a—1)(a+1).
Z lematu Euklidesa wynika, ze p dzieli a — 1 lub a + 1, a to oznacza, ze a = 1
luba=p—-1.

Pominmy na razie te dwie liczby. Zatem liczby 2, 3, ..., p — 2 dziela si¢ na
pary, liczba i jej odwrotno$é modulo p, a stad

2:3-...-(p—2) =1mod p.
Mnozac obie strony tej kongruencji stronami przez p — 1 otrzymamy
(p—D!I'=p—1=—1mod p,
skad teza twierdzenia.
Pozostaje pokazaé, ze jesli n jest liczba ztozonag, to
(n—=1)!'+1% 0mod n.

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym n. Wowczas p dzieli (n — 1)!, a wigc nie
moze dzieli¢ (n — 1)! + 1.

Twierdzenie Wilsona ma posta¢ rownowaznosci, daje zatem tadne kryterium
pierwszosci. Niestety sprawdzanie warunku (p — 1)! + 1 = 0 mod p wymaga
obliczania silni. Nie ma zadnych sposobéw, aby uniknaé przy tym diugich
rachunkéw. Wzoér Stirlinga, z ktorego korzystamy przy obliczaniu silni, daje
tylko wartoéé¢ przyblizong.
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Male twierdzenie Fermata

TWIERDZENIE 2.5 (male twierdzenie Fermata, 1640)
Jezeli p jest liczbg pierwszq, a liczbg calkowitq niepodzielng przez p, to

a?~! =1 mod p.

Niezaleznie od Fermata twierdzenie to odkryl Leibniz. Z typowa dla owych
czasOw dezynwoltura zaden z tych wielkich matematykéw nie opublikowal do-
wodu, choé¢ samo twierdzenie nalezy do najwazniejszych w teorii liczb.

DowOD: Jedli liczba pierwsza p nie dzieli a, to ciag liczb 1,2, 3, ..., p—1
oraz ciagg liczb
(*) a, 2a, 3a,...(p—1)a mod p

roznig si¢ jedynie kolejnoscia.

Rzeczywiscie, zauwazmy przede wszystkim, ze skoro p nie dzieli a, to nie jest
mozliwe, aby ka =0mod p dla k=1, 2, ..., p— 1. Tak wiec wszystkie reszty
ka mod p to liczby naturalne od 1 do p — 1. Poniewaz jest ich doktadnie p —1,
wiec wystarczy wykazaé, ze sa one parami rézne.

Przypu$émy, ze dla réznych ¢, < p mamy ai = aj mod p. Poniewaz p nie

dzieli a, wiec obie strony mozemy podzieli¢ przez a, co daje nam ¢ = j mod p.
Obie liczby sa mniejsze od p, wiec ¢ = j, wbrew zalozeniu.

Skoro liczby (*) modulo p to 1, 2, ..., p — 1 tylko zapisane w innej kolejnosci
to

a-2a-3a-...-(p—1)a=1-2-3-...-(p—1) mod p,
czyli

(p—1)la” = (p—1)! mod p.
Poniewaz (p — 1)! jest wzglednie pierwsze z p, wiec obie strony kongruencji

mozna skrocié, co daje nam zadana kongruencje.

Zauwazmy, ze 210 = 1024 = 1 mod 343, a wiec 2340 = (210)** = 1 mod 341,
cho¢ 341 = 11 - 31. Tak wiec twierdzenie odwrotne nie zachodzi. Dalszych
przykladéw dostarczaja liczby Carmichaela (p. zad. 15.)

Zadania
11. Znajdz reszte z dzielenia:
a) 100! przez 101; b) 99! przez 101; ¢) 999! przez 1001.

12. Korzystajac z matego twierdzenia Fermata znajdz reszte z dzielenia 2% przez 17.
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13. Pokaz, ze dla liczby pierwszej p i dowolnej liczby catkowitej a zachodzi kongruencja
a? = a mod p. W istocie jest to inna wersja malego twierdzenia Fermata.

14. Wykaz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p

(a+b)? = a? + b* mod p.

AR

15. Z malego twierdzenia Fermata wynika, ze dla dowolnej liczby a wzglednie pierwszej z
561 zachodza kongruencje

a> =1 mod 3, a'® =1 mod 11, a'® = 1 mod 17.

Wywnioskuj stad, ze dla kazdej liczby a wzglednie pierwszej z 561 zachodzi a*®® = 1 mod 561.
Liczby o takiej wlasnosci nazywamy liczbami Carmichaela.

16. Wyprowadz mate twierdzenie Fermata dla naturalnych n korzystajac z kongruencji w
zadaniu 14.

17. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb ztozonych postaci:
aynl+1; bynl—1; c)* (n)>+1.

18.*% Dla dowolnej liczby naturalnej k > n zachodzi tozsamosé

nl = k" — (’i‘) (k—1)"+ <Z>(k—2)" - (;‘) (k—3)"+.,,+(—1)"<2>(k—n)".

a) udowodnij twierdzenie Wilsona korzystajac z tej tozsamosci;
b) udowodnij wykorzystywana tozsamosé.

2.3 MysSl lokalnie - wnioskuj globalnie

Liniowe réwnania diofantyczne - Sumy kwadratéw - Cechy podzielnosci - Licz-
by Mersenne’a - Zadania

Z kongruencjami styka¢ sie bedziemy niemal we wszystkich wyktadach. Tu
pokazemy kilka przyktadéw zastosowan, jednoczesnie akcentujac zasadnicza
idee ogblna, ktéra tkwi w przedstawianych rozumowaniach.

Liniowe réwnania diofantyczne
Pokazemy, jak znalezé rozwigzania catkowite réwnania postaci
ax + by = ¢,

gdzie a, b, ¢ s liczbami catkowitymi, przy czym a, b sa wzglednie pierwsze.
To ostatnie zalozenie nie jest istotnym ograniczeniem. Jezeli d jest wspdélnym
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dzielnikiem a, b i dzieli ¢, to obie strony réwnania mozna podzieli¢ przez d.
Jezeli d nie dzieli ¢, to rownanie jest oczywiscie sprzeczne.

Przeksztalémy réwnanie do postaci by = ¢ — ax. Przy ustalonym x warunkiem
koniecznym i dostatecznym rozwiazalnosci réwnania jest podzielno$é¢ ¢ — ax
przez b. Zatem x mozna wyznaczy¢ z kongruencji

¢ —ax =0 mod b, czyli z = ca”! mod b.
Niech zg bedzie jedynym rozwigzaniem tej kongruencji modulo b. Wéwczas

_ kb _
x = xg9 + kb, y:C a(a;o—l— ):C baajo—ak, keZ.

Rozumowanie to ilustruje ogdlna zasade podana w tytule podrozdziatu. Znaj-
dujemy rozwiazanie modulo b (problem lokalny), a wyciagamy wniosek dla
calego zbioru Z (problem globalny).

PRZYKEAD 2.2 Rozwigz w liczbach calkowitych réwnanie bx + 13y = 2.

ROZWIAZANIE: Mamy tu 13y = 2 — 5z, wiec bx = 2 mod 13. Zatem
r=5"1.2=8.2=3mod 13.

Stad

25z 2-5(3+13k)

x =3+ 13k, Y 13 13

— —1— 5k, keZ.

Sumy kwadratow

Pokazemy, ze 3 nie jest suma kwadratéw dwu liczb wymiernych. Zalézmy, ze

2 2
b
3= (2) + (—) , czyli a +v? =32,

gdzie a, b, ¢ sa pewnymi liczbami naturalnymi. Mozemy przyjacé, ze przynaj-
mniej jeden z utamkoéw a/e, b/c jest nieskracalny.

7 ostatniej rownosci wynika, ze zachodzi kongruencja
a’? 4+ b> =3c¢? =0 mod 3.

Przy dzieleniu przez 3 kwadrat dowolnej liczby daje reszte 0, gdy jest ona
postaci 3k albo 1, gdy jest postaci 3k £ 1. Zatem powyzsza kongruencja moze
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zachodzi¢ tylko wowczas, gdy a oraz b sa podzielne przez 3. Niech a = 3k,
b = 3. Mamy (3k)% + (31)? = 3¢2, skad 3(k? +1?) = c?. Zatem c jest podzielne
przez 3, wbrew zalozeniu o nieskracalnosci utamkéw a/c, b/c.

Uzyskalismy tu wynik dotyczacy nieskonczonego zbioru liczb catkowitych Z
($wiat globalny), analizujac jego odbicie w lokalnym $wiecie Zs. W podobny
sposob otrzymuje sie w teorii liczb wiele wynikéw negatywnych.

Cechy podzielnosci

Wiegkszoé¢ cech podzielnosci ma charakter lokalny: o wtasnoéciach liczby wnio-
skujemy na podstawie jej ostatnich cyfr. Sposrdd najbardziej znanych cech
wyjatkiem sa cechy podzielnosci przez 3 i przez 9. Pokazemy, skad bierze sie
ta ostatnia.

Poniewaz 10 = 1 mod 9, wiec dla naturalnego k mamy 10* = 1 mod 10. Stad
ak-10k+...+a2-102+a1'10—|—a05ak+...—|—a2+a1+a0 mod 9,

gdzie ag, ..., as, a1, ag to kolejne cyfry liczone od lewej strony Skoro liczba
przystaje modulo 9 do sumy swoich cyfr, to jest ona podzielna przez 9 wtedy
i tylko wtedy, gdy suma cyfr dzieli sie przez 9.

Liczby Mersenne’a

Poréwnamy teraz dwa podejscia — lokalne i globalne — do tego samego pro-
blemu. Wykazemy, ze jezeli 2P — 1 jest liczbg pierwsza, to takze p jest liczba
pierwsza.

Zalézmy, ze p nie jest liczbag pierwsza. Niech p = km, gdzie £ > 1, m > 1.
Wowezas

2?—1:(2k)m—1:(2k—1) (Qk(m—1>+...+22m+2m+1),

wiec liczba 28 — 1 jest dzielnikiem wlasciwym 2P — 1.
Spdéjrzmy na to samo rozumowanie prowadzone z uzyciem kongruencji. Mamy
9% = 1 mod (2"?—1),
wiec
2 = (2)" =1 mod (2 - 1).

Liczby postaci 2P — 1 nazywamy liczbami Mersenne’a. Z powyzszego wyni-
ka, ze liczba Mersenne’a moze byé¢ pierwszg tylko wowczas, gdy p jest liczba
pierwsza. Ale nie jest to warunek wystarczajacy, np. 2'1 = 2047 = 43 - 89,
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Zadania
19. Znajdz wszystkie rozwigzania calkowite réwnania:
a) llx +5y=1; b)4ec+17y=3; c)5le — 21y = 111.

20. Uzasadnij, ze prosta przechodzaca przez dwa punkty kratowe plaszczyzny (tzn. punkty
o wspolrzednych catkowitych) przechodzi przez nieskoriczenie wiele takich punktéw.

21. Wykaz, ze zadna z liczb 11, 111, 1111, ... nie jest kwadratem liczby naturalne;j.

22. Na zwyklym kalkulatorze nie da si¢ bezposrednio sprawdzié, ze 19 dzieli 18!+ 1 (wniosek
z twierdzenia Wilsona). Pokaz, jak latwo zrobié to za pomoca kongruencji.

23. Wykaz, ze zadna liczba postaci 3n — 1 nie da sie przedstawié¢ w postaci =2 + 3y2.

24. Wykaz, ze liczba naturalna dzieli sie przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy réznica sumy jej
cyfr na pozycjach parzystych i sumy cyfr na pozycjach nieparzystych przystaje modulo 11.

25. Liczby Fibonacciego okreslamy warunkami Fo =0, Fi = 1, F,42 = F, + F41. Ciag jego
ostatnich cyfr powtarza sie cyklicznie. ZnajdZ dlugosé tego cyklu.

Wsk.: Rozwaz osobno dlugosé cyklu dla reszt modulo 2 i reszt modulo 5. To znacznie skroci
rachunki.

OO

26. Liczbe naturalng nazywamy doskonala, jezeli jest ona réwna sumie wszystkich swoich
dzielnikéw wtasciwych, np. 6 =142+ 3,28 =1+ 2+ 4+ 7+ 14. Wykaz, ze jezeli liczba
2P —1 jest pierwsza, to 2P~ 1(2F —1) jest doskonata. Nie wiadomo, czy istnieja liczby doskonale
nieparzyste.

27. ISBN (International Standard Book Numbering) niniejszej ksiazki to 978-83-62780-49-5.
Trzy pierwsze cyfry to prefiks (dodany do dawnego, 10-cyfrowego kodu), 83 — kraj wydania
(Polska), 62780 — wydawca (Oficyna Wydawnicza GiS), 49 — konkretny tytul, wreszcie
ostatnia cyfra to symbol kontrolny. Symbol kontrolny kodu aiaszas ... a1s (kreski pominigte)
okreslony jest warunkiem

a1+ 3a2 + az 4+ 3a4 + ...+ a11 + 3a12 + a1z = 0 mod 10.

Uzasadnij, ze cyfra kontrolna wykrywa:
a) pojedynczy blad; b) kazdy czeski blad (zamiane sasiednich cyfr) z jednym wyjatkiem.

2.4 Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665), matematyk francuski, niemal cale zycie
spedzil w Tuluzie i jej okolicach. Nigdy nie byt w Paryzu. Ze szkoly wynidst
dobra znajomos¢ taciny i greki, znal tez biegle wtoski i hiszpanski. W roku
1631 uzyskal na uniwersytecie w Orleanie stopien bakalarza w zakresie prawa
cywilnego. Przez wieksza cze$¢ zycia pelnit funkcje radcy lokalnego sadu w Tu-
luzie (stanowisko — zgodnie z dwczesnym obyczajem — kupione za niemale
pieniadze). Matematyka zajmowal sie prywatnie — nie pelnil zadnych funkcji
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akademickich i prawie niczego nie opublikowat. Co prawda kwestie uporzad-
kowania swych wynikéw i ich publikacji rozwazal, ale zwiazany z tym trud
wyraznie go zniechecil. Wiekszoé¢ jego wynikéow znana jest z koresponden-
¢ji z licznymi matematykami — w tym z Kartezjuszem, Pascalem, Wallisem,
Huygensem, Mersennem i Carcavim — cze$¢ z rekopiséw opublikowanych po-
$miertnie.

Uchodzi za najwybitniejszego matematyka-amatora wszech czaséw, ale trak-
towanie go jak amatora jest mocno niefortunne. Jest to specyfika epoki —
w XVII w. tylko nieliczni utrzymywali sie gléwnie z pracy naukowej, a nawet
oni rzadko ograniczali sie do jednej dyscypliny.

Fermat jest (wraz z Pascalem) wspoltwoérca rachunku prawdopodobienstwa,
wspéltworea (z Kartezjuszem) geometrii analitycznej i jednym z tworcéw ra-
chunku rézniczkowego. W fizyce znana jest zasada Fermata.

W dziejach teorii liczb jego rola jest zupelnie wyjatkowa. Od czaséw Diofan-
tosa (III w. n.e.) byl pierwszym wielkim matematykiem, ktéry intensywnie
zajmowal sie ta tematyka. Prébowal nig zainteresowaé Pascala i Huygensa,
ale bez powodzenia. Prawdziwym kontynuatorem Fermata w tej dziedzinie
stal sie¢ dopiero Leonhard Euler, niemal sto lat pdzniej.
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Roéownania i wielomiany
w arytmetyce modularnej

W tradycyjnym kursie algebry do$¢ wczesnie pojawiajg sie dwa klasyczne te-
maty: uktady réwnan liniowych i proste réwnania algebraiczne wyzszych stop-
ni. Tu zajmiemy si¢ analogiczng tematyka dla kongruencji.

Pierwsza czes¢ wyktadu poswiecona jest ukladom kongruencji. Najwazniej-
szym wynikiem jest tu klasyczne chinskie twierdzenie o resztach. W dalszej
czedci bedziemy moéwié o rozwiazywaniu kongruencji wielomianowych wyz-
szych stopni. Wykazemy tu wazne twierdzenie Lagrange’a o liczbie rozwiazan
takiej kongruencji w arytmetyce modularne;j.

Czytelnik méglby oczekiwaé, ze od razu po kongruencjach liniowych przejdzie-
my do kongruencji kwadratowych. Jednakze teoria kongruencji kwadratowych
stanowi wyraznie odrebna tematyke. Zajmiemy sie nia w IV czeéci ksigzki.

3.1 Chinskie twierdzenie o resztach
Wprowadzenie - Przyklady - Zadania

Zostato odkryte w I wieku n.e. w Judei przez Nikomacha z Gerazy oraz w
Chinach przez Sun-Cy (III w. n.e.), a dotyczy (w uwspédlczesnionym sformuto-
waniu) rozwiazywania najprostszych ukladéw kongruencji. Jest twierdzeniem
bardzo prostym, ale w teorii liczb nalezy do najczesciej stosowanych.

25



26 Wykiad 3. Réwnania i wielomiany w arytmetyce modularnej

Wprowadzenie

Zacznijmy od uktadu kongruencji

ZT
x

1 mod 4,
2 mod 6.

Uklad ten oczywiScie nie ma rozwiazania, gdyz z pierwszego wynika, ze x
musi by¢ liczba postaci 4k + 1, a wiec nieparzysta, z drugiego zas wynika,
ze x = 6l + 2, a wiec jest liczba parzysta. Ta sprzecznosé bierze sie stad, ze
moduty obu kongruencji 4 oraz 6 maja nietrywialny wspélny dzielnik. Chinskie
twierdzenie o resztach glosi, ze jesli nie ma takich oczywistych przeszkdd, to
podobny uktad kongruencji zawsze ma rozwiazanie.

TWIERDZENIE 3.1 (chinskie twierdzenie o resztach)

Jezeli liczby naturalne my, ma, ..., myg s¢ parami wzglednie pierwsze, to uktad
kongruencji

r = a3 mod my,

r = as mod mo,

r = ar mod my

ma rozwigzanie. Rozwigzanie to jest jednoznaczne modulo mims ... myg.

Dowo6b: Niech N = mymg ... myg, a N; = N/m;. Skoro m; oraz N; sa wzgled-
nie pierwsze, to istnieje rozwiazanie kongruencji

N;z =1 mod m;.
Oznaczmy je przez x;. Zauwazmy, ze
a;N;x; = a; modm; oraz a;N;z; =0 mod m;, gdy j # i.
Zatem suma Zle a;N;x; jest rozwiazaniem uktadu.
Pozostaje pokazaé, ze jesli a oraz b sg rozwigzaniami tego uktadu to
a=bmod mimsy...mg.

Ale to jest oczywiste, gdyz rozwigzania spelniaja kongruencje a = b mod m;
dla kazdego i. A skoro moduty m; sa parami wzglednie pierwsze, to kongru-
encja taka zachodzi tez modulo mymsy ... my.
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Przyktady

PrzykeAD 3.1 Rozwiaz ukltad kongruencji
r=1mod2, x=3modb5, x=4mod?7.
ROZWIAZANIE: Przy oznaczeniach z powyzszego dowodu mamy
N=2-5-7T=70, Ny =35, No=14, N3 =10.

3bx1 =1mod 2, 14z9 =1mod 5, 10x3 =1 mod 7,

czyli
1 = 1mod 2, 422 =1 mod 5, 3x3 =1 mod 7.

Stad z1 = 1, o = 4, x3 = 5. Zatem rozwigzanie podstawowe:
x=1-35-143-14-444-10-5 = 35+ 1684200 mod 70 = 35+ 28+ (—10) = 53.

Rozwiazaniem ogdlnym jest x = 53 + 70k, gdzie k € Z.

Chinskie twierdzenie o resztach dotyczy przypadku modutéw wzglednie pierw-
szych. Spéjrzmy, co dzieje sie, gdy moduly nie sa wzglednie pierwsze. Rozwa-
zymy dwa przyktady:

PrzYKEAD 3.2 Rozwiaz uklad kongruencji:

a) x = 17 mod 45, b) x = 7 mod 200,
x = 19 mod 55; r = 82 mod 375.

ROZWIAZANIE:

a) Rozl6zmy modul kazdej z kongruencji na czynniki: 45 =5-9, 55 =5 - 11.
Kazda z tych kongruencji mozna zastapi¢ para kongruencji. Otrzymamy wow-
czas

x=2mod 5, x =8 mod?9 (uklad réwnowazny I kongruencji)
oraz
x=4mod 5, =8 mod 11 (uktad réwnowazny II kongruencji).

Pierwsza i trzecia z tych kongruencji sa sprzeczne, a wiec takze uktad wyjscio-
Wy nie ma rozwiazan.

b) Zastepujac kazda z tych kongruencji para otrzymamy:

r=7 mod25, x=7 mod8 x=82mod125, z=1 mod3.
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Spéjrzmy na pierwsza i trzecia: Jesli znamy reszte z dzielenia przez 125, to
znamy tez reszte z dzielenia przez 25. Zatem w istocie mamy tu tylko trzy
kongruencje (po ustaleniu, ze pierwsza wynika z trzeciej):

x = 7 mod 8, r = 82 mod 125, z =1 mod 3.

Moduty 3, 8 i 125 sa parami wzglednie pierwsze. Postepujac podobnie, jak w
poprzednim przyktadzie otrzymamy

x = 1207 + 3000k, k € Z.

Zadania

1. Rozwiaz uklad kongruencji:

a) z = 3 mod 49, b) x = 37 mod 39,
r =7 mod 15; x = 11 mod 91.

2. Pokaz, ze uktad

z = 5 mod 6,
xz =7 mod 10

ma wiecej niz jedno rozwigzanie modulo 60. Dlaczego nie przeczy to chinskiemu twierdzeniu
o resztach?

3. Banda 17 piratéw zdobyta worek jednakowych ztotych monet. Przy prébie podziatlu po
réwno zostaly 3 monety. Rozgorzal spér, w wyniku ktérego jeden z piratéw stracit zycie.
Podjeto kolejna prébe podziatu, ale tym razem zostalo 10 monet. I znéw doszto do zacietej
polemiki, po ktérej liczba piratéw zmalata do 15. Teraz juz réwny podzial nie stwarzal
matematycznych probleméw. Znajdz minimalng liczbe monet spetniajaca te warunki.

OO

4. Korzystajac z chinskiego twierdzenia o resztach wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych.

5. Pokryciem zbioru liczb naturalnych N nazywamy zbiér kongruencji liniowych takich, ze
kazda liczba naturalna jest rozwigzaniem jednej z nich. Sprawdz, czy uktad kongruencji

z = 0 mod 2, x = 0 mod 3, z =1 mod 4, x = 5 mod 6, xr =T mod 12
pokrywa N.

3.2 Twierdzenia Lagrange’a i jego zastosowania

Twierdzenie Lagrange’a - Nowy dowdd twierdzenia Wilsona - Zadania

Twierdzenie Lagrange’a daje gérne oszacowanie dla liczby pierwiastkéw wie-
lomianu jednej zmiennej w arytmetyce Z,. Odegra istotng rol¢ w nastepnym
wykladzie. Tu wykorzystamy je do pokazania nowego dowodu twierdzenia Wil-
sona.
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Twierdzenie Lagrange’a

Wielomian drugiego stopnia 22 — 1 ma w pierécieniu Zg cztery pierwiastki: 1,
3, 5, 7. Tak wiec w pierscieniu Z, liczba pierwiastkéw wielomianu moze by¢
wieksza niz jego stopien. Twierdzenie Lagrange’a glosi, ze nie jest mozliwe dla
wielomianéw nad cialem Zy.

TWIERDZENIE 3.2 (Lagrange’a)
Niech p bedzie liczbg pierwszg, n — liczbg naturalng. Wielomian stopnia n > 1
nad ciatem Z, ma w tym ciele co najwyzej n pierwiastkéw.

DowOD: Korzystamy z zasady indukcji matematycznej.

1. Dla stopnia 1 mamy

ax +b=0 mod p, a # 0.

Poniewaz element a jest odwracalny, wiec * = —a~'b mod p okreélony jest
jednoznacznie.

2. Zalézmy, ze twierdzenie zachodzi dla wielomianéw stopnia n. Rozwazmy
wielomian w(x) stopnia n + 1, niech a bedzie jego pierwiastkiem. Wowczas

w(z) = (r — a)u(z) +

gdzie r jest stala. Poniewaz w(a) = 0, wiec r = 0. Zatem w(z) = (z — a)u(x).
Przypusémy, ze b jest innym pierwiastkiem, tzn.

(b—a)u(b) =0 mod p.
Zatem na mocy lematu Euklidesa
p dzieli b — a lub p dzieli u(b).

Stad
b=amodp lub u(b) =0 mod p.
Zatem kazdy inny pierwiastek musi by¢ pierwiastkiem u(x). Z zalozenia wyni-

ka, ze jest ich co najwyzej n. Tak wiec wielomian w(z) ma co najwyzej n + 1
pierwiastkéw.
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Nowy dowdd twierdzenia Wilsona

Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a damy nowy dowdd nieoczywistej czedci
twierdzenia Wilsona. Pokazemy, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to zachodzi
kongruencja (p — 1)! + 1 = 0 mod p.

W tym celu rozwazmy wielomian
w(z)=(x—1)(x—2)...(x—(p—1)) — ("1 = 1)

o wspotczynnikach z ciata Z,.

7 malego twierdzenia Fermata wynika, ze kazda z liczb 1, 2, ..., p — 1 jest
pierwiastkiem tego wielomianu. Nietrudno zauwazy¢, ze wielomian jest stopnia
co najwyzej p — 2, zatem na mocy twierdzenia Lagrange’a jest tozsamosciowo
réwny zeru. W szczegélnosci w(0) = 0, a wiec

(=1)(=2)...(=(p—=1)) = (=1) =0 mod p,
czyli
(=1)P"Y(p— 1) + 1= 0mod p.

Dla nieparzystej liczby pierwszej p otrzymujemy teze twierdzenia Wilsona, dla
p = 2 twierdzenie jest oczywiste.

Zadania

6. Wykaz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p zachodzi kongruencja
z(x—1)(z—2)...(z— (p—1)) = 2P — x mod p.

Czy jest tak dla liczb ztozonych?

7. lle pierwiastkow w Zi7; ma réwnanie

1—|—1’—|—x2+...+x1550m0d 177

OO

8. Ciatem algebraicznie domknietym nazywamy ciato, w ktérym kazdy wielomian rézny
od stalej ma pierwiastek. Najwazniejszym przykladem takiego ciata jest ciato liczb zespolo-
nych. Wykaz, ze zadne cialo skoniczone nie jest algebraicznie domkniete.

9. Wykaz, ze jezeli w(x) jest wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych, to posrdd liczb
w(0),w(1),w(2),w(3),...

wystepuja liczby zlozone. W wyktadzie 10. pokazemy, ze zachodzi wynik mocniejszy.



Wyktad 4

Funkcja Eulera
1 pierwiastki pierwotne

ZauwazyliSmy juz wczedniej, ze dla liczby pierwszej p zbiér Z, jest cialem,
w ogblnym przypadku — tylko pierécieniem. Naszym gléwnym celem bedzie
tu blizsze spojrzenie na budowe ciala Z,. Wykazemy, ze w kazdym takim
ciele istnieja pierwiastki pierwotne, tzn. generatory grupy multiplikatywnej Z,.
Zastosowania pierwiastkéw pierwotnych poznamy w dalszych czesciach ksiazki.

4.1 Funkcja Eulera i twierdzenie Eulera
Funkcja Eulera - Twierdzenie Fulera - Zadania

Twierdzenie Eulera to proste uogélnienie matego twierdzenia Fermata na przy-
padek liczb dowolnych (niekoniecznie pierwszych).

Funkcja Eulera

Dla liczby naturalnej n funkcje Eulera ¢(n) okreslamy jako ilo$¢ liczb
wzglednie pierwszych z n i mniejszych badz réwnych n. To bgdZ rownych istot-
ne jest tylko dla liczby 1, ktéra jest wzglednie pierwsza wzgledem samej siebie.

Na przyktad ¢(12) = 4, gdyz liczbami wzglednie pierwszymi z 12 sa 1, 5, 7,
11. Spéjrzmy na wybrane wartosci funkcji Eulera:

p(1)=1, p(2)=1, 93)=2, p(4) =2, ¢(5) =4, ¢(6)=2, »(10)=4.

Latwo zauwazy¢, ze dla liczb pierwszych p jest ¢(p) = p — 1. Spdjrzmy, jak to
jest dla poteg liczb pierwszych p*. Wszystkich liczb naturalnych w przedziale
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od 1 do p* jest p*. Liczbami, ktére nie sqg wzglednie pierwsze z p*, sa tylko
wielokrotnosci p, a jest ich p* /p. Tak wiec

k
P 1
p(p") =p* — = =p* <1——>-
p p

Poniewaz kazda liczba naturalna wieksza od 1 jest liczba pierwsza albo ilo-
czynem poteg liczb pierwszych, wiec dla obliczania wartosci funkcji p(n) dla
dowolnej liczby naturalnej n wystarczy nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 4.1 Jezeli liczby naturalne m oraz n sq wzglednie pierwsze, to
p(mn) = @(m)p(n).
W szczegdlnosci, dla liczb pierwszych p # q zachodzi réwnosé
epg) = (p—1(g—1).

7 twierdzenia tego wynika, ze wartosci funkcji Eulera tatwo wyznaczy¢, jesli
tylko znamy rozklad danej liczby na czynniki pierwsze. Uwaga ta okaze sig
wkrétce bardzo istotna. Sam dowdd przy pierwszej lekturze mozna pominag.

DowOD: Spéjrzmy na tabele:

1 2 k ....om
m—+ 1 m + 2 m+ k ... 2m
2m +1 2m + 2 2m + k ... 3m

m=1m+1 (n—=1m+2 ... n—1)m+k ... nm.

Zauwazmy, ze wyrazy ustalonej kolumny przystaja do siebie modulo m. Zatem
albo wszystkie wyrazy kolumny sa wzglednie pierwsze z m albo zaden. Kolumn
spelniajacych ten pierwszy warunek jest ¢(m).

Poniewaz m oraz n sa wzglednie pierwsze, wigc dla ustalonej kolumny wszyst-
kie reszty modulo n sg parami rézne. Skoro tych reszt jest n, to w takim razie
©(n) sposréd nich jest wzglednie pierwszych z n. Zatem kazda kolumna za-
wiera p(n) liczb wzglednie pierwszych z n. Liczby wzglednie pierwsze z mn to
liczby wzglednie pierwsze jednoczesnie z m oraz n, a stad ¢(mn) = p(m)p(n).

Oto przyktadowe obliczenia z wykorzystaniem powyzszej zaleznosci:

©(1000) = (23 - 53) = p(23) - p(5%) = 23 <1 — %) -5 <1 — %) = 400.
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Twierdzenie Eulera

TWIERDZENIE 4.2 (Eulera)
Jezeli liczby naturalne n oraz a sg wzglednie pierwsze, to

a?™ =1 mod n.

Zauwazmy, ze gdy n jest liczba pierwsza, to ¢(n) = n—1, a zalozenie, iz n jest
wzglednie pierwsza z a jest tozsame z wczedniejszym n nie dzieli a. Tak wiec
dla wyktadnikéw pierwszych twierdzenie Fulera staje sie malym twierdzeniem
Fermata.

Dowdd jest wiernym powtorzeniem dowodu matego twierdzenia Fermata. Z ta
réznica, ze tym razem rozwazamy iloczyny ka tylko dla k wzglednie pierwszych

z n. A w rachunkach zamiast (p — 1)! pojawi sie iloczyn k1kg...kp(n)-

Zadania
1. Oblicz wartos$é funkcji p(n) dla: a) n = 22; b) n = 222; ¢) n = 2222; d) n = 2345.
2. Oblicz p(666). Przedstaw wynik za pomocg samych széstek.

3. Roztéz na czynniki liczbe n = 1357 wiedzac, ze jest ona iloczynem dwu réznych liczb
pierwszych, a ¢(n) = 1276.

4. Uzasadnij, ze jezeli n = pips?...po*, gdzie p; sa parami réznymi liczbami pierwszymi,
to
1 1 1
p(n)—n(l——) (1——) ...<1——).
P1 D2 Pk

VR
5. Uzupeknij szczegdty dowodu twierdzenia FEulera.
6. Jaki zwiazek zachodzi pomiedzy ¢(2n) a ¢(n)?

7. Niech m1, ma, ..., my beda parami wzglednie pierwsze, M; = (M/mi)“o(mi). Uzasadnij,
ze M; =1 mod m; i wyprowadz stad nowy dowdd chinskiego twierdzenia o resztach.

8. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
Z o(d) =mn,
d

gdzie suma brana jest po wszystkich dodatnich dzielnikach n.
Wsk.: Rozwaz utamki 1/n, 2/n, ..., (n—1)/n, n/n = 1.

9. Zapisz 64 za pomoca dwu czworek, dziatan arytmetycznych i funkcji Eulera.

10. Wykaz, ze:
a) jezeli n > 2, to p(n) jest liczba parzysta;
b) liczba 14 nie jest wartoscia funkcji Eulera.



34 Wyktad 4. Funkcja Eulera i pierwiastki pierwotne

4.2 Rzad elementu i pierwiastki pierwotne

Rzqd elementu modulo n - Jeszcze jeden lemat - Pierwiastki pierwotne - Za-
dania

Pokazemy, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to w ciele Z,, istnieje element a (zwa-
ny pierwiastkiem pierwotnym), ktérego potegi wyczerpuja niezerowe elementy
ciala. Pierwiastki pierwotne okaza sie bardzo uzyteczne w kryptografii, a takze
w teorii reszt kwadratowych.

Rzad elementu a modulo n

Niech a bedzie liczba naturalna wzglednie pierwsza z n. Woéwczas na mocy
twierdzenia Eulera
a?™ =1 mod n.

Na przyktad 26 = 1 mod 7. Zauwazmy jednak, ze ¢(n) nie musi byé najmniej-
szym wykladnikiem o zadanej wlasnosci; juz 23 =1 mod 7.

Najmniejsza dodatnia liczbe d taka, ze a® = 1 mod n nazywamy rzedem

elementu a wzgledem modulu n. Rzad elementu a jest zawsze dzielnikiem
©(n). Wynika to z twierdzenia Eulera i pierwszej czesci ponizszego lematu.

LEMAT 4.1 Niech k bedzie rzedem elementu a modulo n. Wowczas:
a) a® = 1 mod n wtedy i tylko wtedy, gdy k dzieli h;
b) @' = o/ mod n wtedy i tylko wtedy, gdy i = j mod k.

Dowob:
a) Zal6zmy, ze k dzieli h, niech h = kd. Wéwczas

a"=@"?=1"=1 modn.
Na odwrét, zalézmy, ze a” = 1 mod n. Niech h = kq+ 7, 0 < r < k. Wowczas
1=d"=d"a" =a” modn.
Zatem a” = 1 mod n, ale r < d, wiec r = 0, a to oznacza, ze k dzieli h.
b) Niech i = j mod k, j > i. Wéwczas j = gk + i. Zatem
@ = (a¥)%’ = a*  mod n.

Na odwrét, przyjmijmy, ze o/ = a’, j > i. Podzielmy obie strony przez a’, a
otrzymamy o’ ~* = 1. Wynika stad, ze k dzieli j — 1.

WNIOSEK 4.1 Jezeli k jest rzedem elementu a modulo n, to a, a?, ..., a* sq

parami nieprzystajgce.
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Jeszcze jeden lemat

LEMAT 4.2 Jezeli a ma rzqd k, b — rzqd | oraz k, | sq wzglednie pierwsze, to
ab ma rzqd k.

DowOD: Zauwazmy, ze
(ab)k! = a*bF = [(a®)] - (0] =1-1=1  mod n.

Pozostaje pokazaé, ze zadna liczba mniejsza nie ma tej wlasnosci. Zatézmy, iz
rzad jest réwny d. Wiemy, ze rzad d dzieli kl. Niech d = dyd;, gdzie dj, dzieli
k‘, dl dzieli [. Niech k = dkk‘l, = dlll.

7 zalozenia a®%p%% = 1. Podnie$my obie strony do potegi {;. Mamy
(a®) (1'% =1 mod n,
a poniewaz b' = 1 mod n, wiec
a® = (a%)'=1  mod n.
Zatem k dzieli dil, a poniewaz k oraz | sa wzglednie pierwsze, wigc k dzieli
d. Ale dy, dzieli k, wiec d = k. Podobnie d; = [, skad d = dipd; = kl.
Pierwiastki pierwotne

Niech a bedzie liczba wzglednie pierwsza z n. Powiemy, ze a jest pierwiast-
kiem pierwotnym, jezeli jego rzedem jest p(n). Np. 2 nie jest pierwiastkiem
pierwotnym modulo 7 (gdyz jest elementem rzedu 3), a 3 jest pierwiastkiem
pierwotnym modulo 19 (element rzedu 18).

WNIOSEK 4.2 Jezeli a jest pierwiastkiem pierwotnym modulo n, to liczby a,

a2, ..., a?" sq permutacjg wszystkich elementéw odwracalnych modulo n.

Zauwazmy, ze wszystkie one sa wzglednie pierwsze z n i parami rézne modulo
n. Jest ich ¢(n), wiec sa to wszystkie elementy odwracalne. Innymi stowy
pierwiastek jest pierwotny, gdy jego potegi daja wszystkie takie elementy.

TWIERDZENIE 4.3 Dla dowolnej liczby pierwszej p w ciele Z,, istnieje pierwia-
stek pierwotny.

DowOD: Mamy wskazaé element rzedu p — 1. Niech
p—1=q ... q".

Na mocy lematu 4.2. wystarczy znalez¢ elementy rzedu ¢;'. Wykazemy rzecz
ogOlniejsza.
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LEMAT 4.3 Jezeli d dzieli p— 1, to réwnanie 2 —1 = 0 mod p ma w ciele Ly,
doktadnie d pierwiastkow.

DowOD: Rozwazmy wielomian 2P~! — 1. Zgodnie z MTF ma on p — 1 pier-
wiastkéow. Mamy

Pl 1= (2 = )(@P 2?2t ).

7 twierdzenia Lagrange’a wynika, ze wielomian w drugim nawiasie ma co naj-
wyzej p — 1 — d pierwiastkéw, zatem z% — 1 musi mieé¢ przynajmniej d pier-
wiastkow, a to znaczy, ze ma ich dokladnie d.

WNIOSEK 4.3 Réwnanie % = 1 mod p ma w ciele Z, dokltadnie ¢} pier-
wiastkow.

. , , . . , , . @ . . ’

Na mocy wniosku ktorys z pierwiastkéw rownania x9 = 1 mod p nie moze by¢
. . . 7 . a—1 . . . . . .

pierwiastkiem réwnania x¢ = 1 mod p, wiec jest pierwiastkiem pierwotnym.

Twierdzenie 4.3 mozna wykazac¢ krécej, korzystajac z klasycznego twierdzenia

teorii cial. Glosi ono, ze grupa multiplikatywna ciata skonczonego jest cyklicz-
na.

Zadania

11. Sprawdz, ze 3 jest pierwiastkiem pierwotnym modulo 19.
12. Ile jest pierwiastkéw pierwotnych w ciele Zs1?
13. Pokaz, ze jezeli liczba pierwsza p nie dzieli a, to rzad a dzieli p — 1.

14. Wykaz, ze jezeli liczba naturalna n jest wzglednie pierwsza z a, to

a ' modn = a?™1,

15. Uzasadnij, ze kongruencja 1 + z + 22 + ... + '°°° = 0 mod 2003 ma dokladnie 1000
rozwiazan.

VRV
16. Wiedzac, ze 2 jest pierwiastkiem pierwotnym modulo 29 rozwiagz réwnania:
a)z’ =1mod 29; b)1l+z+2?+ 2% +2*+2° 4+ 25 =1 mod 29.

17. (wymagana znajomo$é podstaw teorii grup) Wykaz, ze potegi ustalonego a € Z;, sta-
nowig podgrupe grupy multiplikatywnej Z;,. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o rzedzie
podgrupy wyprowadz stad twierdzenie Eulera.

18.* Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza, g — pierwiastkiem pierwotnym modulo p.
Wykaz, ze istnieje takie a, ze g + pa jest pierwiastkiem pierwotnym modulo p?.



