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Wstep

Stosownosé jezyka matematyki do formulowania praw fizyki jest
cudownym darem.

Eugen P. Wigner, Niepojeta skuteczno$é matematyki w
naukach przyrodniczych, cyt. wg Zagadnienia filozoficzne
w nauce, XIIT 1991, tlum. Jacek Dembek C.Ss.R

Ksiazka moze stuzy¢ jako podstawowy podrecznik dla studentéw uczelni tech-
nicznych, a takze jako podrecznik uzupelniajacy dla studentéw matematyki.
Wyklady 1-22 (z niewielkimi cigciami w trudniejszych partiach materiatu) od-
powiadaja semestralnemu wyktadowi kursu Analiza 2 (tzn. rachunku réznicz-
kowego i catkowego funkcji wielu zmiennych) z elementami analizy wektorowe;.
Wyktady 24-29 moga stuzy¢ jako podstawa krétkiego kursu Funkcje zespolone.
Tylko w kilku wyktadach ksiazka wykracza poza typowy material.

Zakladamy, ze Czytelnik przeszedl przez podstawowy kurs analizy 1 (tzn. ra-
chunku funkcji jednej zmiennej) i elementarny kurs geometrii analitycznej,
w tym dzialania na wektorach — mnozenie skalarne i wektorowe. W ostatniej
czedci wymagana jest tez znajomosé liczb zespolonych.

Matematyka zdecydowanie stosowana

W tomie Analiza poswieconemu rachunkowi rézniczkowemu i catkowemu funk-
¢ji jednej zmiennej skupiliSmy sie na jego zastosowaniach w matematyce czy-
stej. Byl to naturalny wybor, gdyz autentyczne zastosowania w fizyce i na-
ukach technicznych wymagaja narzedzi bardziej zaawansowanych: funkcji wie-
lu zmiennych, funkcji wektorowych, funkcji zespolonych czy réwnan réznicz-
kowych czastkowych.

xiii



xiv Wstep

W tym tomie pokazujemy, jak matematyka pomaga rozumieé¢ swiat fizyczny.
Kazda z pieciu czesci konczy sie wyktadem odnoszacym sie do podstawowych
zagadnien fizyki, czasem takze geometrii.

Niestety, omawiajac réwnania rézniczkowe czastkowe musieliSmy ograniczy¢
sie jedynie do luznego zasygnalizowania tej tematyki. Uzupelnienie ksiazki
o jakkolwiek uzyteczny ich wyktad zwigkszyloby tom o ponad 100 stron.

Rola zadan

Przynajmniej czes¢ podstawowych pojeé¢ omawianych w tym kursie uchodzi
za trudne. Na pewno pojeciowo jest to material trudniejszy niz Analiza 1.
Wigkszo$¢ zadan ma utatwi¢ zrozumienie pojeé i pokazaé przyktadowe za-
stosowania. Unikamy zadan trudnych rachunkowo. Wspdtczeénie, przecietny
uzytkownik analizy matematycznej niewatpliwie musi rozumieé takie pojecia
jak caltka krzywoliniowa czy powierzchniowa, ale rzadko wykonuje samodziel-
nie skomplikowane rachunki.

Do wiekszosci zadan podane sa wskazowki badZz odpowiedzi. Czesto Czytel-
nik moze samodzielnie sprawdzi¢ poprawnos¢ rozwiazania, korzystajac np. z
programu Wolfram Alpha®. Tam, gdzie to mozliwe proponujemy rozwiazywa-
nie zadan rachunkowych z pomoca tego programu. Przy niektérych tematach
warto tez siega¢ do dostepnych w Internecie wizualizacji.

Dowody, a raczej wyjasnienia

Sciste dowody na poziomie kursu Analizy 2 sq zazwyczaj dosé¢ trudne. Wyma-
galyby tez rozbudowania podstaw teoretycznych. Dlatego tylko cze$é twier-
dzen podawana jest z dowodami czy tez szkicami dowodéw. Dowody staramy
sie da¢ wszedzie tam, gdzie twierdzenie jest zaskakujace, a przynajmniej mato
oczywiste. To thlumaczy, dlaczego najwiecej dowodow jest w czesci poswieconej
funkcjom zespolonym.

Prostsze, rutynowe dowody stuza przede wszystkim lepszemu zrozumieniu i za-
pamietaniu definicji.

Biogramy

Podobnie, jak we wcze$niejszych tomach cyklu w ksiazce przedstawiamy syl-
wetki najwazniejszych matematykéw zwiazanych z wyktadang tematyka. Po-
stacie omowione we weze$niejszych tomach cyklu w zasadzie nie maja tu osob-
nych biograméw albo majg biogramy krétsze. Zawsze wolalem daé biogram
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waznego, ale mniej znanego matematyka niz powtarza¢ notki o postaciach
ogdblnie znanych. W szczegdlnosci nie ma notki biograficznej Gaussa.

Mam nadzieje, ze Czytelnik po przejrzeniu biograméw wszystkich czterech
tomow uzyska dosé¢ pelny przeglad najwazniejszych matematykéw do konca
XIX w. Nazwiska nowszych pojawialy sie z rzadka, gdyz ich dorobek na ogo6t
nie jest zrozumialy dla niespecjalisty.

Odnotujmy, ze tacznie w calym cyklu pojawily sie notki biograficzne podwie-
cone ponad 50 matematykom. Posrdd nich jest 14 matematykow brytyjskich,
po 10 Francuzéw i Niemcéw i szesciu Szwajcarow. Caltkowita nieobecno$é USA
i znikoma obecno$é Rosji (2 biogramy) mimo ich wybitnego wkladu w mate-
matyke bierze sie stad, ze kraje te zaczely odgrywaé¢ wazna role w jej rozwoju
do$¢ pdzno: Rosja poczawszy od lat 1830-40, USA od poczatkéw XX w.

Uwagi dla wyktadowcow

Ze wzgledu na nature omawianego materialu staratem sie wszedzie pokazywaé
charakter jego zastosowan w fizyce. Z drugiej strony zdaje sobie sprawe, iz
rzadko mozna zaklada¢ u Czytelnika gruntowne przygotowanie w tym zakresie.
Dlatego tez przykltady z fizyki sa zawsze mozliwie proste. Bardzo proste sa tez
sporadyczne zadania z pogranicza fizyki.

Zwroémy uwage, ze niezorientowane catki krzywoliniowe i powierzchniowe sa
potraktowane bardzo zwiezle. Stanowig one jedynie wprowadzenie do ich zo-
rientowanych odpowiednikéw. Caltki niezorientowane sa pojeciowo do$c¢ proste,
a zakres ich zastosowan znacznie mniejszy.

Material poswiecony catkom krzywoliniowym i powierzchniowym zostal kon-
sekwentnie rozbity na czesé plaska (cze$é III) i przestrzenna (czesé IV). Tak
wyrazny podzial podyktowany byl dwoma wzgledami.

Po pierwsze caltki krzywoliniowe sa technicznie prostsze od catek powierzch-
niowych, a pod wzgledem pojeciowym — gdy twierdzenie Greena pokazemy
zaréwno w postaci standardowej, jak i normalnej — daja pelny obraz pro-
blematyki. Przy starannie wylozonej teorii catek krzywoliniowych teorie catek
powierzchniowych i przestrzennych krzywoliniowych mozna wytozy¢ bardzo
szybko.

Po drugie wyrazne wydzielenie czedci I1I pozwala przej$é¢ od razu do czedci V,
w wielu miejscach silnie z trzecia powiazanej.

VR
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Pracujac nad tym tomem korzystatem z bardzo wielu ksiazek. Czeéci I-IV naj-
wiecej zawdzieczaja podrecznikom G. Simmonsa Calculus with Analytic Geo-
metry oraz C. H. Edwardsa i D. E. Penneya Calculus - Farly Transcendentals.
Pracujac nad wyktadem 6. korzystatem gléwnie z ksiazki S. J. Farlowa Partial
Differential Equations for Scientists and Engineers.

W czedciach III-1V da sie zauwazy¢é wplyw ksiazki H. M. Sheya Div, Grad,
Curl and All That, a moze tez D. Fleischa A Student’s Guide to Mazwell’s
Equations. Podstawowa konstrukcja czesci piatej wzorowana jest na ksiazce
S. A. Sasane A Friendly Approach to Complexr Analysis, a niektére pomysty
pochodza z podrecznikéw J. Baka i D. J. Newmana Complex Analysis i F.
J. Flanigana Complez variables. Ostatni wyktad inspirowany jest ksiazka The
Mathematical Mechanic Marka Leviego.

Chyba kazda odpowiednio dluga ksigzka zawiera btedy. Znaczng cze$¢ udalo
sie usuna¢ dzieki moim kolegom dr. Jerzemu Cisto, dr. Marianowi Gewertowi,
a zwlaszcza doc. dr. Zbigniewowi Skoczylasowi. Dr Gewert zadbatl tez o staran-
ne opracowanie rysunkéw. Za wszystkie uwagi i sugestie serdecznie dzigkuje.

Cykl Markowe Wykiady z Matematyki powstawal przynajmniej od 2009 roku,
a w faze wydawnicza wszed! jesienig roku 2012. Dzigkuje jeszcze raz moim Ko-
legom i zarazem Redaktorom-Wydawcom Marianowi Gewertowi i Zbigniewowi
Skoczylasowi za ponad cztery lata znakomitej wspdtpracy.
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Pochodne czgstkowe
1 ich zastosowania






Od XVII wieku intuicje fizyczne stuzyly jako Zywotne Zrédio zagad-
nien 1 metod matematycznych.

R. Courant, D. Hilbert,

Methoden der mathematischen Physik,

cyt. wg The MacTutor History of Mathematics archive,
http: www-history.mcs.st-andrews.ac.uk

Pewnego razu [William Thomson, lord Kelvin] wchodzqc do sali wy-
kladowej, rzucil studentom pytanie, co to takiego dx/dt. W odpowie-
dzi ustyszal wszystkie mozliwe $ciste definicje. Wszystkie zakwestio-
nowal, po czym dodal: [...] dz/dt to predkosé.

F. Klein, Vorlesungen tber die Entwicklung der
Mathematik im 19. Jahrhundert, Springer Verlag 1926

Najwazniejszym pojeciem matematyki jest funkcja. W tym tomie zajmujemy
sie gtéwnie funkcjami dwu i trzech zmiennych. Funkcje takie dominuja w
opisie zjawisk fizycznych i w geometrii. Nasze podejécie do funkcji jest podobne
do tego, jakie mieliSmy w przypadku funkcji jednej zmiennej. Staramy sie
wyobrazi¢ ich wykresy, szukamy ekstreméw.

Z rachunkowego punktu widzenia najwazniejszym narzedziem okazg si¢ tu po-
chodne czastkowe i Sciéle z nimi zwiazany gradient. Za pomoca pochod-
nych czastkowych wyraza sie warunek konieczny istnienia ekstremum funk-
¢ji rézniczkowalnej. Warunek dostateczny wymaga wprowadzenia hessjanu —
pewnej kombinacji pochodnych czastkowych drugiego rzedu.

Najwazniejszym zastosowaniem badania ekstreméw bedzie seria zadan izope-
rymetrycznych. Jednak odpowiedZ na najwazniejsze z nich damy dopiero w
IIT czedci, przy uzyciu dos¢ zaawansowanych twierdzen o catkach.



Przebieg rzeczywistych proceséw fizycznych zalezy od wielu zmiennych, wiec
juz na poczatkowym etapie zastosowan pojawiaja sie funkcje wielu zmiennych.
Prawa rzadzace podstawowymi procesami fizycznymi — jak rozchodzenie sie
ciepla, czy zjawiska falowe — wyrazaja sie za pomocg réwnan rézniczko-
wych czastkowych. Pod koniec I czesci przyjrzymy sie najprostszym przy-
padkom trzech klasycznych réwnan fizyki matematycznej: réwnaniom
struny, dyfuzji i Laplace’a.

Pochodne czastkowe pojawiaja sie w sposob jawny na poczatku XVIII w.
Ale zdaniem cze$ci historykéw nauki mozna takie pochodne dostrzec juz w
pracach Newtona i Leibniza. Przynajmniej od potowy XVIII w. matematycy
zajmuja sie rownaniami réozniczkowymi czastkowymi. Udcidlenie pojeé i gléwne
twierdzenia teoretyczne to juz wiek XIX.



Wryktad 1
Pojecia wstepne

Wiegkszoéé wzordw geometrii i prawa fizyki wyraza sie za pomocg funkcji wielu
zmiennych. Przyktadem prawo grawitacji

mimsa

F=G
rz ’

gdzie G — stala grawitacji. Funkcja F' (sila przyciagania pomiedzy dwoma
cialami) jest funkcja trzech zmiennych: masy m;j, masy mg i odleglosci r po-
miedzy $rodkami obu mas.

7 czysto pojeciowego punktu widzenia istotna jest tylko réznica pomiedzy
funkcjami jednej zmiennej a funkcjami dwu i wiecej zmiennych. Dlatego wiek-
szo$¢ dalszych rozwazan prowadzi¢ bedziemy dla funkcji dwu badz trzech
zmiennych, tzn. funkcji postaci f(z,y) lub f(z,y, 2).

1.1 Funkcje wielu zmiennych i ich wykresy

Funkcje wielu zmiennych - Funkcje dwu zmiennych i powierzchnie - Poziomice
- Zadania

Pierwsze wyobrazenie o charakterze funkcji daje jej wykres. Dlatego nasze roz-
wazania o funkcjach wielu zmiennych zaczniemy od wykresow takich funkcji.

Funkcje wielu zmiennych
Funkcjg rzeczywista n zmiennych nazywaé bedziemy funkcje postaci
Yy = f(mlaxQW” 7:1:71)7

5



6 Wyktad 1. Pojecia wstepne

gdzie x; oraz y sa liczbami rzeczywistymi. Aby podkresli¢, ze argumenty i
wartosci sg liczbami rzeczywistymi, czasem pisa¢ bedziemy f : R™ — R.

Zbior wszystkich n-tek (zq,z9,...,x,), dla ktérych funkcja f jest okreslona,
nazywamy dziedzing funkcji f. Zauwaz, ze dziedzina jest tu podzbiorem R™
— podzbiorem plaszczyzny w przypadku funkcji dwu zmiennych, podzbiorem
przestrzeni tréjwymiarowej w przypadku funkcji trzech zmiennych.

Dziedzina funkcji y

2=y + 22 z

jest zbiér punktow plaszezyzny spelniajag-
cych warunek y + z2 > 0, czyli obszar po-
kazany na rysunku obok.

Wykresem funkcji f : R™ — R nazywamy zbiér punktéw

(1’1,332, s ,:cn,y) S Rn+1)

takich, ze y = f(x1,x9,...,2,). Zauwazmy, ze juz dla trzech zmiennych wy-
kres jest podzbiorem czterowymiarowej przestrzeni R?, a wiec jego praktyczne
znaczenie jest umiarkowane.

Funkcje dwu zmiennych i powierzchnie

Wykres funkcji z = f(z,y) jest podzbiorem przestrzeni R, konkretnie po-
wierzchniag dwuwymiarowa, i czesto mozemy ja sobie wyobrazi¢. Oto kilka
przyktadow:
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z=y"—=x z =sinx cosy

Szczegdlnie tatwo wyobrazié sobie wykres dla funkcji postaci z = f(2? + y?).
Chociaz sa to funkcje dwu zmiennych, warto$¢ funkcji zalezy wytacznie od
2?2 + 32, a wiec tez wylacznie od /22 + y2. Oznacza to, ze dla punktéw (z,y)
jednakowo odleglych od poczatku uktadu wartoséci funkcji sg rowne. Wykres
jest wéwczas powierzchnia obrotowa, przy czym osig obrotu jest Oz.
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Spoéjrzmy na dwa wykresy ponizej:

2z =2 + 1> 2 =22 +y?

Aby zrozumieé, dlaczego te wykresy tak wygladaja, rozwazmy ich przekrdj
pionowa plaszczyzna y = 0. Spdjrzmy najpierw na pierwszy z nich. Przekroj
ten jest wykresem funkcji z = 22, a wiec parabola. Obracajac ja wokol osi
Oz (wiemy juz, ze wykresem jest powierzchnia obrotowa) otrzymujemy zatem
powierzchnie z = 22 + y2, zwana paraboloida.

Podobnie dla z = /22 + y? odpowiednim przekrojem jest wykres funkcji z =
Va2 = |z|. Obracajac ten wykres wokot osi Oz otrzymujemy nieograniczona
powierzchnie stozkowsq przedstawiong na rysunku.

Poziomice

Rzadko wyobrazenie sobie wykresu jest az tak proste. Zazwyczaj podsta-
wowym narzedziem wizualizacji wykresu sa poziomice. Poziomica wykresu
z = f(z,y) odpowiadajaca poziomowi ¢ nazywamy zbiér punktéow (z,y) ta-
kich, ze f(x,y) = c. Innymi stowy, poziomica to rzut na plaszczyzne Ozy
przekroju powierzchni z = f(x,y) pozioma plaszczyzna na wysokosci c.

Naszkicowanie poziomic odpowiadajacych kilku wysokosciom czesto daje juz
dobre wyobrazenie analizowanej powierzchni. Ponizej szkic powierzchni z =

Yy sin x oraz mapa jej poziomic.
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0oy ;! noy ;!
ool Wy
IR A‘\ <~

00 20.%0% ::i‘ S8

e S
o2 \‘\::in"llll
“:’0

FALITESERIR

O
“““‘t‘ol, 277
QSIS
e,
SSSIKIKL
SIRKKL
‘\‘:‘$Q
AN,




8 Wyktad 1. Pojecia wstepne

Program Wolfram Alpha® pokazuje zaréwno obraz powierzchni, jak tez mape
poziomic.

Poziomice funkcji trzech zmiennych okreslamy analogicznie. Zauwazmy, ze po-
ziomice takich funkcji sa powierzchniami, a nie liniami.

Zadania

1. Naszkicuj dziedzine funkcji:

1 1
a) z = ; b) z = ——; c) z = /22 —y?

T —y 2+ zy
d)z=zc+Vy—lyl; e z=+1—22—-9y% f)z=/a2+2z+y%

2. Jak wyglada dziedzina funkcji:

D f@s) = et ) f@ns) = VR P TR h o) fle) =

TYZ — Yz

3. Jak wygladaja poziomice funkcji:

1 2

a) f(z,y) =x+2y; b) f(z,y) = prey o) flx,y)=2>—y* d) f(z,y) =ay?

4. Jak wygladaja poziomice funkcji: a) f(z,9,2) =z +y + 2; b) f(z,y,2) = z* + 3>?

5. Dopasuj poziomice do powierzchni:

>0 & O

z=x"+vy z =2y x2+y z = x% + 2° z =2z +y?

101000
/////

8

6. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® znajdz wykres i poziomice funkcji
z = sin(z + y) cos(z — y) za pomoca instrukcji

plot sin(x + y) * cos(z — y)

ARV

7. Podaj przyktad funkcji trzech zmiennych, ktérej poziomice odpowiadajace dodatnim po-
ziomom sa powierzchniami: a) szedcianu; b) o$mioscianu foremnego.
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1.2 Kilka stéw o podzbiorach R"

Odleglosé punktow - Otoczenie, sqsiedztwa i zbiory otwarte - Punkty skupienia
1 zbiory domkniete - Zbiory ograniczone i nieograniczone - Zadania

Naturalna dziedzina funkcji jednej zmiennej jest zazwyczaj przedzial (ten ter-
min obejmuje tez prosta i polprosta) badZ suma przedzialéw. Funkcje dwu
i wiecej zmiennych maja dziedziny bardziej urozmaicone. Dlatego po$wiecimy
chwile uwagi podzbiorom przestrzeni R"™. Dalej niemal zawsze n bedzie réwne
2 albo 3.

Odleglosé punktéow

Punkty plaszczyzny czy przestrzeni oznaczaé¢ bedziemy literami pogrubionymi:
x, y, itd. Jezeli méwimy o przestrzeni n-wymiarowej, to & oznacza domyslnie
punkt (x1,x2,...,Zn).

Odlegto$¢ punktéw x, y oznaczaé bedziemy symbolem d(x,y). W przestrzeni
R™ odlegloéé punktéw wyraza sie wzorem

d(z,y) = \/(ml —y)? + (22— y2)? + ..+ (20— yn)*

Dla ptaszczyzny i przestrzeni tréjwymiarowej wzér ten jest prostym wnioskiem
z twierdzenia Pitagorasa.

Otoczenia, sgsiedztwa i zbiory otwarte

Dla ustalonego punktu oy € R", zbiér punktéw = € R™ spelniajacych dla
pewnego r > 0 warunek

d(x,xg) <r

nazywamy otoczeniem punktu xy. Na plaszczyznie otoczeniem punktu jest
wnetrze kota, w przestrzeni — wnetrze kuli. Gdy z otoczenia punktu xy usu-
niemy ten punkt, otrzymamy jego sgsiedztwo.

Punkt gy € A nazywamy punktem wewnetrznym zbioru A, jezeli zawarty
jest w A wraz z pewnym swoim otoczeniem. W przeciwnym razie punkt nazy-
wamy brzegowym. Podzbiér A C R™ nazywamy otwartym, gdy sktada sie
wytacznie z punktow wewnetrznych. Na plaszczyZnie zbiorami otwartymi sa
np. wnetrze kota czy wielokata, a takze ich zewnetrza.
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Punkty skupienia i zbiory domkniete

Punkt xqg, ktorego kazde sasiedztwo zawiera punkty nalezace do zbioru A,
nazywamy punktem skupienia zbioru A. Zbior zawierajacy wszystkie swo-
je punkty skupienia nazywamy domknietym. Na ptaszczyznie zbiorami do-
mknietymi sa np. koto badz wielokat wraz z brzegiem czy domkniety odcinek.
Latwo wykazaé, ze A C R™ jest zbiorem domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy
R™\ A jest otwartym podzbiorem R™. Pamietajmy jednak, ze nie kazdy zbiér
jest otwarty lub domkniety. Przyktadem wnetrze kota uzupelnione o punkt na
jego brzegu.

Zbiory ograniczone i nieograniczone

Jezeli zbiér A na plaszczyznie (w przestrzeni) jest zawarty w pewnym kole
(odpowiednio kuli), to nazywamy go zbiorem ograniczonym, w przeciwnym
razie — nieograniczonym. Przykladem zbioru ograniczonego jest koto, zbio-
ru nieograniczonego — prosta czy polplaszczyzna.

Zadania

8. Kazdy z ponizszych warunkéw opisuje pewien podzbiér ptaszczyzny badz przestrzeni.
Wskaz podzbiory otwarte i podzbiory domkniete:

a)z=0,y=0; b)ay>0 c)zt+yt+z>0 dl<z?+y?+22<2

9. Brzegiem zbioru A nazywamy zbiér takich punktéw x, ze kazde otoczenie  ma niepusta
cze$é wspllng ze zbiorem A, jak tez z jego dopelnieniem. Znajdz brzeg podzbioru plaszczyzny
opisanego warunkiem:

a)zy >0, b x>0 c)x?+y*>22; d)|zt+yl >ty
R

10. Uzasadnij, ze: zbiér A C R™ jest:
a) otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy R™ \ A jest domkniety;

b) domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera wszystkie swoje punkty brzegowe.

1.3 Granica i cigglosé
Granice ciggu - Granica funkcji - Cigglo$é - Zadania
Podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, pojecie granicy funkcji potrzebne

jest do zdefiniowania pochodnej (tu bedzie kilka pokrewnych pojeé) i ciaglosci
funkc;ji.
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Granica ciggu

Méwimy, ze ciag x, jest zbiezny do xg, jezeli dowolne otoczenie punktu xg
zawiera prawie wszystkie (czyli wszystkie oprécz skoniczenie wielu) wyrazy
ciagu. Mozna wykazaé, ze

n—oo

lim (25, yn) = (20, y0) <= L}i_)ngoxn = o, lim y, = yo} .

Innymi stowy zbieznoéé ciagu punktow na plaszczyznie jest réwnowazna zbiez-
nosci po wspélrzednych. Analogicznie jest dla wyzszych wymiarow.

Granica funkcji

Moéwimy, ze liczba g jest granica funkcji f w punkcie xg, jezeli dla dowolnego
ciagu x, — xg, o wyrazach réznych od xy, mamy f(x,) — g. Zauwaz, ze
funkcja f w samym punkcie oy nie musi by¢ okreslona.

Prawa rachunku granic dla funkcji wielu zmiennych sa dokladnie takie same,
jak dla funkcji jednej zmiennej. W konsekwencji obliczanie granic tez jest
podobne.

PRzYKEAD 1.1 Znajdz granice funkcji w punkcie (0,0):

sin(z? + y?) xy
ROZWIAZANIE:

a) Jezeli (z,y) — (0,0), to t = 2% + y* — 0. Zatem

) sin(z? +y%) . sint
lim ————%=Ilm— =1.
(@y)—(0,0) 2 +y? =0 1
b) Zauwazmy, ze
Ty ly|
0<|——| < |7|  —.
| /.’EQ + y2 | | /:1:2 + y2

Utamek ten jest oczywiscie rowny co najwyzej 1. Zatem, gdy = dazy do zera,
to takze funkcja g(x,y) dazy do zera.

Dla dowodu, Ze granica w danym punkcie nie istnieje, wystarczy wskaza¢ dwa
ciagi zbiezne do tego punktu takie, ze granice funkcji na tych ciagach sg rézne.
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PrzYKEAD 1.2 Wykaz, ze granica funkcji

_
f(xay) - x2+y2
w punkcie (0,0) nie istnieje.

RozwIAZANIE: Gdy zblizamy si¢ do punktu (0,0) wzdluz prostej y = z, tzn.
ciag ma postaé (zy, ), to

2
. o o r, 1
A2, (o yn) = limg, F(onma) = M0 292" = 5
Ale, gdy do punktu (0,0) zblizamy sie wzdluz prostej y = 2z, a wiec gdy ciag
ma postaé (2, 22, ), to analogiczna granica wynosi 2/5. Zatem funkcja nie ma

w tym punkcie granicy.

Cigglosé
Funkcja f okreslona w punkcie xg jest w tym punkcie ciggla, jezeli

lim f(2) = f(2).

r—x0
Funkcja ciggla to funkcja ciggla w kazdym punkcie swej dziedziny.
Podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej suma, réznica, iloczyn, iloraz, a tak-
ze zlozenie funkcji ciaglych sa ciggle we wszystkich punktach okreslonosci.
W konsekwencji funkcje zadane jednym wzorem, w ktérym nie wystepuja nie-
ciagle funkcje, jak np. signum y = sgnx, podloga y = |z] czy sufit y = [z],
sa ciagte.

Zadania

11. Zbadaj, czy istnieja granice:

. 2 2
—_9 _
) lim SISty im ETY
(z,9)—(0,0) Y (zy)—(11) |z —y| (2,9)—(0,0) T+ Y

12. W jakich punktach nieciagta jest funkcja:
a) f(z,y) =z + [y); b) f(z,y) = 2’sgny?
ARV IR

13. Wykaz, ze funkcja
2
__Ty
f(I7y) - Zl'4 _|_y2
nie ma granicy w punkcie (0,0), choé¢ dla dowolnego ciagu postaci (zn, kzr), gdzie z, — 0,
granica f(zn,yn) jest réwna zeru. Wsk. Co dzieje sie, gdy do punktu (0,0) zblizamy sie po
paraboli y = 22?7



Wyktad 2

Pochodne czgstkowe
1 tematy pokrewne

Pochodne funkcji jednej zmiennej pozwalaja wyobrazié¢ sobie ksztalt krzywej
y = f(x). Podobnie, pochodne czastkowe f, oraz f, funkcji dwu zmiennych f
daja wiele uzytecznych informacji o powierzchni z = f(x,y). W szczegdlnosci,
jak zobaczymy w nastepnym wykladzie, za pomocg pochodnych czastkowych
funkcji f wyraza sie réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni z = f(x,y).

2.1 Pochodne czastkowe

Pochodne czgstkowe - Interpretacja geometryczna - Pochodne czgstkowe a cig-
glosé funkcji - Zadania

Przypomnijmy, ze pochodna funkcji jednej zmiennej méwi, jak szybko ro$nie
(maleje) funkcja w danym punkcie. Pochodne czastkowe okreslaja tempo zmia-
ny funkcji w kierunku osi.

Pochodne czastkowe

Pochodng czastkowg (pierwszego rzedu) funkcji f(z,y) po & w punkcie
(20, yo) nazywamy liczbe

of . fzo+ Az,yo) — f(20,v0)
Iz (%0,%0) = Aligo -

Ax
Analogicznie, pochodna czastkowa po y to
of . f(@o,y0 + Ay) — f(x0,v0)
2y (20, y0) = Alllgo Ay .

13
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Dla funkcji wigkszej liczby zmiennych méwimy tez o pochodnych czastkowych
w pozostalych kierunkach.

Pochodne czastkowe funkcji f oznaczane sg czesto za pomocg prostszych sym-
boli fz, fy itd. Wprowadzony przez Leibniza symbol 0f/0x jest czytelniejszy,
symbol f,, — latwiejszy w skladzie. Obydwa sposoby oznaczen wystepuja w
literaturze, wiec warto przyzwyczai¢ sie do obu.

PrzYKEAD 2.1 Oblicz obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji
f(x,y) = 2* — zy w punkcie (z9,90) = (2,3):

a) korzystajac z definicji;

b) korzystajac ze wzoréw na pochodne.

ROZWIAZANIE:
a) Z definicji pochodnej czastkowej po z mamy

oz (2,3) = Alzlnrgo Az -
. [24+Ax)?—(2+Az)-3] — (22 -2-3)
= lim =
Az—0 Ax
. (4 +4Az + A%2) — (6 + 3Ax)] — (—2)
= lim =
Ax—0 Az
. Az + Ax? )
T AT Ar Al U=t
Podobnie
of . f(2,3+ Ay) - f(2,3)
gy 3 = Jimg Ay
2 _ (92 _9.
~ im [2 2(34+ Ay)] — (2 2-3) _
Ay—0 Ay
gy 52728y - (=2)
Ay—0 Ay
B —2Ay _ o
- A;l/rgo Ay 7

b) Zauwazmy, ze gdy ustalimy warto$¢ zmiennej y = yp (y nie zmienia sie), to
otrzymamy funkcje z = f(z,yo) jednej zmiennej. Pochodna czastkowa funkcji
f po x jest pochodna tej funkcji. Analogicznie jest dla pochodnej czastkowej
po y. Symbolicznie:

of d d

8—x($0,y0) = %f(é’%yo), g—z(ﬂﬂo,yo) = d—yf(ﬂco’y)-
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W powyzszym przyktadzie

e =) = &2,y = 20 a%(a:?—xy) = (2),—a(y), = .

Dla z = 2, y = 3 otrzymujemy f, =1, f, = —2.

Interpretacja geometryczna

Wykres funkcji z = f(z,y) jest pewna powierzchnia. Przetnijmy ten wykres
plaszczyzna y = yo. Otrzymany przekréj jest wykresem funkeji jednej zmiennej
z = f(x,y0). Pochodna czastkowa f;(zo,y0) wyraza zatem tempo zmiany
funkcji f, gdy przechodzimy przez punkt (x,yg) poruszajac sie w kierunku
osi Oz. Analogicznie pochodna czastkowa f, wyraza tempo zmiany f, gdy
poruszamy sie w kierunku osi Oy.

T

Obie pochodne mozna tez interpretowa¢ jako miare nachylenia stycznych do
powierzchni z = f(x,y) prowadzonych w punkcie (zg,y0) w odpowiednich
kierunkach.

Pochodne czastkowe a cigglosé funkcji

7 rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej zmiennej pamietamy, ze
funkcja moze mie¢ pochodna tylko w punkcie, w ktérym jest ciggla. W ra-
chunku wielu zmiennych nie ma zwigzku pomiedzy istnieniem pochodnych
czastkowych a ciagloscig funkcji.

Rozwazmy funkcje

(%) flz,y) =
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Wykazemy, ze funkcja ta nie jest ciagta. Zauwazmy, ze granica funkcji w punk-
cie (0,0), gdy zblizamy sie do niego po prostej y = kz, zalezy od wyboru
proste;j:
I oy x-kx  k
(r,y)1—>nl(0,0) 2+ 2 200 22 + (kx)2 14 k2

Jednak ma ona obie pochodne czastkowe. Poniewaz funkcja zadana jest innym
wzorem w samym punkcie (0, 0), a innym w jego sasiedztwie, pochodne musimy
oblicza¢ bezposrednio z definicji. Mamy

£(0+ Az,0) — £(0,0) 1 Az-0

— i — lim — . =27,
f2(0,0) Ao Ax Arso Az Azx? +(? 0

Podobne rachunki pokazuja, iz takze f, = 0.

Widzimy zatem, ze funkcja nieciagta moze mie¢ pochodne czastkowe. Rozwig-
zujac zadanie 4. Czytelnik przekona sie, ze nie ma tez zaleznosci odwrotnej:
funkcja ciggta moze nie mie¢ pochodnych czastkowych.

Zadania

1. Oblicz pochodne czastkowe podanych funkcji korzystajac z definicji:
a) f(z,y) = xz(y+ 1) w punkcie (2,3); b) f(z,y) = /Ty w punkcie (1,4).

2. Oblicz pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji:

R, _ z, _mIY. 02,3
a) f(z,y) = xsiny; b)f(ay)—arctgy, C)f(ay)—lnwry, d) f(z,y,2) = zy“2".

3. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® oblicz pochodna czastkowa po x funkcji
z = ze® ¥ wykonujac instrukcje

d/dz (z * exp(x + y))

ARV

4. Zbadaj, czy ponizsza funkcja ma pochodne czastkowe w punkcie (0, 0):

a) f(z,y) = /22 +y?% b) flx,y) =z +yl; c) flz,y) = |zyl.

5. Pomiedzy temperatura T gazu doskonalego, jego cisnieniem p, objetoscia V zachodzi
zwiazek pV /T = ¢, gdzie ¢ jest pewna stala zalezna od gazu. Sprawdz, ze

NEAM "

6.* Zbadaj, czy pochodne czastkowe funkcji okreslonej wyzej wzorem (x) sa ciagte w punk-
cie (0,0)?
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2.2 Pochodne czastkowe drugiego rzedu i laplasjan
Pochodne II rzedu - Twierdzenie Schwarza - Laplasjan - Zadania

W rachunku rézniczkowym funkcji jednej zmiennej druga pochodna rozstrzyga
kwestie ekstremum w punktach krytycznych, a takze odpowiada za wypukltosé
wykresu funkcji. W rachunku rézniczkowym wielu zmiennych podobna role
odgrywaja kombinacje pochodnych czastkowych drugiego rzedu: hessjan —
bedzie o nim mowa w wykladzie 4. oraz laplasjan.

Pochodne czastkowe II rzedu

Pochodne czgstkowe I rzedu same tez sg funkcjami, wiec mozna obliczaé ich ko-
lejne pochodne. Dla funkcji dwu zmiennych otrzymujemy w ten sposéb cztery
rodzaje pochodnych czastkowych II rzedu:

o BI_D(y ooy
922 0z \0x )’ Weloy2 o oy \oy )’

a takze
L) el
YE 9xdy  0x \Oy )’ Y oyoxr oy \ox)

Te dwie ostatnie pochodne nazywamy pochodnymi mieszanymi drugiego
rzedu. Analogicznie okreslamy pochodne czastkowe wyzszych rzedow.

PRZYKEAD 2.2 Oblicz wszystkie pochodne czastkowe II rzedu funkcji
[z, y) = a®siny.

RozwiAZANIE: Mamy
fz = 2xsiny, fy= z2 cos .
Zatem

fzz = 2siny, fey = fya = 2w cOs Y, fyy = —2?%sin Y.
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Twierdzenie Schwarza

W rozwazanym przyktadzie pochodne mieszane byty réwne. Tak by¢ nie musi
(p. zad. 10). Na szczescie zachodzi ponizsze twierdzenie Schwarza:

TWIERDZENIE 2.1 (Schwarza)
Jezeli obie pochodne mieszane II rzedu funkcji f istniejg i sq¢ ciggle w pewnym
otoczeniu punktu (xo,yop), to

Jay(®0,90) = fye(T0,%0)-

W praktyce zatem dla funkcji wystepujacych w zastosowaniach mozemy za-
ktadaé, ze pochodne mieszane sa réwne. Analogiczne twierdzenie zachodzi tez
dla funkcji trzech i wiecej zmiennych i dla pochodnych mieszanych wyzszych
rzedéw.

Laplasjan

W analizie wielu zmiennych role drugiej pochodnej petnia nie same pochodne
czastkowe drugiego rzedu, ale laplasjan. Dla funkcji f(x,y) jest on okreslony
wzorem

V2f = f:c:c + fyy7

a dla funkcji f(z,y,z) wzorem

V2f = frr + fyy + fzz

Zadania
7. Oblicz wszystkie pochodne drugiego rzedu funkcji:
a) f(z,y) = 2%, b) f(z,y) =sinzcos2y; c) f(w,y,2) = ay’z’.

8. Nie korzystajac z twierdzenia Schwarza sprawdz, ze pochodne mieszane drugiego rzedu
podanych funkcji sa réwne:

a) flz,y) =2® —ay®  b) flz.y) =ze’s o) flz,y,2) = (2* — ¢?)z.

9. Wykaz, ze laplasjan funkcji f(z,y) = In(z? + y?) jest réwny zeru.
VIRV IR

10.* Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem

2 2

z” —y
WoE e gdy (z,y) # (0,0);

0, gdy (I7y) = (07 O)

ma w punkcie (0,0) nieréwne pochodne mieszane.

f(x,y) =



Wyktad 3

Roézniczkowalnosé i gradient

W rachunku rézniczkowym funkcji jednej zmiennej rézniczkowalnosé funkeji
oznacza po prostu istnienie pochodnej (skonczonej). W rachunku wielu zmien-
nych rézniczkowalnosé to cos wiecej niz samo istnienie obu pochodnych czast-
kowych. Dla funkcji dwu zmiennych, geometrycznie rézniczkowalnoéé funkcji
punkcie (xg,yo) oznacza, ze w punkcie (xg,yo, f (0, y0)) mozna poprowadzié
plaszczyzne styczna do wykresu. To wstepne okreslenie za chwile uscislimy.

Gradient to wektor pochodnych czastkowych. Okaze sie przydatnym narze-
dziem przy badaniu powierzchni z = f(z,y).

3.1 Plaszczyzna styczna

Rownanie plaszczyzny stycznej - Skqd ten wzor? - Zadania

Dla wiekszosci regularnych powierzchni mozna w dowolnym ich punkcie po-
prowadzi¢ plaszczyzne styczna. Zaczniemy od réwnania tej plaszczyzny, a w
dalszej czesci wyjasnimy skad sie ono bierze.

Roéwnanie ptaszczyzny stycznej

Plaszczyzna styczna do powierzchni z = f(z,y) w punkcie (zo,y0,20) ma
rownanie

z— 20 = fo(® —20) + fy(y — v0)-
Tu i dalej symbole f,, f, domy$lnie oznaczaja pochodne czgstkowe w punkcie
(20, Y0)-

PRzYKEAD 3.1 Znajdz réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie (xg, yo, z0) =
(3,4,5) do powierzchni stozkowej 22 = 22 + y2.

19
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ROZWIAZANIE: Przeksztalémy réwnanie powierzchni do postaci z = f(z,y).
Tu mamy

f(xay): \/$2+y2 lub f(xjy):_ﬂxQ_i_yQ.

Punkt, o ktérym mowa, nalezy do powierzchni gérnej (gdyz z9p = 5 > 0).
Zatem

_ 2 _ T f = 2y _ Y
BN S RN N RN,

Stad f2(3,4) = 3/5, fy(3,4) = 4/5. Réwnanie plaszczyzny stycznej:

fa

3 4
z—5:g(x—3)+g(y—4)

lub réwnowaznie 3z 4+ 4y — 5z = 0.

Nie kazda powierzchnia w R3 wyraza si¢ wzorem z = f(x,y). Dla powierzchni
postaci y = f(z,2) czy © = f(y, z) wzér nalezy odpowiednio zmodyfikowac.

Skad ten wzor?

Zastanéwmy sie, skad bierze sie powyzsze rownanie plaszczyzny stycznej.
Zauwazmy przede wszystkim, ze plaszczyzna przechodzaca przez punkt
(20, Y0, 20) ma réwnanie postaci

z—20 = A(xr — x0) + B(y — vo)-
Rzeczywiscie, powyzsze réwnanie opisuje plaszczyzne w R3, a punkt (g, yo, 20)
je spelnia. Pozostaje zatem wyznaczyé¢ wspotczynniki A, B.

Czescig wspolna tej plaszczyzny i ptaszczyzny y = yg jest prosta
z— 29 = A(x — x0).

Jezeli plaszcezyzna z — 29 = A(x — x9) + B(y — yo) jest styczna do powierzchni
z = f(x,y), to prosta ta jest styczna do krzywej z = f(x,y0). Zatem jej
wspotczynnik kierunkowy A = f,. Analogicznie B = f,.

Zadania

1. Znajdz réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji:

a) z = 2® + y*> + 2z w punkcie (1,—1,4); b) z = 1/9 — 22 — 42 w punkcie (1,2, 2);
- ; . — 21,2 ;
¢) z = y“sinz w punkcie (m,1,0); d) x = \/y? + 22 w punkcie (5,4, 3).
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2. Znajdz réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie (1, —1,2) do powierzchni zyz = 2.
ARV

3. Nie korzystajac ze wzoru znajdz réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni:

a) z° + 2y® 4 322 = 6 w punkcie (0,0,v2); b) z? +y? =2 w punkcie (1,1, 5).

3.2 Rodbzniczkowalnosé

Nowe spojrzenie na rozniczkowalno$é funkcji jednej zmiennej - Rézniczkowal-
no$¢ funkcji wielu zmiennych - Cigglosé, istnienie pochodnych czgstkowych i
rozniczkowalno$¢ - Zadania

Ro6zniczkowalno$é funkcji jednej zmiennej w danym punkcie oznacza, ze ma
ona w tym punkcie skonczona pochodna. Geometrycznie jest to réwnowazne
istnieniu stycznej. Na bardziej abstrakcyjnym poziomie oznacza, ze funkcje
mozna w poblizu danego punktu aproksymowaé za pomocs funkcji liniowej.
Te dwie wlasnosci (istnienie stycznej, lokalna aproksymowalno$é za pomoca
funkcji liniowej) decyduja o znaczeniu funkcji rézniczkowalnych.

Dlatego dla funkcji dwu i wiecej zmiennych okreslenie rézniczkowalnosci od-
woluje sie do tych wiasnosci. O funkcji z = f(z,y) méwimy, ze jest réznicz-
kowalna, gdy przedstawia powierzchnie gladka (tzn. bez kantéw, ostrzy itp.).
Oznacza to, ze powierzchnie z = f(x,y) mozna w otoczeniu kazdego punktu
aproksymowac styczna do niej plaszczyzna.

Funkcja z = 22 4 y? jest Funkcja 2z = y/x2 + y2 nie jest
wszedzie rézniczkowalna rézniczkowalna w punkcie (0, 0)

W praktyce potrzebne jest tez bardziej formalne okreslenie, do ktérego wlasnie
zmierzamy. Okazuje sie bowiem, ze samo istnienie pochodnych czastkowych nie
gwarantuje istnienia takiej aproksymacji.
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Nowe spojrzenie na rézniczkowalnosé¢ funkcji jednej zmiennej

Przypomnijmy, ze funkcje f rézniczkowalna w punkcie zg mozemy w jego
otoczeniu aproksymowaé za pomocg funkcji liniowej:

(¥) f(zo+ Azx) = f(zo) + f'(x0)Aw,

czyli
(#x) flzo + Ax) — f(w0) = f'(x0)Ax.

Wprowadzmy oznaczenia:
Af = f(xo + Az) — f(xo), df = f'(xo)Az.

Widzimy, ze Af to przyrost wartosci funkcji odpowiadajacy wzrostowi argu-
mentu o Az. Z kolei wyrazenie df, zwane rézniczka funkcji, wyraza przybli-
zZony przyrost wartosci odpowiadajacy tej zmianie.

W nowych oznaczeniach aproksymacja (%) przyjmuje posta¢ Af ~ df. Niech
E(Az) oznacza blad (ang. error) tej aproksymacji, tzn.

Af =df + E(Ax).

Wowcezas
— _ _ !
ey BA2) o Af-df L fleo+ Az) — f(zo) — fxo)Az
Az—0 Ax Az—0 Az Az—0 Ax
— !
B L (0 B
Az—0 Az Az—0 Ax

= f'(x0) — f'(z0) = 0.

Widzimy zatem, iz rézniczkowalno$é funkcji f (na razie jednej zmiennej!)
w punkcie zg oznacza, ze w otoczeniu tego punktu funkcje mozna przybli-
za¢ funkcja liniowa, przy czym blad aproksymacji F(Ax) spelnia warunek

E(Az)

im =0.
Az—0 Az

Innymi stowy, blad F(Ax) przyblizenia zbiega do zera szybciej niz przyrost
Az argumentu.



3.2. Roézniczkowalnosé 23

Rézniczkowalnosé funkcji wielu zmiennych
Z pierwszej czedci wykladu wiemy, ze jezeli w punkcie (zg, yo, 20) istnieje plasz-
czyzna styczna do powierzchni z = f(x,y), to ma ona réwnanie
z =20+ fo(x — 20) + [y(y — yo)-
Dla punktéw bliskich punktowi (zg, yo, 20) plaszczyzna styczna przybliza po-
wierzchnie z = f(z,y), wiec
f(z,y) = f(xo,y0) + falz — z0) + fy(y — Yo)-

Réwnowaznie:

f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo,y0) = falzx + f,Ay.

Oznaczmy jak poprzednio:

Af = f(zo+ Az,yo + Ay) — f(xo,y0) (przyrost),
df = faAz + fyAy (rézniczka).

Przy tych oznaczeniach, ostatnia aproksymacja przyjmie postaé¢ A f ~ df. Réz-
niczkowalnos$¢ oznacza, ze blad tej aproksymacji zbiega do zera szybciej niz
zmiana argumentu, tzn. /Az? + Ay2. Przyjmijmy zatem nastepujace okre-
$lenie:

DEFINICJA 3.1 (rézniczkowalnosé)

Moéwimy, ze funkcja z = f(x,y) jest ré6zniczkowalna w punkcie (zg, yo), jezeli
istnieja obie pochodne czastkowe w tym punkcie oraz zachodzi réwnoéé

. Af —df
lim S ———
(Az,Ay)—(0,0) \/Az? + Ay?
Analogicznie definiujemy rézniczkowalnosé funkeji trzech i wiecej zmiennych.

PRzYKEAD 3.2 Sprawdz, ze f(z,y) = xy jest rézniczkowalna w punkcie (1, 2).

ROZWIAZANIE: Mamy f(1,2) =2, fo =y, fy =, f2(1,2) =2, f,(1,2) = 1.
Zatem

Af=(14+Az)(2+ Ay) —2 =2Az + Ay + AzAy, df = 2Ax + Ay.
Stad

Af —df AxAy ~ |Ag|
Nerrien il vl

Ostatni utamek jest réwny co najwyzej 1, wiec, gdy Az — 0 (a takze Ay — 0),
to cale wyrazenie dazy do zera.
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Ciaglo$é, istnienie pochodnych czastkowych i rézniczkowalno$é

Mozna tatwo wykazaé, ze jezeli funkcja jest w jaki§ punkcie rézniczkowalna,
to jest w nim ciagta i ma obie pochodne czastkowe.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze przy pewnych dodatkowych zalozeniach za-
chodzi tez zaleznosé odwrotna. Subtelny dowéd pominiemy.

TWIERDZENIE 3.1 Jesli obie pochodne czgstkowe funkcji w otoczeniu punktu
istniejq i sq ciggle w jego otoczeniu, to funkcja jest w tym punkcie rézniczko-
walna.

Zadania

4. Korzystajac z definicji rézniczkowalnoéci wykaz, ze funkcja z = 2% 4y jest rézniczkowalna
w punkcie (1,0).

5. Zapisz definicje rézniczkowalnosci dla funkcji trzech zmiennych f(z,y, z).

AR

6. Korzystajac z definicji rézniczkowalnosci zbadaj, czy ponizsze funkcje sg rézniczkowalne
w poczatku ukltadu wspéirzednych

a) f(z,y) =z +yl; b) flz.y) =lzyl; o) flz,y) = |ay?].
7. Niech f(z,y) = y/2? + y2. Wykaz, ze istnieje granica
L f(AAy) - 10,0

(Az,Ay)—=(0,0) | /A2¢ + A2y

ale funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie (0, 0).

3.3 Gradient i pochodne kierunkowe

Gradient - Pochodne kierunkowe - Podstawowe wlasnos$ci gradientu - Zadania

Funkcja rézniczkowalna ma nie tylko pochodne czastkowe (w kierunku osi), ale
tez pochodne we wszystkich innych kierunkach. Pelna informacje o pochod-
nych czastkowych i kierunkowych takiej funkcji daje gradient.

Gradient

Podobnie jak poprzednio rozwazaé¢ tu bedziemy funkcje dwu zmiennych z =
f(x,y). Uogblnienia na wieksza liczbe zmiennych sa oczywiste. Gradientem
funkcji f dwu zmiennych nazywamy wektor

grad f = (fz, fy) lub krécej V f(z,y) = (fas fy) -
Symbol V czytamy nabla.
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Kazdemu punktowi ptaszczyzny, w ktérym f jest rézniczkowalna, odpowiada
gradient. Tak wiec gradient definiuje na tym zbiorze funkcje wektorows.

Pochodne kierunkowe

Pochodne czastkowe moéwia, jak zmienia sie warto$¢ funkcji, gdy argument
zmienia sie wzdtuz jednej z osi. Pochodna kierunkowa moéwi, jak zmienia sie
wartosé¢ funkcji, gdy argument zmienia sie w kierunku ustalonego wersora.

Przypomnijmy, ze wersor to wektor dtugosci 1. Pochodna kierunkowag
funkcji f w punkcie (zg, yo) w kierunku wersora v = («, ) okre$lamy wzorem
of f@o + at,yo + Bt) — f(zo,yo0)

—(xg, = lim .
81)( 0, o) t—1>0+ t

Analogicznie okre$lamy pochodne kierunkowe dla funkcji trzech i wiecej zmien-
nych.

Jezeli pochodne czastkowe istnieja, to pochodne kierunkowe w kierunku osi sa
im odpowiednio réwne. Zauwazmy jednak, ze pochodna kierunkowa definiowa-
na jest jak pochodna jednostronna (t — 07). Tak wigc, pochodna kierunkowa
w kierunku wektoréw osi moze istnie¢ nawet wéwczas, gdy odpowiednia po-
chodna czastkowa nie istnieje.

W ponizszym twierdzeniu pojawia sie iloczyn skalarny w o v. Przypomnijmy,
ze na plaszczyznie dla wektoréow w = (ugz, uy), v = (vy,vy) mamy
U OV = UgVg + UyVy.

Analogiczny wzoér zachodzi dla przestrzeni.

TWIERDZENIE 3.2 Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie (xg,yo), to
1stniejg pochodne kierunkowe w kierunku dowolnego wersora v, przy czym

oL (w0,0) = (9 1) (20, o) 0.

DowoOD: Niech v = (o, 3) bedzie ustalonym wersorem. Z rézniczkowalnosci
funkcji f wynika, ze dla przyrostéw Ax = at, Ay = St, przy t — 07 mamy

lim f(zo + at,yo + Bt) — f(xo,v0) — fu(wo,y0)ot — fy(z0,y0) 5t
t—0t t

= 0.

Zauwazmy, ze

lim fo(mo, yo)at + fy(z0,y0) Bt
t—0+ t

= af(T0,y0) + Bfy (20, Y0)-
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Dodajac obie réwnosci stronami otrzymujemy

. f(xo + at,yo + Bt) — f(x0,y0)
1m
t—0+ t

= af(T0,90) + Bfy (20, Y0)-

Lewa strona réwnosci to pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (z9,yo)
w kierunku wersora v = (a, ).

PRzYKEAD 3.3 Znajdz pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = sin2zcosy
w punkcie (7/4,7/4) w kierunku wektora (1,1).

R0OzWIAZANIE: Pochodne czgstkowe to f, = 2cos2xcosy, f, = —sin2xsiny.
W podanym punkcie mamy f, = 0, f, = —/2/2. Wersorem w zadanym

kierunku jest v = (\/5/2, \/5/2) . Zatem

_ !

8_f<7r7r):0\/§ \/Eg

dv \4’ 4 V22

Gradient i poziomice

Powréémy do gradientu, ktéry jest zdecydowanie najwazniejszym tematem tej
czesci wyktadu.

TWIERDZENIE 3.3 (wlasnodciach gradientu)

Niech f(z,y) bedzie funkcjq rézniczkowalng, grad f(xo,yo) # 0. Wowczas:

1. Gradient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji f w danym punk-
cie, a jego dlugo$é okresla bezwzgledng wartosé tej zmiany.

2. Gradient jest wektorem prostopadtym do poziomic.

DowOD: W koncowej czesci dowodu pojawia sie granice funkcji wektorowych.
Sens takich granic powinien byé¢ oczywisty. W szczegdlnoéci, granica

lim (u(z),v(x)) = (a,b)

r—x0
oznacza, ze

xlggo u(z) =a oraz xlggo v(x) =b.

1. Funkcja zmienia sie najszybciej w tym kierunku, w ktérym pochodna kierun-
kowa jest najwieksza (gdy dodatnia) badz najmniejsza (gdy ujemna). Z twier-
dzenia 3.2 wynika, ze pochodna kierunkowa w kierunku wersora v osiaga war-
tosci skrajne wéwczas, gdy kierunek v jest zgodny z kierunkiem gradientu.
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Wersor w kierunku gradientu to
grad f
|grad f||’

Zatem maksymalna warto$¢ pochodnej kierunkowej to

grad f 1
B2 Tagvad /T ~ Teraayy &4/ o8m2d]

1
" Jlgrad f|| ||grad f||* = || grad f||.

2. Niech (g, yo, f(z0,y0)) bedzie ustalonym punktem powierzchni z = f(z,y).
Z zalozenia funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie P (xg,yo), a wiec

lim [f(zo + Az, yo + Ay) — f(zo,yo)] — [faAz + f,Ay]
(Az,Ay)—(0,0) VA2 + Ay
Granica ta jest rowna zeru takze w szczegdlnym przypadku, gdy rozwazamy
wylacznie punkty Q(xg + Az, yo + Ay) lezace na poziomicy punktu P(zg, yo).
Ale wowcezas cze$é licznika zawarta w pierwszym nawiasie kwadratowym jest
réwna zeru. Tak wiec, gdy poruszamy sie po punktach poziomicy mamy

lim S A A—

(Az,Ay)—(0,0) \/A2z + Ay

= 0.

0,

czyli

Ax Ay
1' xTs 5 == 0
(Az. Ay (0.0) [(f fu)e <\/A2m T A% A+ A@)]

Pochodne czastkowe to konkretne liczby, wiec mozna je przenieéé¢ przed znak
granicy. Zatem dla przyrostow odpowiadajacych ruchowi po poziomicy mamy

. Az, Ay
(fCC?fy)o ]'lm ( 2 ’ )2 =

(Az,Ay)—(0,0) / A%z + A%y
Pozostaje zauwazy¢, ze graniczny wektor w powyzszym wzorze to wersor stycz-
ny do poziomicy w punkcie P(zq,yo).
Rzeczywiscie, gdy punkt Q(zo+ Az, yo+ Ay)
zbliza si¢ do punktu P(xg,y0), to wektor
(Az,Ay) w granicy osiaga kierunek pozio- P (x0,y0)
micy. Podzielony przez dlugosé /AZ2z + A2y
jest wersorem do niej stycznym.

Q @o+Az, yo+Ay)

Analogiczne twierdzenie zachodzi tez dla funkcji trzech i wiecej zmiennych.
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Jeszcze raz o réwnaniu plaszczyzny

Korzystajac z gradientu wyprowadzimy teraz wzér na rownanie plaszczyzny
stycznej do powierzchni f(z,y,z) = ¢, gdzie ¢ jest pewna stala. Powierzchnia
ta jest poziomica funkcji f. Juz wczedniej zwracaliSmy uwage, ze poziomicami
funkcji trzech zmiennych sg powierzchnie, a nie linie.

Zauwazmy, ze wektor normalny (czyli prostopadly) plaszczyzny stycznej do
powierzchni f(z,y,z) = c jest tez wektorem prostopadlym do samej po-
wierzchni. Skoro rozwazana powierzchnia jest poziomica funkcji f, to gradient
grad f jest do niej prostopadty.

Plaszczyzna styczna w punkcie (xq,yo, 20) do powierzchni f(x,y,z) = ¢ ma
zatem réwnanie

fx(ﬂf—l“o)+fy(y—yo)+fz(z—z0):0.

Pochodne f;, fy, f. oznaczaja tu domyslnie pochodne w punkcie (xg, yo, 20)-

Zadania

8. Znajdz gradient funkcji:

a) f(z,y) = zy(x — y) w punkcie (2,1); b) f(z,y,2) = \/m w punkcie (1,2, —1).
9. Oblicz pochodne kierunkowe funkcji we wskazanych kierunkach:

a) z = zy>, (zo,90) = (3,1), v=(-2,1); b) z=zsinzy, (zo,y) = (7/2,0), v = (3,4).

10. Dla funkcji f(zx,y,z) = 22 + zyz + y? znajdz kierunek i wielko$é najszybszego wzrostu
w punkcie (1,2, —1).

11. Znajdz wersor normalny do powierzchni zyz = 2, w punkcie (2,1, —1).

12. Nie korzystajac z twierdzenia 3.3 sprawdz, ze gradient funkcji z = 22 +y? jest prostopadty
do jej poziomic.

13. Korzystajac z ostatniego wzoru na plaszczyzne styczna wyprowadz wzér na plaszczyzne
styczng ze str. 19.

14. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® znajdz v (ye_z2) wykonujac instrukcje

grad(y * exp(—mQ))

Korzystajac z otrzymanego wyniku oblicz pochodne czastkowe w poczatku uktadu wspél-
rzednych.



Wyktad 4

Ekstrema

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, naturalnym zastosowaniem pochod-
nych jest szukanie ekstreméw lokalnych i ekstreméw globalnych (tzn. wartosci
najwiekszej i najmniejszej na danym obszarze). Jednak obydwa zagadnienia
okazujg sie tu trudniejsze.

4.1 Ekstrema lokalne

Warunek konieczny - Warunek dostateczny - Przyklady - Zadania

Przypomnijmy, ze warunkiem koniecznym istnienia ekstremum rézniczkowal-
nej funkcji jednej zmiennej jest zerowanie sie jej pochodnej, a warunek do-
stateczny wyraza sie za pomoca drugiej pochodnej. Podobnie jest dla funk-
cji wielu zmiennych: warunek konieczny wyraza si¢ za pomoca pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu, a dostateczny za pomoca pewnej kombinacji
pochodnych drugiego rzedu.

Warunek konieczny

Ekstrema lokalne funkcji wielu zmiennych okreslamy analogicznie jak dla funk-

cji jednej zmiennej. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie a (lokalne) mini-

mum, jezeli na pewnym otoczeniu punktu a wszystkie x spelniaja warunek
f@)>f(a).

Analogicznie definiujemy (lokalne) maksimum.

Jest oczywiste, ze jezeli funkcja z = f(z,y) osiaga w punkcie (xg,yo) ekstre-
mum, to takze funkcje jednej zmiennej f*(z) = f(x,yo) oraz fi(y) = f(z0,y)
osiggaja w tym punkcie ekstremum. Zachodzi zatem nastepujace:

29
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TWIERDZENIE 4.1 (warunek konieczny na ekstremum)
Jezeli funkcja f(x,y) osigga w punkcie (xo,yo) ekstremum i istniejg w tym
punkcie obie pochodne czqstkowe, to fi(xo,v0) = fy(zo,y0) = 0.

Podobnie jest dla funkcji wiekszej liczby zmiennych.

Warunek dostateczny

Punkt, w ktorym wszystkie pochodne czastkowe sa réwne zeru nazywamy
krytycznym. Dla funkcji dwu zmiennych sg trzy rodzaje punktéw krytycz-
nych: minimum, maksimum i punkt siodtowy — punkt krytyczny (x,yo),
w ktorym funkcja f nie ma ani minimum, ani maksimum.

Minimum Maksimum Punkt siodtowy

Kwestie czy punkt krytyczny odpowiada maksimum, minimum czy siodtu,
w wiekszosci typowych przypadkéw rozstrzyga ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.2 (warunek dostateczny na ekstremum)

Niech funkcja z = f(x,y) ma w otoczeniu punktu (xg,yo) ciggle pochodne
czqstkowe pierwszego i drugiego rzedu. Jezeli w punkcie (xo,yo) jej obie po-
chodne czgstkowe pierwszego rzedu sqg rowne zeru, a ponadto

facac fry
det 0,
’ l fry fyy ] g

to funkcja ma w tym punkcie ekstremum: minimum przy fzz > 0, maksimum
przy fze < 0. Jezeli wyznacznik ten jest ujemny, to funkcja nie ma w tym
punkcie ekstremum.

Jezeli wyznacznik ten jest rowny zeru, to twierdzenie niczego nie rozstrzyga.

Wyznacznik, o ktorym mowa w twierdzeniu, nazywamy hessjanem. Dlaczego
taki wyznacznik decyduje o istnieniu i rodzaju ekstremum wyjasnimy wkrétce.
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Podobne twierdzenie zachodzi dla funkcji trzech i wiecej zmiennych, ale waru-
nek, jaki musi spelniaé¢ hessjan (analogiczny wyznacznik odpowiedniego stop-
nia) jest do$¢ skomplikowany. Z twierdzenia tego nie bedziemy korzystaé.

PRZYKEAD 4.1 Znajdz ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 23 + y* — 3xy.

ROZWIAZANIE: Pochodne czastkowe I rzedu: f, = 322 — 3y, fy = 3y? — 3.
Przyréwnujac je do zera otrzymujemy uklad réwnan

322 -3y =0, . y = 22,
{ 3y? -3z =0, czyli { y? =z

Po przemnozeniu stronami dostajemy x® = y3, skad « = y. Podstawiajac do

réwnania y = 22 mamy = = 2. Zatem x =y =0 lub z =y = 1.

Pochodne II rzedu: f, = 6x, foy = =3, fyy = 6y.

Dla = y = 1 hessjan jest réwny 6 - 6 — (=3)%2 = 27 > 0, fuz = 6 > 0, co
oznacza, ze punkt (1,1) jest minimum. Dla x = y = 0 hessjan jest ujemny,
wiec funkcja nie osiaga w tym punkcie ekstremum.

Idea dowodu*

W dowodzie warunku dostatecznego na ekstrema dla funkcji jednej zmiennej
korzystamy ze wzoru Taylora. Podobnie jest dla funkcji wielu zmiennych. Ten
kluczowy element zostanie tu szkicowo przedstawiony.

Dla uproszczenia zapisu zajmiemy sie punktem (0,0). Z zalozenia funkcja ma
ciagte pochodne czastkowe, wiec na mocy twierdzenia 3.1 jest rézniczkowalna.
Oznacza to, ze w otoczeniu tego punktu jej wykres jest styczny do plaszczyzny

z = f(070) + fz(oﬂo)x + fy(070)y-

Wzér Taylora dla funkcji dwu zmiennych méwi w szczegdlnosci, ze réznica
E*(z,y) pomiedzy wartoscia funkcji z = f(z,y) a wartoSciami jej aproksyma-
c¢ji liniowej jest réwna

E*(z,y) = % [Foa @ y")2% 4 2Ly (&, 5 )2y + Foy(a™, 5707

gdzie z* = cx, y* = cy dla pewnego ¢ € (0,1).

Zalézmy, ze w otoczeniu punktu (0, 0) wyrazenie to ma staly znak. Oznacza to,
ze plaszezyzna styczna do powierzchni z = f(xz,y) w sasiedztwie tego punktu
lezy pod powierzchnia (co odpowiada minimum) albo nad powierzchnia (co
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odpowiada maksimum). Gdy znak tego wyrazenia w sasiedztwie (0, 0) nie jest
statly, punkt ten jest punktem siodlowym.

7 zalozenia wszystkie pochodne mieszane wystepujace w tym wyrazeniu sa
ciagle, zatem znak wyrazenia E*(z,y) jest w poblizu poczatku ukladu taki
sam, jak znak wyrazenia

E(2,y) = fra(0,0)2% + 2f4,,(0,0)zy + f,,(0,0)y°.

Dalej piszemy f,, zamiast f,.(0,0) itd. Latwo sprawdzié, ze jezeli f. # 0, to

E(z,y) = i [(fma: + fagy)® + (fmfyy - §y) y2] .

Jezeli hessjan fy fyy — fgy jest dodatni, to wyrazenie w nawiasie kwadratowym
jest w sasiedztwie punktu (0,0) dodatnie, a wiec znak E(x,y) jest taki sam,
jak znak f...

Jezeli fyr > 0, to E(z,y) jest nieujemne, a wiec powierzchnia z = f(z,y) w
otoczeniu punktu (0,0) lezy nad plaszczyzng styczna. Jest to zatem lokalne
minimum. Podobnie, gdy f;» < 0, powierzchnia ta lezy ponizej ptaszczyzny
stycznej, wiec jest to lokalne maksimum.

Jezeli hessjan przyjmuje w sasiedztwie (0,0) wartosci ujemne, to wyrazenie
E(x,y) nie ma stalego znaku. W konsekwencji rozwazany punkt jest punktem
siodtowym.

Zadania

1. Nie korzystajac z twierdzenia 4.2 rozstrzygnij, czy punkt (0,0) to ekstremum, czy punkt
siodtowy:

a)z=a>—y% b)z=z>4+19% c)z=x%cosy; d)z=In{l+2>+>).
2. Znajdz ekstrema funkcji:
a)z=a+axy+y®* —3z—3y; b)z=a2*+y* +6xy; c) z=zay(z+y+3);
1 1
d) z = (1 + 22)e @ +v"), e) zz;—!—xy—!—;; f) z = 4oy — 2* — y*.
3. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® znajdz ekstrema funkcji f(z,y) = zye Y

wykonujac instrukcje
extrema xy * exp(—zy)

ARV
4. W twierdzeniu 4.2 mowa jest o znaku f,. Czy mozna badaé znak fy,?

5. Zbadaj, czy funkcja ma extremas:

a) flz,y) = (@2 —y?)e 1) fla,y) = By + oy’
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6. Znajdz najwigksza i najmniejsza warto$é funkcji f(z,y) = z(z — 1) + y(y — 1) na tréjkacie
ograniczonym osiami uktadu i prostymi x 4+ y = 2.
Wsk. Poréwnaj wartosci funkcji w punktach krytycznych z jej warto$ciami na brzegu.

ARV

7. Znajdz najwieksza i najmniejsza wartosé (o ile istnieja) iloczynu trzech dodatnich liczb o
sumie 1.

8. Znajdz najnizszy punkt powierzchni z = z* — zy + y*. Komentarz: Aby wykazaé, ze
znaleziony punkt krytyczny w istocie lezy najnizej, skorzystaj z twierdzenia Weierstras-
sa: Funkcja cigglta na ograniczonym domknietym podzbiorze R™ przyjmuje na tym zbiorze

warto$¢ najmniejsza i najwieksza.

4.2 Nieréwnosé o $rednich i izoperymetria™

Nierownosé o Srednich - Zagadnienie izoperymetryczne dla trojkgta - Zagad-
nienie izoperymetryczne dla prostopadloscianu - Zadania

Klasyczne zagadnienie izoperymetryczne to problem znalezienia figury,
ktora przy zadanym obwodzie ma najwieksze pole. W wykladzie 18. wykaze-
my, ze figura taka jest koto. Na razie zajmiemy sie dwoma prostszymi zagad-
nieniami pokrewnymi. Rozwiazujac je skorzystamy z klasycznej nieréwnosci o
$rednich.

Nieré6wnosé¢ o srednich

Dla dodatnich liczb x1, xo, ..., x, oznaczmy przez A,, G, oraz H, odpowied-
nio ich $rednie arytmetyczng, geometryczna i harmoniczng okreslone

wzorami:
1+ T2+ ...

Ap, )
n
Gn = YTr1x2...TH,
n
H, =

-1 1 1
x_1+z_2+"'+z_

n

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 4.3 (nieréwno$¢ o $rednich)
Dla dowolnych dodatnich liczb x1, xa, ..., x, zachodzi nieréunosc

przy czym obie nieréwnosci stajg sie rownoSciami wtedy i tylko wtedy, gdy
T1 =Ty =...= Tp.
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Czytelnik moze znaé te klasyczna nieréwnosé, np. z tomu Analiza niniejszego
cyklu. Przedstawiliémy tam dosé subtelny dowdd, wymagajacy sporej pomy-
stowosci. Teraz uzyskamy ten sam wynik metodami standardowymi.

Ograniczymy sie do dowodu nieréwnoéci A,, > G,. Druga z nieréwnoéci, G,, >
H,, tatwo wynika z pierwszej (p. zad. 10).

DowOb: Niech z1, 9, ..., x, beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Niech a
bedzie ich Srednia geometryczna. Wéwcezas x1xs ... x, = a’*, skad

aTL

LTy = —.
12 ... Tp—-1

Rozwazmy funkcje

aTL

fler, o, ... ;o) =21+ 224 F2p g + ————.
192 ...Tp-1

Suma ta jest n-krotnoscia sredniej arytmetycznej rozwazanych liczb. Wystar-
czy zatem wykazaé, ze dla dodatnich argumentéw funkcja ta przyjmuje zawsze

wartosci wieksze badz réwne na.

7 warunku koniecznego na ekstremum

fm:fzz:”':f:cn_lzo
mamy dlat=1,2,...,n—1
n
1- ¢ =0,

xlxg...x2...xn_1
wiec dla dowolnych i, j

1 a” 1 a”

Tr; T1T2...Tp-1 Tj T1T2...Tp—1

Wynika stad, ze w puntach krytycznych z; = x; dla dowolnych 4, j. Zatem
T1=To=...=Tp_1 = a, a wéwczas

n

fla,a,...;a)=a+a+...+a+

o i
Pozostaje wyjasnié, skad wiemy, ze ten punkt to minimum. P
Gdy ktoras z wartosci x; dazy do zera badz do nieskonczo-
nosci, to wartos¢ funkcji f dazy do nieskonczonosci. Funk-

cja f jest ciagla, wiec jest intuicyjnie oczywiste (przynaj-
mniej dlan = 21in = 3), ze musi osiaga¢ warto$¢ najmniej-

sza. Rysunek ilustruje przypadek dwu zmiennych. o
Formalnie rzecz biorac, nalezatoby tu skorzystaé z twierdzenia Weierstrassa
(p. komentarz do zad. 8).
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Zagadnienie izoperymetryczne dla tréjkatow

Za pomocg metod rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej mozna wy-
kazaé (co tez zrobiliSmy w tomie Analiza), ze posréd trojkatéw réwnoramien-
nych o danym obwodzie najwieksze pole ma trojkat réwnoboczny. Teraz po-
kazemy, ze zalozenie réwnoramiennos$ci mozna pominad.

Przypomnijmy, ze pole tréjkata o bokach z, y, z wyraza sie wzorem

P=/(olp —2)(p —y)(p - 2),

gdzie 2p =z +y + =.

Skoro p jest state, to maksimum pola otrzymamy wéwczas, gdy najwieksza
warto$¢ osiagnie iloczyn (p —z)(p —y)(p — z). Z nieréwnosci o $rednich mamy

(p—2)p—y)p—2) < ((p—aj)—l—(p;y)—l—(p—z))g’: (73)3.

To maksimum jest osiggane tylko wowczas, gdy p —x =p —y = p — z, czyli
x =y = z. Tak wiec najwieksze pole sposrdd trojkatow o danym obwodzie ma
réwnoboczny.

Zagadnienie izoperymetryczne dla prostopadloscianéw

W zasadzie zagadnienie izoperymetryczne odnosi sie do zwigzku pomiedzy ob-
wodem figury plaskiej a jej polem. Czesto jednak okresla sie tym terminem
pokrewne zadania wiazace powierzchnie bryly z jej objetodcia. Przyktad ta-
kiego problemu rozwazamy nizej.

Wykazemy, ze posréd wszystkich prostopadloscianéw o zadanej objetosci naj-
mniejsza powierzchnie ma szeScian. Rozwazmy prostopadtoscian o krawe-
dziach z, y, z. Niech zyz = a>. Pole jego powierzchni wyraza sie wzorem
P = 2(zy + yz + zz). Pole to osiagnie zatem najmniejsza warto$¢, gdy naj-
mniejsza warto$é osiagnie funkcja f(x,y, z) = vy + yz + z=.

Z nieréwnosci Hy < G3 mamy

w
w
Q|w

1 1
3 1 —_ —
< Jzyz, czyli . + Tz Ve =

8=
+
<= W
+
IS

Zatem e
f(ﬂf,y,Z)ny+yz+a:z:a3.w:
a
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1 1 1 3
_ g Wyt g <_+_+_> S a0 — 342,
TYz z Yy =z a
Przypomnijmy, ze réwnoé¢ zachodzi tylko wéwczas, gdy x = y = z, czyli gdy

jest to szedcian.

Zadania

9. Pole czworokata o bokach a, b, ¢, d wpisanego w okrag wyraza sie wzorem

P=+\/(p—a)p—b)p—-c)p—d),

gdzie 2p =a+ b+ c+d.

a) Wykaz, ze sposréd czworokatéw o zadanym obwodzie wpisywalnych w okrag najwieksze
pole ma kwadrat.

b)* Wywnioskuj stad, ze posréd wszystkich czworokatéw o danym obwodzie najwieksze pole
ma kwadrat.

Wsk.: Uzasadnij, ze posrod czworokatoéw o danych bokach istnieje czworokat wpisywalny w
okrag.

10. Pokaz, jak z nieréwnosci A, > G, wywnioskowaé nieréwnosé¢ G, > Hy.

4.3 Schwarz

Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), matematyk niemiecki,
uczen Kummera i Weierstrassa. Mial typowa kariera akademicka: pracowatl
kolejno w Halle, Zurichu, Getyndze i Berlinie. Jego zainteresowania naukowe
obejmuja gléwnie geometrie (powierzchnie minimalne) i teorig¢ funkeji zespo-
lonych. Jednak niektérzy historycy matematyki uwazaja, ze jego najwazniej-
szg zastugg jest uratowanie przed zapomnieniem czeéci dorobku Riemanna.
Dopiero dzieki niemu zrozumiane zostaly i zaakceptowane prace Riemanna
dotyczace odwzorowan konforemnych (dzial analizy zespolonej).

Prywatnie Schwarz byl kapitanem ochotniczej brygady strazackiej. Poslubit
cérke swego promotora Kummera, a przez niego skoligacony byt tez z Diri-
chletem i stawnym kompozytorem Felixem Mendelssohnem-Bartholdym.



