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Od 300 lat analiza pozostaje gtownym dzialem matematyksi,
a rownania rézniczkowe samym sercem analizy. Sq one natu-
ralnym zwiericzeniem elementarnego rachunku [rézZniczkowego
i calkowego] i najwazniejszym dzialem matematyki dla rozu-
mienia nauk fizycznych. A takze, na glebszym poziomie, Zro-
diem wiekszosci idei i teorii skliadajgcych sie na zaawansowa-
ng analize. [...] Dostarczajqg one podstawowej motywacyi dla
analizy zespolonej, teorii szeregow Fouriera, (...) przestrzeni
metrycznych i przestrzeni Hilberta, a takie mndstwa innych
pieknych zagadnien nowoczesnej matematyks.

George F. Simmons,
z przedmowy do Differential Equations,
McGraw-Hill 1972
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Wstep

Twierdzenia matematyczne rzadko znajdujg bezposrednie za-
stosowanie; naprawde uzyteczne sq¢ same pojecia. Gdy tyl-
ko poznasz pojecie réwnania roiniczkowego, bedziesz widzial
je wszedzie, niezaleznie od tego, co bedziesz robié. Tego nie
mozna osiggngé nie przechodzgc przez kurs abstrakcyjnych
rownan rozniczkowych. To, co sie stosuje to kultura mate-
matyczna, jokg daje taki kurs, a nie konkretne twierdzenia.

Gian-Carlo Rota, Indiscrete Thoughts,
Birkh&user, 2008

Ksiazka moze stuzyé jako podstawowy podrecznik dla studentéw matematyki
i kierunkéw pokrewnych. Wymagania wstepne to podstawy rachunku réznicz-
kowego i catkowego funkcji jednej zmiennej i podstawy algebry liniowe;j.

Rola réwnan rézniczkowych w wyksztalceniu matematyka

Réwnania rézniczkowe maja zastosowania w fizyce, technice, chemii, biologii,
medycynie, a nawet w naukach spotecznych, wiec dla wielu studentéw sg one po
prostu bardzo wazng — niekiedy najwazniejsza — czeScig ich matematycznego
wyksztalcenia. Ale ich rola jest istotna takze dla tych studentow, ktérych
zainteresowania odbiegaja daleko od zastosowan.

Dopiero réwnania rézniczkowe naprawde pokazujg znaczenie wielu pojec i tech-
nik algebry liniowej, istotne zastosowania analizy, a takze elementy topologii.
Historycznie, to problemy réwnan rézniczkowych doprowadzity do odkrycia
szeregdw Fouriera, a w konsekwencji do uécidlenia pojecia funkcji i powstania
teorii mnogosci.

xi
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W kazdej z pieciu czeéci prezentowanej ksiazki dochodzimy do momentu, gdy
musimy wyj$¢ poza granice elementarnej analizy i algebry. W pierwszej czesci
jest to twierdzenie Banacha o odwzorowaniach zwezajacych, w drugiej sa to
funkcje specjalne, w trzeciej eksponenta macierzy, w czwartej funkcja Diraca,
a w piatej szeregi Fouriera.

Motywy przewodnie
W gruncie rzeczy tematem ksiazki sa dwa podstawowe réwnania rézniczkowe:

/ !
T = ax, = —a.

Pierwsze z nich opisuje wzrost wyktadniczy, np. wzrost liczebnosci populacji
bakterii, drugie za$ zjawiska okresowe — np. ruch wahadla. W trzech pierw-
szych czedciach ksiazki analizujemy ich naturalne modyfikacje, uogélnienia i in-
terpretacje.

Roéwnanie 2’ = ax jest szczegdlnym przypadkiem analogicznego réwnania ma-
cierzowego

' = Ax.

Okazuje sie, iz takze réwnanie 7 = —axz — po prostej transformacji — mozna
traktowaé jako szczegblny przypadek tego rownania macierzowego. Tak wiec
réwnanie ' = Ax obejmuje bardzo szeroka klase réwnan rézniczkowych.

Wszystkie te réwnania sg przyktadami rownan liniowych. Réwnania nieliniowe
rzadko da sie rozwigzaé¢ w sposéb jawny, ale okaze sie, ze analiza jakosciowa
takich rownan sprowadza sie do analizy pokrewnych réwnan liniowych.

Strategie lektury i uwagi dla wykladowcow

Przy typowym kursie 15-tygodniowym (ok. 150 stron ksiazki) trzeba zrezy-
gnowac z czwartej oraz piatej czesci. Pominiecie wykladu 4. i 9. pozwala uzu-
petnié¢ ten podstawowy kurs o dwa poczatkowe wyktady jednej z pominietych
czesci. Chociaz opuszezenie tych wykladéw nie spowoduje zadnych istotnych
luk, warto zacheci¢ stuchaczy przynajmniej do wstepnej lektury pominietych
wyktadéw.

Ponizszy schemat przedstawia zaleznoéci pomiedzy kolejnymi wyktadami. Ob-
wodka zakreslone sa wyklady odpowiadajace podstawowej czesci kursu.
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Poziom trudnosci zadan

Réwnania rézniczkowe nie maja wéréd studentéw dobrej opinii. Spora roz-
maitos¢ szczegdtowych typow réwnan zawsze dzialalta zniechecajaco. W ciggu
ostatnich trzydziestu lat podreczniki rownan rézniczkowych stopniowo zaczety
zmienia¢ swéj charakter. Ogdlnie dostepne programy komputerowe pozwolity
zrezygnowal z nacisku na biegtosé techniczng i skupié sie na stronie pojeciowe;j.

Ograniczajac sie do podstawowego nurtu réwnan rézniczkowych mogtem pomi-
naé¢ wiekszoé¢ zadan najezonych trudnosciami technicznymi. W konsekwencji
podstawowe zadania rachunkowe i pojeciowe sa raczej proste.

Nieco trudniejsze zadania pojawiaja sie niekiedy po symbolu { < <, ale rzad-
ko sg naprawde trudne. Zadne z tych zadan nie ma istotnego wplywu na
rozumienie zasadniczego tekstu ksiazki.

Dowody, czyli wyjasnienia

Wiegkszoéci istotnych twierdzen towarzysza dowody albo szkice dowoddéw. Pew-
ne niescistosci sa na ogdl zamierzone. Zalezalo mi bardziej na przystepnosci
dowodu niz absolutnej $cistosci.

Biogramy i uwagi historyczne

Podobnie, jak we wczesniejszych tomach cyklu ksiazka zawiera krétkie biogra-
my. Oprécz matematykow w écistym tego stowa znaczeniu, pojawiaja sie tez
postaci z pogranicza, np. Kepler, Malthus czy Dirac. Obecnos¢ tych postaci
przypomina, ze znaczenie réwnan rézniczkowych wykracza daleko poza sama
matematyke.
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Dlugo$é notki biograficznej nie jest proporcjonalna do rangi uczonego. W pew-
nym stopniu jest wprost przeciwnie: wolatem poéwieci¢ wiecej uwagi postaciom
mniej znanym.

Jako ciekawostke odnotujmy, ze jedynym matematykiem, ktorego nazwisko
pojawia sie w kazdym z dotychczasowych siedmiu toméw cyklu jest Leonhard
Euler.

OO0

Piszac te ksiazke korzystatem z ponad 10 rozmaitych podrecznikow. Wszystkie
zacytowane sa w bibliografii, te, ktérych wplyw jest najistotniejszy zaznaczy-
tem gwiazdka. Spory wplyw wywarl tez artykut Gian-Carla Roty Ten lessons [
wish I had learned before I started teaching differential equations, choé¢ pewnie
autor piszacy, ze im dluzej uczy rownan rézniczkowych, tym mniej je rozumie,
nie powinien byé¢ autorytetem.

Moi koledzy — Marian Gewert i Zbigniew Skoczylas — wtozyli sporo wysitku,
by usunaé¢ subtelne potkniecia merytoryczne, wygtadzi¢ tekst i zadbaé o wy-
glad ksiazki. Marian Gewert sporzadzit tez rysunki, niekiedy bardzo trudne.
Goraco dziekuje za wszystkie uwagi i sugestie, dzieki ktérym ksigzka na pewno
wiele zyskala.



I

Roéwnania I rzedu



Jak to sie stato, ze matematyka, produkt mysli ludzkiej, nie-
zalezny od doswiadczenia, tak wspaniale pasuje do Swiata re-
alnego?

Albert Einstein, cyt. wg McTutor
History of Mathematics

Matematyka zawsze znajdowala jakies zastosowania w astronomii, geodezji,
budownictwie i oczywiscie — w ksiegowosci. Jednak zywiotowy rozwdj jej za-
stosowan zaczyna sie wraz z Rewolucja Naukowa XVII w., czyli — w wiel-
kim uproszczeniu — od Galileusza (1564-1642), Keplera (1571-1630), a przede
wszystkim Newtona (1642-1727). To Galileusz twierdzil, ze przyroda wyraza
sie w jezyku matematyki. Od niego tez pochodzi najstarsze prawo nowozytnej
fizyki, opisujace droge przebywang przez swobodnie spadajace cialo

Niespelna sto lat p6zniej Newton za pomoca metod matematycznych odkrywa
prawo powszechnej grawitacji i jego zwiazek z prawami Keplera rzadzacymi
ruchem planet. Odkrywanie takich zwiazkéw niemal zawsze sprowadza sie do
rozwiazywania réwnan rézniczkowych.

W fizyce przednewtonowskiej wszelkie zaleznoséci wyrazaja sie zasadniczo za
pomoca funkcji liniowej lub kwadratowej. Na poziomie nieco bardziej zaawan-
sowanym znaczna czes¢ praw przyrody wyraza sie za pomoca funkcji przestep-
nych (wykladniczych, trygonometrycznych itp.). Wszechobecnosé tych funkeji
w $wiecie przyrody i $§wiecie matematyki bierze sie stad, iz sa one rozwiaza-
niami podstawowych réwnan rézniczkowych:

funkcje wykladnicze ' = kux, k # 0;

funkcje trygonometryczne z” = —kzx, k> 0.



Te dwa réwnania opisuja fundamentalne prawa przyrody. Pierwsze opisuje
wzrost (lub zanik), gdy jego tempo jest proporcjonalne do stanu aktualne-
go. Przyktadem rozwdj populacji: im wieksza liczba osobnikéw, tym szybszy
wzrost populacji. Przy braku ograniczen daje to nieograniczony wzrost popu-
lacji w tempie wyktadniczym.

Wiele proceséw ma tendencje do oscylowania wokél stanu réwnowagi, przy
czym im wigksze jest odchylenie, tym wieksza tendencja, by powrdci¢ do stanu
réwnowagi. Przyktadem jest ruch wahadta. Przy (nierealistycznym) zalozeniu
braku tarcia i innych czynnikéw hamujacych, ruch wahadta i inne podobne
procesy maja charakter okresowy. Opisuje je drugie z rownan. Rozwiazaniem
jest kombinacja funkcji sinus i cosinus.

Realne procesy przebiegaja w sposéb bardziej skomplikowany niz sugeruja to
te dwa réwnania. Znaczna cze$¢ kursu poéwiecona jest modyfikacjom réwnania
z” = —kx. Najpierw jednak zajmiemy sie réwnaniem z’ = kz i kilkoma innymi

pokrewnymi.

Réwnania rézniczkowe pojawiaja sie juz ok. 1675 r. w pracach Leibniza i New-
tona. Podstawowe techniki rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych
I rzedu zostaly odkryte jeszcze w XVII w. (w znacznym stopniu dzigki braciom
Bernoulli), a przez dalsze kilkadziesiat lat opanowano praktycznie wszystkie
elementarne metody takze dla réwnan wyzszych rzedéw.



Wryktad 1

Roéwnanie rozpadu
1 modele wzrostu populac

i

Przedstawimy teraz kilka klasycznych zastosowan rownan rézniczkowych
pierwszego rzedu. W istocie wszystkie one wychodza od réwnania ' = ax
badz jego modyfikacji. Zaczniemy od zastosowan w fizyce i chemii, w dalszej
czedci pokazemy przyklady zastosowan w demografii, czy ogdlniej, w biologii
populacji.

1.1 Roéwnanie rozpadu i metoda wegla “C
Wprowadzenie - Rozpad radioaktywny - Metoda wegla * C - Zadania

Jeszcze w XVI w. dos¢ powszechnie przyjmowano, ze Biblia jest absolutnym
autorytetem w zakresie dziejéw ludzkosci. Na jej podstawie szacowano wiek
Swiata. Najdokladniejsze datowanie pochodzi od Jamesa Usshera, irlandzkiego
arcybiskupa, ktory utrzymywal, ze stworzenie Swiata nastapito w niedziele 23
pazdziernika 4004 roku p.n.e.

Przynajmniej od konca XVIII w., gdy ostatecznie zakwestionowano chronolo-
gie oparta na Biblii, geolodzy, paleontolodzy i archeologowie poszukuja metod
pozwalajacych na okreslenie wieku znajdywanych artefaktow. Juz w XVIII w.
metody oparte na szacowaniu wieku skal kazaly uczonym wydtuzy¢ wiek Ziemi
z ok. 6000 - 8000 lat do ok. 75000 lat, a sto lat p6zniej wiek Ziemi szacowano
juz na 20-400 milionéw lat. Dla krétszych okreséw typowych dla archeologii
jedna z podstawowych metod jest opracowana w roku 1949 roku przez Willarda
Libby’ego metoda wegla *C. Teoretyczna podstaws tej metody jest réwnanie
rozpadu.



1.1. Réwnanie rozpadu i metoda wegla *C )

Wprowadzenie

Zacznijmy od podstawowego réwnania opisujacego wzrost lub rozpad w tempie
proporcjonalnym do aktualnego stanu. Niech z(t) oznacza stan w chwili ¢.
Przyjmujac dodatni wspotczynnik proporcjonalnosci k£ otrzymujemy réwnanie
postaci

1’ = kx (rozwdj) albo 1’ = —kz (rozpad/zanik).

Wiemy juz, ze rozwigzaniem ogélnym réwnania 2’ = kx jest © = Ce**. Wynika
stad, ze rozwigzaniem réwnania x’ = —kz jest rodzina funkcji z(t) = Ce*t.
Wszystkie dalsze przyklady rozwazane w tym podrozdziale prowadza do jakiejs
formy réwnania rozpadu.

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe

¥ = —kz,
z(0) = xo.
Wéwezas mamy z(0) = Ce® = C, skad stata C = x(. Zatem rozwiazaniem

zagadnienia poczatkowego jest

x(t) = zoe M.

Przy t — oo funkcja y(t) dazy wowczas w tempie wykladniczym do zera.
Rysunek ponizej przedstawia typowy przebieg takiego procesu.

T

o

Rozpad radioaktywny

Réwnanie rozpadu rzadzi bardzo réznymi procesami. Spéjrzmy na funkcje
x(t) = zoe ¥, w przypadku, gdy opisuje ona przebieg rozpadu radioaktywne-
go.

7 postaci rozwiazania mozna zauwazy¢, iz ilo$¢ substancji wraz z czasem t

dazacym do nieskonczono$ci maleje do zera, ale nie znika catkowicie. Zatem
nie mozna moéwié¢ o okresie rozpadu. Zwyczajowa charakterystyka substancji
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radioaktywnej jest okres poélrozpadu, tzn. czas, w ktérym masa substancji
zmniejsza si¢ do polowy.

Zaleznos¢ pomiedzy wspolczynnikiem k a okresem pétrozpadu T wyznaczymy
z warunku
Zo kT

— = 1xp€e
2

Mamy e ' =1/2, skad k = In2/T.

Podstawiajac te warto$é¢ otrzymujemy wzor na ilos¢ substancji radioaktywnej
w zaleznosci od okresu pétrozpadu

x(t) = zoe 2T,

Metoda wegla “C

Wegiel wystepujacy w atmosferze zawiera izotopy promieniotworczy 14¢C oraz
trwate 12C i 3C. Kazdy zywy organizm (roflina czy zwierze) w trakcie pro-
ceséw zyciowych pobiera wegiel z atmosfery tak, ze proporcja izotopu pro-
mieniotworczego do pozostatych izotopéw jest stata. Jednak, wraz ze Smiercia
organizmu, traci on stopniowo radioaktywna cze$¢ wegla, co powoduje, ze sto-
sunek iloéci izotopu promieniotwoérczego do pozostalych izotopéw maleje. Ta
proporcja pozwala okresli¢ czas $mierci organizmu.

Zadania

1. Po jakim czasie od ustania funkcji zyciowych zawartosé wegla *C w organizmie osiagnie
poziom 1%, skoro okres pétrozpadu wynosi ok. 5370 lat?

2. W znalezionych szczatkach mamuta pozostato 30% izotopu '*C. Oszacuj wiek szczatek.

1.2 Dwa prawa fizyki

Newtona prawo stygniecia - Rownanie spadku przy uwzglednieniu oporu powie-
trza - Zadania

Rozwazamy tu dwa zjawiska fizyczne, z pozoru bardzo odlegte. Jednak w obu
przypadkach mamy sytuacje podobna: zanik /wzrost w tempie malejacym wraz
ze zblizaniem sie do granicy — temperatury otoczenia czy predkosci granicz-
nej.



1.2. Dwa prawa fizyki 7

Newtona prawo stygniecia

Zgodnie z prawem Newtona tempo stygniecia ciala jest proporcjonalne do r6z-
nicy temperatur pomiedzy cialem a otoczeniem. Temperature pomieszczenia
oznaczmy przez T),. Temperatura T'(t) w chwili ¢ spelnia zatem réwnanie r16z-
niczkowe

(+) T =—k(T-T),), k> 0.

W procesie stygniecia réznica temperatur maleje wraz z czasem. Stad znak
minus przy dodatnim wspotczynniku k. Wspolezynnik ten zalezy od ciepta
wlasciwego stygnacej substancji.

Oznaczmy przez Tj jej temperature poczatkowa. Skoro mowa o stygnieciu, to
mamy 7o > Tj,. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe

T = —k(T —Tp),
T(0) = Tp.
Rozdzielajac zmienne w powyzszym rownaniu otrzymujemy

dr

T—T, = —kdt.

Stad, catkujac stronami, dochodzimy do réwnoéci
In|T — T, = -kt + C.

W trakcie stygniecia temperatura T'(f) jest stale wyzsza od temperatury
otoczenia T),, wiec znak wartoSci bezwzglednej mozna pomingé. Z réwnosci
In(T —T,) = —kt + C wynika zaleznos¢

T(t) —T,=e " cayli T(t) =T, + e ™.
Dla t = 0, uwzgledniajac warunek T(0) = Ty, otrzymujemy Ty = T}, + €,

a stad ostatecznie
T(t) =Ty + (Ty — Tp)e ™.

Przy t dazacym do nieskonczonosci, drugi sktadnik dazy do zera, a wiec T'(t)
dazy do temperatury otoczenia T),, w zgodzie z naszym do$wiadczeniem.
Réwnanie spadku przy uwzglednieniu oporu powietrza

Rozwazmy ruch ciala (np. kamienia) o masie m, spadajacego w prézni pod
wplywem sity ciazenia F' = mg. Jedli na poczatku ciato znajduje sie w spo-
czynku, to zgodnie z II zasada dynamiki, przy odpowiednio dobranym uktadzie
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wspdlrzednych, jego polozenie s(t) w chwili ¢ opisane jest réwnaniami
ms” =mg, §'(0)=v(0)=0, s(0)=0.

Masa oczywiscie si¢ skraca. Rozwiazaniem tego zagadnienia poczatkowego jest
znany wzor na ruch jednostajnie przyspieszony

gt
Jezeli cialo nie porusza sie w prézni, to dziala na nie sitla oporu (hamujaca),
zalezna od jego predkosci. W uproszczonym, ale realistycznym modelu zakta-
da sie, ze sita ta jest wprost proporcjonalna do predkosci. Sita wypadkowa
jest wowczas suma dwu przeciwnie skierowanych sit: sily ciazenia Fy = mg
i sily oporu Fo, = —bv, gdzie wspolczynnik b jest dodatni. Woéwcezas warunki
opisujace ruch i stan poczatkowy przyjmujg postac

ms” =mg—bv, §'(0)=v(0)=0, s(0)=0.
Wystepujace po lewej stronie przyspieszenie to pochodna predkosci, wigc row-
nanie mozemy sprowadzi¢ do postaci
mv' =mg —bv, v(0)=0.
Podzielmy obie strony réwnania przez m i wprowadzmy stala k = b/m:

b
v’:g——v:g—kv:—k<v—g).
m k
Skoro wzér ma sens fizyczny, to wielko$é g/k jest pewna predkoscia. Oznaczmy
wiec ja przez v,. Otrzymamy woéwczas rownanie

(k%) v = —k(v —vp).

Podczas spadania predko$é rosnie, zatem v’ > 0. Poniewaz k jest dodatnie,
wigec v — v, <0, czyli v < vp.

Zauwazmy, ze réwnanie (x) jest niemal tym samym réwnaniem, co réwnanie
stygniecia (x); rézni sie tylko oznaczeniem zmiennych. Poprzednie rachunki
musimy jednak nieznacznie zmodyfikowa¢, gdyz tym razem mamy v < v,
(a przy temperaturach mieliémy 7' > T,). Uwzgledniajac te drobna modyfika-
cje oraz warunek poczatkowy v(0) = 0 otrzymujemy

v(t) = vy (1 - e_kt) .

Przy t — oo predkosé ta dazy do vy, tak wigc wspolezynnik v, ma konkret-
ny sens fizyczny: jest to graniczna predko$é spadajacego ciala. Formalnie ta
graniczna predkos¢ nigdy nie bedzie osiggnieta. Ale z punktu widzenia realnej
fizyki od pewnego momentu cialo bedzie spadaé¢ ze stala predkoscia.
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Zadania

3. W pomieszczeniu o temperaturze 20°C pewna substancja o temperaturze 100°C stygnie
do temperatury 60°C po 30 minutach.

a) Znajdz wzér na jej temperature po czasie ¢ godzin;

b) Po jakim czasie osiagnie temperaturg 25°C?

4. Rozwazmy pojemnik w ksztalcie walca napelniony woda. Jesli w denku pojemnika jest
maly otwoér, to jak glosi prawo Torricellego poziom wody y(t) w momencie ¢ bedzie sie
zmieniat zgodnie z réwnaniem

y/ = _k\/y7

gdzie k jest stalg zalezna od pola otworu.

a) Znajdz rozwiazanie ogélne tego réwnania.

b) Przyjmijmy, ze pelny pojemnik opréznia si¢ w ciagu godziny. Po jakim czasie poziom
wody w tym pojemniku spada do potowy?

1.3 Model maltuzjanski i krzywa logistyczna

Czysty model maltuzjanski - Rownanie logistyczne - Analiza jakoSciowa za-
miast rachunkow - Zadania

Pod koniec XVIIT w. Thomas Malthus (1766-1834) zastanawial si¢ nad skut-
kami zauwazalnego wowczas wzrostu liczby ludnosci na $wiecie. Uwazal on,
ze dostepne zasoby pozywienia rosng w tempie liniowym, a liczba ludnosci
w tempie wyktadniczym. W takim razie ludzko$¢ skazana jest na gtod.

Czysty model maltuzjanski

Czysty model maltuzjanski zaklada, ze tempo przyrostu populacji p(t) jest
proporcjonalne do wielkosci samej populacji, co prowadzi do réwnania réz-
niczkowego

p =rp.

Wiemy juz, ze jego rozwigzaniem jest

p(t) = Ce™.
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Dla dodatniego r (wzrost populacji, a nie jej stopniowy zanik) funkcja ta
dazy do nieskonczonosci, a wiec wezedniej czy pdzniej model ten traci zwiazek
7 rzeczywistoscia.

Réwnanie logistyczne

W bardziej realistycznym modelu zakladamy, ze $rodowisko ma ograniczona
pojemno$é¢ K — stanowi ona gorne ograniczenie na liczbe przedstawicieli po-
pulacji w danym $rodowisku. Wielko$é tej populacji w momencie ¢ bedziemy
oznaczaé przez p(t).

W realistycznych modelach zaktada sie ponadto, ze wraz ze wzrostem liczby
osobnikéw narasta liczba konfliktéw w walce o przestrzen i pozywienie, a co za
tym idzie pojawia sie czynnik hamujacy rozwdj populacji. Najwczesniejszy ta-
ki model rozwazal belgijski matematyk Pierre-Frangois Verhulst (1804 - 1849).
W modelu Verhulsta przyjmuje sie, ze ten czynnik hamujacy rosnie propor-
cjonalnie do p?(t).

Przy ustalonej pojemnoéci K i przyjetych wyzej zalozeniach standardowe réw-
nanie rozwoju populacji — zwane ré6wnaniem logistycznym — ma postaé

a "T\PTK)

gdzie r - dodatni wspoétczynnik proporcjonalnosci.

Dla uproszczenia rozwazan wybierzmy jednostke wielkosci populacji tak, ze
graniczna pojemnos¢ wyniesie K = 1. Przy takim zalozeniu wielkosé¢ p(t) wy-
raza stosunek wielkosci populacji do goérnego ograniczenia K, czyli poziom
nasycenia. Gdyby zalozy¢, ze Ziemia jest w stanie zywi¢ jednoczesnie maksi-
mum 100 miliardéw ludzi, to obecnie mieliby$my p ~ 8%.

Przy K =1 otrzymujemy réwnanie

@ _, (r-»?)
dt ’
Przyjmijmy ponadto naturalne zalozenie, ze wyjSciowe nasycenie populacji

p(0) = po < 1. Mozna wykazaé, ze wielko$¢ p(t) bedzie wéwczas stale dodatnia
i mniejsza od 1.

Zanim rozwiazemy to rownanie, przeprowadzmy wstepna analize przewidywa-
nego rozwiazania. W okresie poczatkowym rozwoju populacji — gdy osobni-
kéw jest niewiele — czynnik hamujacy i ograniczenie pojemnosci prawie nie
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odgrywaja roli. Zatem przebieg szukanej funkcji w fazie poczatkowej powi-
nien pokrywaé sie w przyblizeniu z rozwigzaniem réwnania Malthusa p’ = rp.
Tak wiec takze w tym modelu wzrost populacji w fazie poczatkowej powinien
przypominaé¢ wzrost wykladniczy.

Z kolei, jezeli p bedzie zbliza¢ sie do poziomu nasycenia 1, to wyrazenie p — p?
bedzie bliskie 0, wiec tempo wzrostu bedzie bardzo wolne.

Przepiszmy réwnanie w postaci

dp
p(1—p)

i roztézmy lewa strone na sume utamkdéw prostych:

1 1
(— —i——) dp = rdt.
p 1-—p

= rdt,

Calkujac stronami otrzymamy

(%) Inp—In(l—p)=rt+C.
Przy catkowaniu pomineliSmy wartosci bezwzgledne, gdyz obie wielkoéci p,
1 — p sg dodatnie.

Dla t = 0 mamy
Inpy —In(1 —po) =0+ C,
skad
Po
1 —po

C=lnpy—In(l —pg) =1In

Z warunku (*) otrzymujemy wiec

In P =rt+In Po =In Po —i—lne’”t:ln<Aert>,
—p 1—po 1—po 1—po
a stad
p — pO ert
l-=p 1-po

Ostateczny wzér warto zapisaé w postaci jawnie wskazujacej, ze wielkosé p
jest funkcja czasu t. Po rutynowych przeksztalceniach otrzymamy

poert
=P
p(t) 1+ poler — 1)
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Powyzszy wzoér uzyskaliSmy przy zalozeniu K = 1. W podobny spos6b mozemy
otrzymaé rozwiazanie ogélnego réwnania logistycznego

_ KpoeKrt
K +p0(€Krt — 1).

p(t)

Zauwazmy, ze przy t — oo wielko$¢ p(t) dazy do K — stanu pelnego nasycenia
srodowiska.

Przy zalozeniu, ze pg < K wykres otrzymanej funkcji nazywamy krzywa
logistyczng. Charakterystyczna cecha krzywej logistycznej jest punkt prze-
giecia odpowiadajacy wartosci p(t) = K /2. Oznacza to, ze po osiagnieciu stanu
potowicznego nasycenia srodowiska tempo wzrostu zaczyna maleé.

wlx

Po

Rozwazany model stosuje sie takze do przypadku, gdy poziom wyjéciowy po-
pulacji przekracza naturalny poziom nasycenia. Moze sie tak zdarzy¢, gdy
w zamknietym Srodowisku umieScimy nadmierng liczbe przedstawicieli pew-
nej populacji. W takim przypadku jej liczebno$¢ zmniejsza sie do granicznego
poziomu K, przy czym tempo tej zmiany jest coraz mniejsze. Obydwa przy-
padki ilustruje rysunek.

Analiza jakoSciowa zamiast rachunkéw

W poprzednim wyktadzie wyprowadziliSmy jawny wzor na krzywg logistyczna.
Jezeli interesuje nas tylko ogélny charakter procesu, to dosé doktadny ksztatt
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krzywej logistycznej mozemy otrzymadé szybciej i prosciej. Spojrzmy jeszcze
raz na réwnanie logistyczne
/ p
=rpl({l——=).
o= (1-7)

Przy p rosnacym od zera do K mamy p’ > 0, wiec populacja roénie. Ponadto

/ /
(1 2V (12 . P
() = (- %)k

(- 2) - D)

Wynika stad, ze na przedziale (0, K) funkcja jest wypukla, gdy p < K/2,
a wklesta, gdy p > K/2. Punkt p = K/2 jest jedynym punktem przegiecia.
Taka wiedza wystarczy w zupelnosci, by naszkicowaé¢ krzywa logistyczna.

Zadania

5. Rozwiaz zagadnienie poczatkowe

p' = kp, p(to) = po.

6. W roku 1700 Europa liczyta okoto 120 milionéw mieszkancéw, a w roku 1800 okoto 180
milionéw. Zapisz wzor na szacunkowa liczbe mieszkanicow w roku ¢, przyjmujac czysty model
maltuzjanski, Poréwnaj otrzymane wyniki dla ponizszych lat z podanymi nizej szacowaniami
historykéw: 1850 — 265 mln; 1900 — 390 mln; 1950 — 635 mln?*

7. Pierre-Frangois Verhulst zaproponowal tez inne réwnanie modelujace wzrost populacji:

' = 1—3).
P T( K
Rozwiaz je dla r = 1.

OO0

8. Powtérz wyprowadzenie wzoru na rozwiazanie rownania logistycznego dla K = 1, ale
po > 1.

9. Dla dodatniego po < 1 rozwigzanie rownania p’ = rp(1 — p) ma punkt przegiecia. Czy jest
tak réwniez dla po > 17

1C. McEvedy, R. Jones, Atlas of world population, Penguins Books Ltd 1979
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1.4 Chaos, bifurkacja i pogoda
Chaos 1 bifurkacja - Prognozowanie pogody - Zadania

Jeszcze Laplace na przetomie XVIII i XIX w. byl przekonany, ze gdyby znaé
polozenia wszystkich cial niebieskich w ustalonym momencie, to mozna by
doktadnie przewidzie¢ dalsza historie Kosmosu. Dopiero niedawno, wraz z od-
kryciem chaosu zrozumiano, ze nie jest to mozliwe.

Nieprzewidywalne zachowania rozwiazan niektorych réwnan nieliniowych od-
kryt juz ok. roku 1900 Henri Poincaré. Ale dopiero dzieki szybkim komputerom
naukowcy zdobyli bogaty material pogladowy pozwalajacy na lepsze zrozumie-
nie tego zjawiska. Réwnanie logistyczne daje znakomita okazje, aby pokrétce
wyjasni¢, na czym chaos polega. O zjawisku chaosu w kontekécie réwnan roz-
niczkowych wspomnimy w trzeciej czedci ksiazki. Tu rozwazymy przypadek
dyskretny dla rownania réznicowego.

Chaos i bifurkacja
Rozwazmy dyskretny odpowiednik réwnania logistycznego
Tni1 = Axp (1 — ).

Spoéjrzmy najpierw, co dzieje sie, gdy proces zaczyna si¢ od xg = 0,2. Dla
wiekszej czytelnosci wykresu kolejne punkty taczymy odcinkami.

Charakter wykresu zalezy od parametru A. Ponizej widzimy wykresy repre-
zentujace trzy typy takiego wykresu.

1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4/ 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 5 10 15 20 0 0 5 10 15 20 0 0 5 10 15 20
A=2, A=1+5, A=4.

Zauwazmy, ze w pierwszym przypadku wartosci funkcji zblizaja sie do granicz-
nej wartosci 1/2. Z kolei, gdy A = 1 + /5, wartoéci funkcji oscyluja zblizajac
sie na przemian do 0,50 i do 0,81. W takim przypadku méwimy o bifurkacji.
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Przy A = 4 nie dostrzegamy zadnej wyraznej prawidtowosci. Zachowanie funk-
cji jest chaotyczne. Oczywiscie nie mozemy twierdzi¢, ze wartosci te uktadaja
sie przypadkowo. Trudno méwié¢ o przypadku, skoro rzadzi nimi Scisle okre-
$lony wzér. Aby podkredli¢ ten zdeterminowany charakter kolejnych wynikéw
czesto uzywamy terminu chaos deterministyczny.

Ta pozorna przypadkowosé to tylko jeden z aspektéw chaosu. Jest tez drugi
aspekt. Nieznaczne zaburzenie warunkéow poczatkowych przy dwu pierwszych
parametrach ma konsekwencje z trudem zauwazalne. Ale przy A = 4 drobna
zmiana tego parametru zmienia dalszy wykres radykalnie.

Tak wiec najkrécej rzecz ujmujac rozwigzanie rownania réznicowego badz réz-
niczkowego ma charakter chaotyczny, jezeli jego wykres odznacza sie wyrazng
nieregularnoscia, a zmiana parametréw poczatkowych powoduje zasadnicza
zmiane rozwigzania.

Prognoza pogody

Ze zjawiskiem chaosu spotykamy sie na co dzien przy prognozie pogody. Daw-
niej przypuszczano, ze wraz z udoskonalaniem komputeréw bedzie mozna po-
gode przewidywaé¢ w miare dokladnie. Pamietajmy jednak, ze parametry po-
godowe, na ktorych opiera sie prognoza sa zawsze znane tylko w przyblizeniu.
Skoro drobna réznica w danych poczatkowych moze zasadniczo zmienié pro-
gnoze, kazda prognoza wykraczajaca poza najblizszy horyzont czasowy jest
niepewna.

Zadania
10. Dla jakich wartosci xo ciag zadany rekurencyjnie wzorem x,+1 = rzn (1 — x,) jest staly?

11. Dla jakich wartosci poczatkowych o ciag zn+1 = (1 + v/5)xn(1 — 2,) przyjmuje tylko
dwie wartosci?

NV

12. Wykaz, ze ciag Tnt1 = 2xn(1 — z,) jest zbiezny dla dowolnego zo € (0,1). Jaka ma
granice?

1.5 Malthus i Verhulst

Problemy demografii byly przedmiotem zainteresowania matematykéw i eko-
nomistow przynajmniej od potowy XVII w. Zajmowali si¢ nimi m.in. Halley
(ten od komety), Euler, d’Alembert i Daniel Bernoulli. Ponizej sylwetki dwu
postaci, ktorych nazwiska kojarzone sa z najbardziej znanym modelem rozwo-
ju populacji.
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Thomas Robert Malthus (1766-1834), angielski ekonomista i demograf.
W roku 1797 przyjal Swiecenia kaptanskie kosciota anglikanskiego. Rok p6z-
niej opublikowal pierwsza broszure, w ktorej przedstawial swoja teorie rozwoju
spoteczenstw. Ten pierwszy tekst znaczaco poszerzyl i modyfikowal w kolej-
nych wydaniach. Od roku 1805 jest profesorem historii i ekonomii politycznej
w koledzu w Hailebury. W roku 1819 zostal cztonkiem Royal Society.

Malthus twierdzit, ze liczba ludnosSci rosnie w tempie geometrycznym, a rol-
nictwo rozwija sie¢ w tempie arytmetycznym. Ten wzrost geometryczny hamo-
wany jest przez wojny, kleski nieurodzaju i zarazy. Uwazal, ze wszelka pomoc
biedniejszym tylko zwieksza obszary biedy. Zaréwno Darwin, jak i Wallace,
przyznawali, ze dzielo Malthusa wywarto wplyw na ich teorie ewolucji.

Pierre-Francois Verhulst (1804-1849), matematyk belgijski. W okresie
nauki szkolnej jednym z jego przyjaciol byt stawny po6zniej matematyk Joseph
Plateau, a nauczycielem stynny statystyk Adolphe Quetelet. Ten ostatni wpty-
nal na zainteresowania Verhulstaproblemami demografii. Od niego pochodzi
rownanie logistyczne i sama nazwa tego rownania.

Wkroétce po ukonczeniu studiéw w Gandawie Verhulst zapadl na zdrowiu, i
w celach leczniczych udat sie do Wloch. Podczas pobytu w Rzymie probowatl
przekonaé¢ hierarchéw watykanskich do wprowadzenia w panstwie ko$cielnym
konstytucji. Pomysty te zostaly przyjete na tyle chtodno, ze musialt Rzym opu-
$ci¢. Gdy w roku 1830 Belgia stata sie niepodleglym panstwem, Verhulst objal
stanowisko korepetytora w $wiezo utworzonej wowczas Akademii Wojskowej.
Przez kilka lat taczyt to stanowisko z profesurg na uniwersytecie. W roku 1841
zostal cztonkiem Belgijskiej Akademii Nauk, a w roku 1848 jej prezydentem.



Wyktad 2

Istnienie i jednoznaczno$é*

Mozna przyjaé, ze wazniejsze rownania rézniczkowe zwyczajne maja rozwia-
zania, a przy naturalnych warunkach poczatkowych ich rozwiazania sa jedno-
znaczne. Dowody twierdzen o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan bywaja
trudne.

Ponizej przedstawiamy dowdd jednego z najprostszych twierdzen tego rodzaju.
Wykazemy, ze przy odpowiednich zatozeniach o f zagadnienie poczatkowe

¥ = f(t,x), x(ty) = xo

ma dokladnie jedno rozwiazanie. W tym celu pokazemy, jak zbudowaé ciag
rozwiazan przyblizonych i wykazemy, ze jego granica jest rozwiazanie doktad-
ne. Oczywiscie najpierw musimy wykaza¢, ze wspomniana granica istnieje.
Postuzy nam do tego twierdzenie Banacha o odwzorowaniach zwezajacych.

Lektura tego wykltadu wymaga znajomosci podstaw topologii przestrzeni me-
trycznych.

2.1 Przyblizone rozwigzywanie réwnan
algebraicznych

Przyktad - Dlaczego to dziala? - Zadania
Zanim przejdziemy do wlasciwego dowodu przedstawimy jego zasadnicza idee
pokazujac analogiczny sposob przyblizonego rozwiazywania réwnan algebra-

icznych.

17
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Przyktad

Znajdziemy przyblizone dodatnie rozwigzanie réwnania 23 4+ 22 = 3. Réwno-

waznie 72(x + 1) = 3, czyli
. 3
V41

Przyblizona wartoéé rozwiazania znajdziemy skladajac wielokrotnie funkcje

flw) = \/ m—?—l'

Przyjmijmy za pierwsze przyblizenie pewne zg, a kolejne

x1 = f(xo), 2 = f(x1), x3 = f(x2),... itd.

Na przyktad dla xy = 1, przyjmujac doktadnosé czterech miejsc po przecinku,
otrzymujemy

x1 =~ 1,2247, T9 =~ 1,1612, xg ~= 1,1782, x4 = 1,1736,

T5 ~ 1,1748, re ~ 1,1745, x7 = 1,1746, rg ~ 1,1746,...

Ciag ten stabilizuje sie na x ~ 1,1746. Latwo sprawdzié, ze jest to przyblizona
wartos¢ jedynego dodatniego rozwiazania.

Dlaczego to dziata?

Zastan6éwmy sie, dlaczego tak jest. Przypus$émy, ze ciag x, ma granice a. Wow-
czas, przy zalozeniu ciaglosci f ciag f(z,) ma granice f(a). Ale ten drugi ciag
to pierwszy przesuniety o jeden wyraz, a wiec obie granice sg réwne. Skoro

fla) =a, to
3 . 3., .2
=a, czyli a’+a” =3.
a+1

Zauwazmy, ze mieliSmy tu sporo szczescia. Wyjsciowe réwnanie mozna tez
przeksztalci¢ do postaci x = V3 — x3. Wowczas

f(l‘): V3_$37

a analogicznie okreslony ciag x1 ~ 1,4142, x9 =~ 0,4143, x3 ~ 1,7114, x4 =
1,4186¢, x5 ~ 1,8995 4 0, 75507 jest rozbiezny. Tak wiec algorytm dziata tylko
pod warunkiem, ze konstruowany ciag jest zbiezny.

Podsumujmy: jezeli f jest funkcja ciagla, a ciag zg, 1 = f(x0), x2 = f(z1),
x3 = f(x2), ... jest zbiezny, to jego granica spelnia réwnanie x = f(x).
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Zadania

1. Réwnanie z* — 22 — 2 — 1 = 0 ma dwa pierwiastki rzeczywiste, w tym jeden dodatni.
Dobierz funkcje f tak, aby ciag zo = 1, ©n+1 = f(xn) byl zbiezny do tego pierwiastka.

2. Niech
1 2
In+1:§(1’n+—), xro = 2.

a) Znajdz pie¢ poczatkowych wyrazéw.
b) Uzasadnij, ze ciag ten jest zbiezny i znajdZ jego granice.
¢) Zmodyfikuj ten ciag tak, aby jego granica byt 2.

¢O 0

3. Aby rozwigzaé réwnanie x++/T = 3 przeksztalcamy je do postaci x = (S—m)2 i rozwazamy
ciag zo, Tnt1 = (3 —zn)%

a) Sprawdz, ze dla xo = 4 ciag ten przyjmuje tylko dwie wartosci.

b) Jak zachowuje si¢ ten ciag dla x = 4,000017

¢) Czy dla jakiej$ wartosdci xo ciag ten jest zbiezny?

2.2 Twierdzenie Banacha o odwzorowaniach
zwezajacych

Odwzorowania zwezajgce - Twierdzenie Banacha (wersja podstawowa) -
Wzmocnienie twierdzenia Banacha - Zadania

W dowodzie twierdzenia Picarda o istnieniu i jednoznacznosci decydujacym
momentem jest wykazanie, ze pewne przeksztalcenie f ma punkt staly, tzn.
taki punkt a, dla ktérego f(a) = a. Istnienie zadanego punktu stalego jest
prostym wnioskiem z twierdzenia Banacha o odwzorowaniach zwezajacych.

Odwzorowania zwezajace

Przeksztaltcenie f : E — FE przestrzeni metrycznej w siebie nazywamy odwzo-
rowaniem zwezajacym, jezeli istnieje stata L < 1 taka, ze dla dowolnych
x,y € E zachodzi nier6wnosé

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y).

Przypomnijmy, iz ciag a, w przestrzeni metrycznej z metryka d nazywany
ciagiem Cauchy’ego, jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje N takie, ze

n,m > N = d(ap,an) < €.
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Innymi stowy jest to ciag, w ktérym odlegtoéci pomiedzy dostatecznie dalekimi
wyrazami sg odpowiednio mate.

Przestrzen metryczna w ktérej dowolny ciag Cauchy’ego jest zbiezny nazywa-
my zupelng. Dla nas — w dalszej czeSci wykladu — istotne bedzie tylko, ze
zupelna jest pewna przestrzen funkcji ciagtych.

Twierdzenie Banacha (wersja podstawowa)
Zachodzi nastepujace twierdzenie:
TWIERDZENIE 2.1 (Banacha o odwzorowaniach zwezajacych)

Jezeli f jest odwzorowaniem zweZajgcym zupelnej przestrzeni metrycznej E w
siebie, to dla dowolnego a € E cigg

o = a, Tp4+1 = f(mn)

jest zbiezny, a jego granica jest jedynym rozwigzaniem réwnania f(x) = x.

Z pelnym dowodem twierdzenia Czytelnik spotkal sie zapewne — lub spotka
— na kursie topologii lub analizy funkcjonalnej. Tu ograniczymy sie tylko do
nakreslenia gléwnej linii rozumowania.

7 zalozenia, iz f jest odwzorowaniem zwezajacym wynika, ze dla dla ustalo-
nego N in > m > N mamy

d(xna xm) < Ld(mn—h mn—l) <. S LNd(mn—N7 mm—N)7

gdzie L < 1 jest stala, o ktérej mowa w definicji. Tak wiec dostatecznie dalekie
wyrazy ciagu x, réznia sie dowolnie mato. Z zalozenia F jest przestrzenia
zupelna, wiec ciag ten jest zbiezny. Niech a € E bedzie jego granica.

Poniewaz funkcja f jest ciagla, wiec ciag f(x,) jest zbiezny do f(a). A skoro
granice ciagéw x, oraz f(x,) sa réwne, to f(a) = a. Pozostaje kwestia jedno-
znaczno$ci. Zatézmy, ze a, b sa dwoma réznymi rozwigzaniami tego rownania,
wiec a # b oraz f(a) =a, f(b) = b. Wowczas

d(a,b) =d(f(a), f(b)) < Ld(a,b) < d(a,b),

wiec d(a,b) < d(a,b). Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowdd.
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Wzmocnienie twierdzenia Banacha

W dalszej czesci wyktadu potrzebne okaze sie twierdzenie mocniejsze. Pokaze-
my, ze wystarczy — tu ostabiamy zalozenia, a wiec wzmacniamy twierdzenie
— iz odwzorowaniem zwezajacym jest pewna potega f, czyli przeksztalcenie
postaci
x— (fofo...of)(z)
~—_—

N
: N
oznaczane dalej przez f*.

Z twierdzenia Banacha wynika, ze istnieje doktadnie jedno a takie, ze
fN(a) = a. Oczywiscie z ostatniej réwnosci wynika, ze fVT1(a) = f(a), zatem
N(f(a)) = f(a). Tak wiec réwniez f(a) jest punktem statym f%. Skoro taki
punkt jest tylko jeden, to f(a) = a. Zatem a jest punktem stalym przeksztal-
cenia f.

Pozostaje wykazaé, ze ciag xg, v1 = f(x0), x2 = f(x1), ... jest zbiezny do
punktu a. Na mocy twierdzenia Banacha zbiezny do a jest ciag zg, fV(zo) =

o, [N (z0) = wan, . .. Zatem takze ciag x1 = f(x0), *n41 = f(TN), Tons1 =
f(xan), ...dazy do f(a) = a. Podobnie jest dla ciagu z2, xn12, Tant2, - -
itd. Tak wiec a jest wspolna granica N ciagdw

LOy TNy LT2N -« L1, TN4+1, L2N+1y -+ IN—-1,L2N—1,L3IN—=1y---,

a wiec tez granica calego ciagu x,,.

Podsumujmy:

TWIERDZENIE 2.2 JezZeli pewna ustalona potega przeksztalcenia f zupelnej
przestrzeni metrycznej w siebie jest przeksztatceniem zwezZajgcym, to f ma

punkt staly, a dowolny cigg postaci xo, v1 = f(xg), v = f(x1), ... jest zbiez-
ny do tego punktu.

Zadania

4. Uzasadnij, ze f(x) = /z jest przeksztalceniem zwezajacym na przedziale [1,00]. Czy
prawda jest, ze jest nim takze na pdlprostej [0, 00)?

NV

5. Wykaz, ze funkcja f(x) = sinz nie jest odwzorowaniem zwezajacym na calej prostej.
Pokaz, ze jest ona odwzorowaniem zwezajacym na niektérych przedziatach.
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2.3 Metoda kolejnych przyblizen
i dowdd twierdzenia Picarda

Wprowadzenie - Metoda kolejnych przyblizen - Dowdd twierdzenia Picarda -
Korcowy wniosek - Zadania

Teraz mozemy juz udowodnié¢ twierdzenie Picarda gwarantujace istnienie i jed-
noznaczno$é rozwiazan dla zagadnienia poczatkowego x’ = f (¢, ), z(tg) = xo,
o ktérym mowa byta w wyktadzie 1.

Za pomoca iteracji pewnego przeksztalcenia ¢ zbudujemy ciag rozwiazan przy-
blizonych. Granica tego ciagu — punkt staly przeksztatcenia ¢ — okaze sie
szukanym rozwiagzaniem. Nietrudno bedzie uzasadnié, ze jest to rozwiazanie
jedyne.

Wprowadzenie

WidzieliSmy, ze przyblizone rozwigzanie réwnania algebraicznego mozna otrzy-
ma¢é za pomocy iteracji odpowiednio dobranych przeksztalcen. Podobnie jest
dla réwnan rézniczkowych. Przedstawiona nizej metoda pochodzi od Picarda.

Przyblizone obliczanie calek jest tatwiejsze niz przyblizone obliczanie pochod-
nych. Dlatego zagadnienie poczatkowe

(*) v = f(t,l‘), l‘(to) = X0

przeksztalcimy w rownowazne réwnanie catkowe
t
o(t) = a0+ [ flusa(w) du
to

Rzeczywiscie, jezeli funkcja z(t) spelnia powyzsze réwnanie catkowe, to oczy-
wiscie jest rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego (x). Na odwrdt, jezeli

2(t) = f(t,2(t)), to

2(t) — 30 = () — w(ty) = /m'(u) du = /f(u,m(u)) du,

to to

skad
¢

(1) :a:0+/f(u,:c(u))du.
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Metoda kolejnych przyblizen
Wyjdzmy od funkeji statej x(t) = xg, a nastepnie powtarzamy ponizsza ope-
racje:

(1) —>ﬂco+/f(u,:r(u))du.

Oznaczmy przez x1(t), x2(t), ... kolejne funkcje otrzymane w wyniku tej ope-
racji. Przy dos$¢ naturalnych zalozeniach beda one coraz lepszymi przyblize-
niami rozwiazania doktadnego, a funkcja bedaca ich granica — rozwiazaniem
doktadnym.

Rozwazmy bardzo prosty przyklad 2’ = x + 1, z(0) = 0. Mamy tu zo(t) = 0,

Nietrudno tez zauwazy¢, ze granica tego ciagu funkcji jest z(t) = et — 1. Latwo
sprawdzié, ze w istocie funkcja z(t) spelnia rozwazane réwnanie.

W typowych sytuacjach metoda ta pozwala uzyska¢ jedynie aproksymacje
wielomianowa szukanego rozwiazania.
Dowé6d twierdzenia Picarda

Zaczniemy od twierdzenia ogdlniejszego.

TWIERDZENIE 2.3 (Picarda)
Niech f : R x [a,b] — R bedzie funkcjq ciagla, przy czym istnieje stala L taka,
ze dla dowolnych x,y € R, t € [a,b] zachodzi nieréunosé

[f(t,2) = f(t,y)| < Llz —yl.
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Wowczas zagadnienie poczgtkowe x' = f(t, ), x(ty) = xo ma rozwigzanie i to
tylko jedno.
Stalg L, o ktérej mowa wyzej, nazywamy stalg Lipschitza funkcji f.

DowODb: Rozwazaé tu bedziemy przestrzen Cla, b] — przestrzen rzeczywistych
funkeji ciaglych na przedziale [a, b] z metryka zadana wzorem

d(g,h) = sup |g(t) — h(t)].
t€[a,b]

Dowodzi sie, ze jest to przestrzen zupelna.

Dla uproszczenia dowdd przeprowadzimy przy dodatkowym zalozeniu, ze
to = a (a woéwezas z(a) = xg), dzieki czemu redakcja dowodu bedzie nieco
prostsza. Okreslmy odwzorowanie ¢ : Cla, b] — C|a,b] wzorem

Przypu$émy, ze odwzorowanie © — ¢(x) ma punkt staly, tzn. istnieje funkcja
x(t) taka, ze p(z) = x. Oznacza to, ze

2o+ / f(u, () du = (),

a wiec funkcja z(t) jest rozwiazaniem rozwazanego rownania catkowego.

Istnienie punktu statego wynika z twierdzenia Banacha. Aby sie o tym prze-
konaé¢, wystarczy wykazac, ze pewna potega przeksztalcenia ¢ jest przeksztal-
ceniem zwezajacym.

Dla dowolnych funkcji z(t), y(¢) mamy
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/|f ,a(w)) = f (s y(w)| du < L/p: y(w)l du.

7 okreslenia metryki wynika, ze wyrazenie pod calks jest réwne co najwyzej
odleglosci d(z,y) funkcji x(t) i y(t), wiec ostatnia caltka jest mniejsza badz
réwna d(x,y)(t — a). Zatem

|[p(2)] () = [o(y)] ()] < Ld(z,y)(t — a).
Podobnie, zastepujac funkcje x(u), y(u) przez ¢(z)(u) i ¢(y)(u) otrzymujemy

t

@] @ - [@w] 0] < [ Llie@) @ - k) W] d

Zatem
[#@] 0~ [#0)] 0] < [ Paw) - ad -

t

f—a)?
= Ld(z.y) [(u—a)du = Pd(z,y) - L5
Postepujac podobnie otrzymamy ogdlng zaleznosé
n n n (t - a)n
L™ (@)] (8) = [" (W] ()] < L7d(z,y) - —

Poniewaz silnia zbiega do nieskonczonosci szybciej niz funkcja wykltadnicza,
wiec roznice te daza do zera. Tak wiec istnieja naturalne N oraz dodatnia
statla K < 1 takie, ze

[V @] 0 - [¢"w)] @) < Kd(z,y).

Wynika stad, ze funkcja 2 — @ (2) jest odwzorowaniem zwezajacym. Zgodnie
z twierdzeniem 4.2 odwzorowanie to ma tylko jeden punkt staly. Oznacza to,
ze istnieje dokladnie jedna funkcja x(t) taka, ze

z(t) = x0 + /f(u,:r(u)) du.
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Koncowy wniosek

W zastosowaniach rzadko korzystamy bezposrednio z warunku Lipschitza. La-
twiej korzystaé¢ z pochodnej. Dlatego w twierdzeniu 1.2 mowa byla o pochod-
nej. Przypomnijmy, ze w jego zalozeniach mowa o ograniczono$ci pochodnej
czastkowej f.

Wezmy dowolne z,y € R. Przy ustalonym ¢ funkcja f(t,u) jest funkcja jednej
zmiennej u. Zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a o wartodci sredniej istnieje ¢;
takie, ze
ftz) - ft,y)
r—y

= fx(tyct)-

Zatem
|f(tz) = f(ty)l = |fat, c)] - [z =yl

7 zatozenia pochodna f, jest ograniczona. Niech L bedzie jakimkolwiek jej
ograniczeniem. Wowczas

|f(tx) = f(t,y)| < Llz —yl,

a wiec funkcja f spelnia warunek Lipschitza.

Zadania

6. Korzystajac z metody Picarda rozwiaz zagadnienie poczatkowe =’ = z + 1, z(0) = 0.
Wsk.: Znajdz kilka poczatkowych iteracji i odgadnij wynik.

2.4 Banach

Polska matematyka odgrywala w rozwoju teorii rownan rézniczkowych role
stosunkowo skromna. Poza Hoene-Wronskim, ktérego nazwisko pojawi sie juz
w najblizszym wykladzie, wazne wyniki uzyskali m.in. Kazimierz Zorawski
i Juliusz Schauder. Banach nie zajmowal sie réwnaniami rézniczkowymi, ale
nowoczesne metody, ktorych byl wspoéttworca przeniknely do wielu dzialéw
wspolczesnej matematyki, w tym do teorii rownan rézniczkowych.

Stefan Banach (1892-1845), bezsprzecznie najwiekszy matematyk polski
i jeden z najwybitniejszych matematykéw w dziejach matematyki $wiatowe;j.
W zasadzie samouk, jego wyksztalcenie formalne to dwa lata studiéw na Poli-
technice Lwowskiej, przerwane wybuchem wojny. W roku 1916 odkrywa go na
krakowskich plantach Hugo Steinhaus, styszac stowa catka Lebesgue’a. Wkrot-
ce Banach ze Steinhausem napisali wspdlna prace, ktéra zapoczatkowata ich
dtugoletnia wspolprace.
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Niedtugo po zakonczeniu wojny otrzymuje dzieki Steinhausowi posade asysten-
ta na Politechnice Lwowskiej. W roku 1920 otrzymuje doktorat (bez studiéw)
za prace o operatorach liniowych — prace ktorg uwaza sie za symboliczny mo-
ment narodzin analizy funkcjonalnej. Pojawiajg sie w niej przestrzenie, zwane
dzi$ przestrzeniami Banacha. Przektad rozszerzonej wersji tej pracy stanie sie
pierwszym tomem wysoko cenionej na $wiecie serii Monografie Matematyczne.

Od roku 1922 jest profesorem Uniwersytetu Jana Kazimierza we Lwowie. In-
tensywna prace naukows prowadzi gtéwnie w Kawiarni Szkockiej, gdzie przy
stoliku Banacha pracuja tez Mazur, Ulam, Orlicz i inni. Pojawiajace si¢ przy
okazji problemy zapisywane byly z zeszycie, znanym na Swiecie jako Ksiega
Szkocka. W okresie wojny Banach przebywal we Lwowie. Podczas okupacji
radzieckiej pracowal na uniwersytecie, podczas okupacji niemieckiej — w In-
stytucie Weigla jako karmiciel wszy. Zmart w sierpniu 1945. Na krotko przed
$miercia, w lipca 1945 zostal powotany na katedre matematyki na Uniwersy-
tecie Jagielloniskim; nie jest jasne, czy zdazyt sie o tym dowiedzieé.

Chociaz nazwisko Banacha kojarzy sie przede wszystkim z analiza funkcjo-
nalng, jego dorobek zawiera tez klasyczne wyniki z innych dziedzin. Zapewne
najbardziej znanym jest tzw. paradoks Banacha-Tarskiego. Méwi on, ze kule
mozna podzieli¢ na skonczong liczbe czesci, z ktérych po odpowiednich prze-
sunieciach i obrotach powstang dwie kule, tej samej wielkosci co wyjsciowa.
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Rownania II rzedu
i uklady drgajace
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Historia mowi, ze badanie ruchu drgajgcego podjete zostato
w celu ulepszenia pomiaru czasu. Podstawg pomiaru czasu
jest oczywiscie ruch Ziemi dokota Storica, ale ten naturalny
zegar nie jest szczegolnie przydatny w Zyciu codziennym czlo-
wieka. Przy wyznaczaniu dlugosci geograficznej trzeba bylo
bardzo doktadnie mierzyé male odstepy czasu i dlatego uczens
XVII wieku musieli szukaé bardziej dokladnych zegarow. Po-
szukiwania vwienczone zostaly sukcesem, przy czym sukcesy
okazaly sie co nagmniej tak cenne dla rozwoju matematyksi
1 badan takich zjawisk Natury jak swiatto i dZwiek, jok dla
samego pomiary czasu.

Morris Kline, Matematyka a Swiat fizyczny,
PWN 1964, tlum. Antoni Sobotka

Jak juz wspomnieliémy we wstepie réwnanie
2+ kr=0

jest jednym z dwu najwazniejszych réwnan rézniczkowych, przynajmniej po-
ki mowa o réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych. Warianty tego réwnania
pelnig fundamentalna role w mechanice, kosmologii i nauce o elektrycznoéci.
Ale tylko nieliczne réwnania II rzedu — przede wszystkim réwnania liniowe
o stalych wspélczynnikach — maja rozwigzania wyrazajace sie za pomoca
kombinacji znanych funkcji. Réwnaniom tym i ich zastosowaniom poswieca-
my wyktady 6.1 7. W kolejnym wyktadzie pokazujemy, jak rozwigzaé niekto-
re trudniejsze réwnania za pomoca szeregéw potegowych. Konczymy jednym
z najstarszych i najstawniejszych zastosowan analizy: wyprowadzeniem praw
Keplera z prawa powszechnego ciazenia.



