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Wyznage poglad naiwny, ale logicznie bez zarzutu, Ze (... ) sq tylko
dwie kategorie studentow: tacy, ktorzy juz lubig matematyke oraz
tacy, ktorzy jeszcze jej nie lubig, ale mogq polubié. Moja ksigika

adresowana jest do obu tych grup.

George F. Simmons, Calculus gems, MAA 2007

Kazdy, kto gra w szachy lub rozwigzuje tamiglowks, rozwigzuje za-
danta matematyks dyskretney.

L. Lovész, J. Pelikan, K. Vesztergombi,
Discrete mathematics: Elementary and Beyond,

Springer Verlag 2003
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Wstep

Waznym, cho¢ niewystarczajgco docenianym, aspektem mate-
matyki jest to, ze rezultaty, jakie otrzymujemy sq czesto mniej
interesujgce niz uzyte metody. Ta tendencja jest szczegolnie
wyrazna w kombinatoryce. [...] Rozwigzanie problemu czesto
wymaga stworzenia nowych narzedzi matematycznych, ktore
znajdujg zastosowanie w bardzo réznych kontekstach.

Timothy Gowers, cyt. wg The work
of Endre Szemerédi, www.abelprize.no

Ksigzka moze stuzyé¢ jako podstawowy podrecznik matematyki dyskretnej dla
studentéw informatyki i matematyki, a takze interesujaca lektura dla ambit-
niejszych uczniéw szkét srednich.

Co to jest matematyka dyskretna ...

W przeciwienstwie do analizy, a czesciowo takze algebry, kanon matematyki
dyskretnej nie jest Scisle okreslony. W konsekwencji kazda ksigzka z matema-
tyki dyskretnej obejmuje inny material. Dla nas punktem wyjscia jest krotki
kurs kombinatoryki. Dwie kolejne czesci, poswiecone teorii graféw (z elementa-
mi geometrii kombinatorycznej) i teorii prawdopodobienstwa, pokazuja istotne
zastosowania kombinatoryki. W szczegélnosci do rozwazan czysto kombinato-
rycznych sprowadzaja sie¢ dowody najglebszych twierdzen teorii graféw (twier-
dzenie Cayleya) i teorii prawdopodobienstwa (niektére dowody twierdzenia de
Moivre’a-Laplace’a).

Mozna przyjaé, ze czesci 11, 111 oraz IV sa od siebie niezalezne.

xi
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W XX wieku w matematyce pojawil sie nowy nurt badan. Postawiono pytania
o charakter trudnosci (zlozonoéci) teorii matematycznych, czy konkretnych
probleméw. Stynne twierdzenie Godla i zagadnienie P-NP mieszcza sie w tym
wtadnie nurcie. Tematyce tej poSwiecona jest ostatnia cze$é¢ ksiazki.

Matematyka dyskretna swym charakterem bardzo rézni sie od analizy. Analiza
matematyczna tworzona byta przez filozoféw przyrody usitujacych zrozumieé
tad Wszech$wiata. Matematyke dyskretna inspirowaly za$ gry, hazard, tami-
gltowki i inne prozaiczne zastosowania. Tworzyli ja ludzie zajeci raczej zabawsa
niz zagadkami Kosmosu.

W konsekwencji wyktady z matematyki dyskretnej roja sie od gier, lamigtowek
i innych niezbyt powaznych zastosowan, a kolejne tematy sa ze soba stosun-
kowo luzno powiazane. Takze tradycyjny styl wyktadu r6zni matematyke dys-
kretng od analizy i innych dzialéw matematyki. Czesciej operuje sie pojeciami
bez $cislej definicji, a rozumowania prowadzone sa do$é¢ nieformalnie.

...1 po co sie jej uczymy

Tematyka, do ktorej ograniczyliSmy sie w tej ksiazce, powinna by¢ interesu-
jaca dla wszystkich matematykéw i informatykéw. Podstawy teorii graféw,
teorii prawdopodobiefistwa i teorii liczb (w tym protok6t RSA) sa dzi§ oczy-
wistym elementem wyksztalcenia na tych kierunkach, bez wzgledu na wybér
specjalizacji. A twierdzenie Godla stato si¢ czedcig kultury ogélnej.

Przez ostatnie kilkadziesiat lat szeroko rozumiana kombinatoryka wraz z teoria
graféw awansowala z pozycji skromnego kopciuszka matematyki do rangi jed-
nej z jej centralnych dyscyplin. Za badania w tej dziedzinie przyznano Medal
Fieldsa! (Timothy Gowers 1998), a takze réwnie prestizows Nagrode Abela
(Endre Szemerédi 2012). Jeden z siedmiu Probleméw Milenijnych (p. str. 246)
tez miesci sie w tym zakresie. Oprocz oczywistych zwigzkéw pomiedzy kombi-
natoryka a informatyka, metody kombinatoryczne i teoriografowe wkroczyty
do fizyki, biologii, a takze nauk spotecznych.

Warto zwréci¢ uwage na jeszcze jeden aspekt. Matematyka dyskretna najszyb-
ciej daje pewne wyobrazenie o matematyce wspélczesnej. Mowimy tu czesto
o wynikach sprzed zaledwie kilkudziesieciu lat (i nowszych), podczas gdy nie-
mal cala klasyczna analiza powstata 250-300 lat temu.

'Medal Fieldsa przyznawany jest od roku 1936 za wybitne odkrycia matematyczne, co
cztery lata czterem (poczatkowo dwém) matematykom, ktérzy nie ukonczyli 40 lat. Uchodzi
za matematyczny odpowiednik Nagrody Nobla, ale towarzyszaca mu nagroda pienigezna jest
raczej symboliczna. Od roku 2001 przyznawana jest raz w roku konkurencyjna nagroda —
Medal Abela, ktéremu towarzyszy nagroda w wysokosci ok. miliona dolaréw.
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Biogramy

Podobnie jak w poprzednim tomie tego cyklu, osobng uwage poswiecam naj-
wazniejszym matematykom, ktorych nazwiska pojawiaja sie w teksécie. Przy-
jatem zasade, ze postacie oméwione szerzej w Analizie nie maja osobnych bio-
gramow tutaj. Z jednym wyjatkiem: Leonarda Eulera. Euler jest najwazniejsza
postacia w kombinatoryce (m.in. funkcje tworzace), w teorii graféw (wzér Eu-
lera i grafy eulerowskie) i jedna z najwazniejszych w teorii liczb. W naszych
wykladach z teorii liczb mowa jest o funkcji Eulera i twierdzeniu Eulera, ale
jego rola w rozwoju teorii liczb jest nieporéwnanie wieksza.

Rachunki w dobie komputera

W matematyce dyskretnej rachunki odgrywaja role do$¢ skromna. Nawet
w bardzo obszernych kursach prawie nie ma skomplikowanych rachunkow.
Znacznie wazniejsze jest tu obcowanie z cala gama bardzo rozmaitych ro-
zumowan i abstrakcyjnych pojec.

Jednak czasem pojawiaja sie typowe zadania rachunkowe. Przy takich okazjach
pokazujemy podstawowe instrukcje programu Wolfram Alpha®. W zadaniach
rachunkowych warto korzystaé z tego badz innych programéw.

Zadania i problemy

Po kazdym podrozdziale pojawia sie seria zadan. Zadania umieszczone po
potréjnym symbolu karo moga wymagaé¢ pewnej pomystowosci. Czytelnik po-
winien jednak podejmowaé prébe rozwiazania przynajmniej czesci z nich. Na
koncu ksiazki znajduja sie odpowiedzi badz wskazowki do najbardziej typo-
wych zadan i cze$ci zadan o charakterze tworczym.

Na poczatku kazdej z pieciu czesci podajemy dwa przyktadowe problemy. Am-
bitniejszy Czytelnik powinien prébowaé je rozwigzaé zanim natrafi na nie —
czasem w nieco innym sformulowaniu — w zadaniach (moze sie zdarzyé, ze
dopiero w jednej z dalszych czesci).

Rola dowodow

Jednym z najczestszych pytan dziecka jest dlaczego? Dzieki odpowiedziom
dziecko stopniowo zaczyna rozumie¢ $wiat. W matematyce odpowiedzia na py-
tanie dlaczego? jest dowdd albo kontrprzyktad. Niektére dowody moga sprawié
istotna trudnosé, ale juz sama préba zrozumienia bywa ksztalcaca. Matema-
tyka bez dowoddow jest jak opera bez muzyki: oczywiscie mozna ograniczy¢ sie
do $ledzenia samej akcji, ale nikt w ten sposéb opery nie polubit.
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Zmiany w nowym wydaniu

Pomiedzy ukazaniem sie ksiazki a niniejszym II wydaniem uplynety cztery
lata. W tym czasie ukazala si¢ w tej serii osobna Teoria liczb. W tej sytuacji
uznalem, ze pie¢ rozdziatéw poéwieconych teorii liczb mozna usunaé, dzieki
czemu ksigzka stanie sie krétsza, a wiec bardziej przyjazna.

Osoby zainteresowane krétkim wyktadem teorii liczb moga siegna¢ do 1 wy-
dania albo tez przestudiowaé¢ wyktady 1-3, 5-7 i 11 wspomnianej Teorii liczb.

ARV

Pracujac przez kilka lat nad ksiazka systematycznie korzystalem z okoto 20-
25 ksiazek, pomijajac okazjonalne wykorzystanie wielu innych. W tej sytuacji
trudno jest wskazaé najistotniejsze inspiracje. Z literatury dostepnej w jezy-
ku polskim najwiecej zawdzieczam Aspektom Kombinatoryki Victora Bryanta.
Ksiazce L. Lovasza, J. Pelikdna, K. Vesztergombi Discrete Mathematics: Ele-
mentary and Beyond zawdzigczam przekonanie, ze tak obszerny material moz-
na zmiedci¢ na ok. 250 stronach. Kolejne ksigzki Martina Ericksona, zwtaszcza
jego Pearls of Discrete Mathematics, uéwiadamialy, ze w tej dyscyplinie kazdy
wyklad moze byé (i powinien) interesujacy. Cze$¢ zadan pochodzi z ksiazki
Arthura Engela Problem-Solving Strategy.

Literatura popularnonaukowa z matematyki w znacznej czedci oparta jest na
matematyce dyskretnej. Tak wiec na pewno da sie tu wykry¢ jakies zapozycze-
nia z klasycznych pozycji tej literatury, w szczegdlnosci z Kalejdoskopu mate-
matycznego Hugona Steinhausa?, Ostatnich rozrywek i innych ksigzek Martina
Gardnera, artykutoéw z Delty oraz cytowanej w tekscie ksigzki Juliana Havila
Nonplussed!: Mathematical Proof of Implausible Ideas.

Koncowa wersje ksiazki przejrzeli od strony merytorycznej Malgorzata Kuch-
ta (kombinatoryka i teoria graféw), Rafal Salapata (calos$é¢), Zbigniew Sko-
czylas (calo§c¢) i Tomasz Zak (prawdopodobiefstwo). Dzieki ich wnikliwej lek-
turze udalo sie uniknaé¢ subtelnych potknie¢ merytorycznych (kombinatoryka
i prawdopodobienstwo sa pod tym wzgledem bardzo zdradliwe) i bledéw ra-
chunkowych.

Przy tej okazji dziekuje Tomaszowi Zakowi za zgode na wykorzystanie frag-
mentéw naszej wspoélnej ksiazki Kombinatoryka, prawdopodobieristwo i zdrowy
rozsqdek, a takze niektérych pomystow z innych wspoélnych ksiazek.

?Ksigzka ta wydana we Lwowie w 1938 roku doczekala sie 10 przekladéw i wcigz jest
czytana.
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Przez ostatnie kilka miesiecy, gdy ksiazka weszla w faze wydawnicza wiele cza-
su i pracy poswiecili ksiazce jej Wydawcy Marian Gewert (ktéry w szczegdlno-
$ci wykonal rysunki, czesto bardzo pracochtonne) i Zbigniew Skoczylas. Mimo
wieloletniego doswiadczenia autorskiego za kazdym razem jestem zdziwiony,
jak wiele ksiazka zyskuje na tym etapie, dzieki niezliczonej ilo$ci drobnych
uwag i sugestii natury jezykowej badz edytorskiej.

W nowym wydaniu udalo si¢ usunaé sporo usterek zauwazonych przez Czytel-
nikéw: prof. Stanistawa Radziszowskiego (Rochester Institute of Technology),
dr. hab. Edyte Szymanska (Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Pozna-
niu), dr Barbare Roszkowska (Politechnika Warszawska), dr. Jana Florka (Po-
litechnika, Wroctawska), mgr. Stawomira Wdjcika (Akademickie Liceum Ogol-
noksztalcace Politechniki Wroctawskiej) oraz moich studentéw Panéw Damia-
na Fafule, Bartosza Pawliczaka, Jana Pedryca i Tomasza Skalskiego.

Wszystkim wymienionym osobom goraco dzigkuje.

M.Z.
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I

Kombinatoryka






— Wiec pan chcialby przesadzaé czternaScie 0sob, co dzien,
w innej kolejnosci az do wyczerpania wszystkich moZliwych
kombinacji, czy tak?
— Tak jest prosze pana.
— 1 co Pan sqdzi, jok to dlugo bedzie trwalo, aZ pan te
wszystkie mozliwe kombinacje wyczerpie?
— No, nie wiem ...mozZe nawet pare tygodni ...ale musi
by¢ sprawiedliwosé.
— Owszem, musi byé (...) — ale bedzie to, panie drogi,
trwato — niech pan stucha: dwiescie trzydziesci osiem milio-
now osiemset czterdzie$ci cztery tysigce szeséset trzydziesci
trzy lata.

Ostupialem, myslgc, Ze mam do czynienia z wariatem.

Julian Tuwim, Cicer cum caule, czyli groch z kapustq,
Czytelnik Warszawa 1958-59

Nasz podstawowy kurs kombinatoryki jest krotki, ma 74 strony. Ogranicza-
my sie glownie do kwestii, ktére sa samoistnie interesujace badz przydatne w
dalszej czesci ksiazki. Trzy poczatkowe wyklady to klasyczny wstep, niemal
elementarz kombinatoryki. Wyktady czwarty i piaty poswiecone permutacjom,
daja pewne wprowadzenie w teorie grup — wazny dzial algebry abstrakcyjne;j.
Wreszcie trzy koncowe po$wiecone sa liczbom Fibonacciego, Catalana i innym
rekurencjom.

Dwa podstawowe pytania kombinatoryki — o liczbe permutacji oraz o liczbe
kombinacji — maja dtuga historie. Mozna przyjaé, ze w tej lub innej postaci
rozwazane byly w Chinach, Indiach czy krajach Islamu tysiac lat temu. Do per-
mutacji i kombinacji sprowadza sie mnostwo zadan kombinatorycznych. Nie-
ktoére z nich sa ciekawe, ale przy typowym zadaniu kombinatorycznym trudno
zrozumieé, dlaczego kogokolwiek to interesuje.



Przez dtuzsza czes¢ swej historii rozwazania kombinatoryczne byty czescia lo-
giki (klasyfikacje), prozodii (badanie rytmiki wiersza) czy wrecz kwestii zwia-
zanych z zyciem codziennym.?

Wraz z rozwojem rachunku prawdopodobienistwa (Fermat i Pascal) kombina-
toryka zaczeta nabiera¢ bardziej naukowego charakteru. W roku 1666 Leibniz
publikuje Dissertatio de Arte Combinatoria, dzieto o inspiracji filozoficznej, ale
z wyraznymi elementami matematycznymi, w ktorym po raz pierwszy pojawia
sie sam termin kombinatoryka. Niespetlna 100 lat pézniej wraz z Eulerem kom-
binatoryka wchodzi w okres dojrzatosci, ale az do polowy XX wieku pozostaje
z dala od gtéwnego nurtu matematyki.

¢ 00

A oto dwa przyktadowe problemy, ktére mozna rozwigzaé za pomocsg metod
kombinatorycznych omawianych w naszej ksiazce.

Problem 1
Zapisz za pomoca jednego wspdlczynnika Newtona sume

100 2+ 100 2+ 100 2+ L (100 2+ 100\ >
0 1 2 R 100)
Problem 2

Umie$¢émy na okregu n punktéw i polaczmy kazda ich pare cieciwa. W ten
sposéb koto podzielone zostanie na pewng liczbe obszarow. Latwo sprawdzié,
ze dla n = 2, 3, 4 oraz 5 liczba tych obszaréw to odpowiednio 2, 4, 8 oraz 16.

AN
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A ile obszarow jest na rysunku powyzej? Mozesz przyjaé¢ bez dowodu, ze zadne
trzy cigciwy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Wsk. Odpowiedz 1024 jest
bledna.

3W roku 1629 Jeremias Drexel, Jezuita, profesor retoryki i wybitny kaznodzieja, opubliko-
wal dzieto, w ktorym wypisal wszystkie 720 permutacji szesciu liter. Wykazal w ten sposob,
ze 6 0s6b mozna przesadzaé przez 360 dni w roku (pomija sie tu 5 dni $cistego postu) przy
obiedzie i kolacji tak, aby za kazdym razem osoby te siedziaty inaczej.



Wyktad 1

Permutacje i kombinacje,
czyli sztuka mnozenia

Cztery plaszczyzny w polozeniu ogélnym (zadne dwie z nich nie sa réwnole-
gle, zadne trzy nie maja wspdlnej krawedzi) dziela przestrzen na 15 czedci,
pieé plaszczyzn — na 26 czedci, a sze$¢ na 42. Z pozoru uzyskanie tych wyni-
kéw wymaga sporej wyobrazni, ale metodami kombinatoryki mozna bez trudu
znalez¢ wzor ogdlny.

1.1 Permutacje i kombinacje

Mnozyé czy dodawac? - Permutacje - Wzor Stirlinga i szacowanie rzedu -
Permutacje czesciowe - Kombinacje - Wzor Newtona - Zadania

Rozwazaé¢ tu bedziemy dwa rodzaje obiektow: permutacje — w ktérych ko-

lejnoéé¢ elementéw jest istotna, oraz kombinacje — w ktorych kolejnosé¢ jest
obojetna.

Mnozyé czy dodawac?

Rozwazmy zbiér 26 liter alfabetu tacinskiego A, B, ..., X, Y, Z oraz 10 cyfr
0,1,...,9. Gdy mamy wybra¢ litere albo cyfre, mozemy to zrobi¢ na
264+ 10 =36

sposobdéw. Jezeli mamy wybraé litere oraz cyfre (w tej wlasnie kolejnosci), to
otrzymamy
26 - 10 = 260
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uporzadkowanych par A0, Al, ..., A9, BO, ..., Z9. Ogélnie, wybér typu albo
prowadzi do dodawania, wyboér typu oraz prowadzi do mnozenia. Korzysta-
jac w dalszych rachunkach z tej ostatniej zasady bedziemy sie powolywaé na
regule mnozenia. Dodawaé¢ bedziemy bez komentarza.

PRzZYKEAD 1.1 Oblicz liczbe przekgtnych w n-kgcie wypuktym.

RozwiAZANIE: Z kazdego wierzchotka wychodzi n — 3 przekatnych, gdyz mu-
simy pominaé¢ ten wierzchotek i jego obu sasiadéw. Mnozac przez liczbe wierz-
chotkéw otrzymujemy n(n — 3). Zauwazmy jednak, ze w ten sposéb kazda
przekatna liczymy dwa razy, wiec ostateczny wynik to n(n — 3)/2.

Permutacje

Méwiac nieformalnie, permutacja skoniczonego zbioru, to ustawienie jego ele-
mentéw w pewnej kolejnosci. Dwa elementy 1, 2 mozna ustawi¢ na dwa sposo-
by: 12 albo 21. Dla zbioru zlozonego z trzech elementéw jest takich ustawien
szes¢:

123, 132, 213, 231, 312, 321.

Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest
nn—1)...-2-1=nl
Mozna to ustali¢ bez ich wypisywania: na pierwszym miejscu mamy 7 mozli-
woéci, na drugim n — 1, na trzecim n — 2 itd.
Wzér Stirlinga i szacowanie rzedu

Talie 52 kart mozna zatem utozyé¢ na 52! sposobéw. Zawsze warto mie¢ wy-
obrazenie o rzedzie wielkosci, jakimi operujemy. Pomoze nam w tym wzor

Stirlinga
n
n! =~ v2mn <2> .
e

592 52
52! ~ 104~ <—) .

e

Ze wzoru Stirlinga mamy

Logarytmujac (przy podstawie 10) obie strony otrzymujemy
1 52
log 52! ~ 3 log 1047 + 52log — =~ 67,9.
e

Oznacza to, ze 52! jest liczba majaca w zapisie dziesietnym 68 cyfr.
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Permutacje czeSciowe

W analogiczny sposéb definiujemy permutacje czeSciowe (nazywane cze-
sto wariacjami bez powtérzen). Oto wszystkie dwuelementowe permutacje
cze$ciowe o elementach ze zbioru {1,2,3,4}:

12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43.
W ogélnym przypadku mamy:

TWIERDZENIE 1.1 Wszystkich permutacyi cze$ciowych dlugosci k, o wyrazach
ze zbioru m-elementowego, jest

m!
mim—1)(m—-2)...(m—(k—1)) Rk
DowOD: Rzeczywiscie, na pierwszym miejscu mamy m mozliwosci ustawienia
(bo tyle jest elementéw), na drugim juz m — 1, gdyz nie mozemy powtorzyé
pierwszego elementu, na trzecim m — 2 mozliwoéci, gdyz nie mozemy wyko-
rzystaé dwu pierwszych, ..., wreszcie na k-tym miejscu mamy m — (k — 1)
mozliwosci. Na mocy reguly mnozenia liczba mozliwoéci wynosi

m(m—1)(m—-2)...(m—(k—1)) =

k czynnikéw

m(im—1)(m—-2)...(m—(k—1))(m —k)! m!

(m —k)! (m—k)

Wzér ten czesto wykorzystywany jest w postaci poczatkowego iloczynu. Cza-
sem jednak zapis za pomoca silni okazuje si¢ bardziej przydatny.

Kombinacje

Kombinacjg k-elementéw z ustalonego zbioru skonczonego nazywamy dowol-
ny k-elementowy jego podzbiér. W gruncie rzeczy termin ten jest synonimem
stowa podzbidr, ale gdy méwimy o kombinacjach zazwyczaj myélimy o pod-
zbiorach ustalonej wielkosci.

TWIERDZENIE 1.2 Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

wyraza sie wzorem
n\ n!
k) kl(n — k)
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DowoOD: Niech C'(n, k) oznacza nieznana na razie liczbe kombinacji. Wyobraz-
my sobie konkurs, ktéry przebiega w dwu etapach. Najpierw wylaniamy k fi-
nalistow, a nastepnie ustalamy porzadek tych k najlepszych uczestnikéw. Po-
niewaz k finalistéw mozna wybraé¢ na C'(n, k) sposobdéw, a ustalié¢ ich kolejnosé
na k! sposobéw, wiec mozliwych wynikéw koncowych jest

C(n, k)k!

7 drugiej strony to samo mozna uzyskaé, wybierajac najpierw najlepszego
uczestnika konkursu, potem drugiego itd. Mamy tu

nn—1)n-2)...(n—(k—1)) = (n%'k)' mozliwosci.
Poréwnujac obydwa wyniki otrzymujemy
n!
C(n,k)k! = eIk
skad zapowiedziany wzér
n!
C(n,k) = W=kl

Na przyklad sposréd 7 elementéw mozna wybraé 3 na

= 35 sposobow.

3) 3@l - 34l 3l

(7) 7 4567 765
Symbol (Z) nazywamy wspotczynnikiem Newtona. Zauwazmy, ze jest on
réwny ilorazowi zstepujacego iloczynu n(n —1)...(n — (k — 1)) kolejnych k
czynnikéw przez k!. Ta uwaga okaze sie istotna, gdy rozwazaé bedziemy wspot-
czynniki Newtona z ,licznikiem” ujemnym badz ulamkowym.

Podstawowe wtasnosci wspétczynnikéw Newtona wynikaja bezposrednio z de-
finicji:

) O R Y R (R B
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Wzdér Newtona

Najwazniejszym i najczestszym zastosowaniem wspodlczynnikéw newtonow-
skich jest wzér dwumianowy Newtona.

TWIERDZENIE 1.3 (wzér dwumianowy Newtona)

(a4 b)" =a" + G)a"—lbl +..+ <Z>a"—kb’“ + .+ (nﬁ 1>a1b"_1 + ",

W X-notacji wzoér dwumianowy przyjmuje postac:

" (n

b)Y = n—kbk.

(a+0) Z <k a
k=0

W Analizie daliémy wskazéwke (p. str. 18, zad.19), jak wyprowadzi¢ wzér

Newtona za pomocg indukcji. Dowody indukcyjne rzadko jednak daja praw-

dziwe zrozumienie dlaczego jest tak, a nie inaczej. Tutaj naszkicujemy dowdd
kombinatoryczny.

Na podstawie wzoréw na kwadrat, szeScian i ewentualnie dalsze potegi sumy
mozna przypuszczal, ze ogdlny wzor bedzie miat postacé:

(a+b)" =a"+2a" o+ ... +2a 0" 4 £2ab" L b

Aby wyznaczy¢ wspotczynniki przy kolejnych sktadnikach, zbadajmy, skad sie
one biora:

(a+b)(a+Db)...(a+b)=...+2a" " oF + ..,
Sktadnik postaci a” *b* powstaje, gdy z k nawiaséw wybieramy b, z pozosta-
tych a. Wiemy, ze mozna to zrobié¢ na (Z) sposobow. Takie wiec wspdlczynniki
nalezy wstawi¢ w miejsce znakéw zapytania.

Zadania

1. Maly Arturek ma pieé¢ par butéw. Wktadajac buty kieruje sic dwiema zasadami: nigdy
nie wklada lewego buta na lewa noge, ani prawego na prawa; nigdy nie wklada dwu butéw
z tej samej pary. Na ile sposobéw moze obué obie nogi?

2. Ile r6znych par tanecznych mozna utworzyé¢ z 10 dziewczat i 10 chltopcéw?
3. Na ile sposobéw mozna przyznaé trzy medale (zloty, srebrny i brazowy) 10 zawodnikom?

4. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ 13 kart sposréd 527 Korzystajac z programu Wolfram
Alpha® oblicz te liczbe za pomocy, instrukeji

52choosel3
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5. Z ilu domin sktada si¢ komplet, zawierajacy po jednym dominie dla kazdej kombinacji
oczek od 0 do 67

6. Na ile sposobéw mozna sposréd 6 dziewczat i 6 chtopcow wybraé delegacje:

a) ztozona z dwu dziewczat i trzech chtopcéw;

b) zlozona z tej samej liczby dziewczat co chtopcéw?

7. Ile trojkatéw wyznacza:

a) 12 punktéw, z ktérych zadne trzy nie sa wspétliniowe;

b) 12 punktéw, sposréd ktérych 6 lezy na prostej, a poza tym zadne trzy nie sa wsp6tliniowe?

8. Na ile sposobéw mozna przej$é¢ od lewego dol-
nego wierzchotka kraty 5 x 8 do prawego gérnego
poruszajac sie po kracie zawsze w gbére badz w
prawo?

AR

9. Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ 8 wiez na szachownicy tak, aby zadna z nich nie znaj-
dowala sie w polu bicia drugiej, przy zalozeniu, ze wieze sa: a) jednakowe; b) rozréznialne.

10. Na ile spos6b mozna rozmieéci¢ n oséb przy okraglym stole, jezeli istotne jest:
a) kto siedzi na ktérym miejscu;

b) tylko kogo ma sie¢ po prawej a kogo po lewej stronie;

¢) tylko pomiedzy kim a kim sie siedzi?

11. Na ile sposobéw mozna ulozyé k réznych ksiazek na n poétkach?
12. Wykaz, ze iloczyn k kolejnych liczb naturalnych dzieli sie przez k!.

13. Ile jest prostokatéw na rysunku ponizej (z lewej strony)?

14. Tle jest tréjkatéw na rysunku powyzej (z prawej strony)? Jaka bedzie odpowiedz, gdy
z obu dolnych wierzchotkéw wychodzié¢ bedzie po n linii zamiast 57

1.2 Ciagi skonczone i kombinacje z powtoérzeniami
Ciqgi skonczone - Kombinacje z powtérzeniami albo rozmieszczenia - Zadania

W pierwszej czeéci wyktadu nie dopuszczaliSmy powtorzen. Teraz rozwazaé be-
dziemy analogiczne struktury, w ktorych elementy moga sie powtarzaé: ciagi
skoniczone (zwane tez wariacjami z powtorzeniami) i kombinacje z powtérze-
niami.
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Ciagi skonczone

Spojrzmy, ile jest ciagéw dlugosci k o wyrazach ze zbioru m-elementowego.
Oto dla przyktadu wszystkie 3-elementowe permutacje o wyrazach 0, 1:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

W ogélnym przypadku na pierwszym miejscu mamy m mozliwosci (bo tyle
jest mozliwych wyboréw), na drugim tez m, ..., na k-tym tez m mozliwosci.
Zachodzi zatem nastepujace:

TWIERDZENIE 1.4 Wszystkich ciggow dlugosci k o wyrazach ze zbioru m-
elementowego jest mk.

Szczegdlnie waznym wnioskiem jest ponizsze:
TWIERDZENIE 1.5 Zbior n-elementowy ma 2™ podzbiorow.

Dowob: Niech X = {x1,x9,...,2,}. Wowczas kazdy podzbiér A C X moz-
na w pelni scharakteryzowaé ciggiem zerojedynkowym diugoéci n. Na i-tym
miejscu dajemy 1, gdy xz; € A, a 0 w przeciwnym przypadku.

Na przyklad dla X = {1,2,3} odpowiednie ciagi wygladaja nastepujaco:

0 — 000 {1,2} — 110
{1} — 100 {1,3} — 101
{2} — 010 {2,3} — o011
{3} — o001 {1,2,3} — 111

Tak wiec istnieje jednoznaczna odpowiednioéé¢ pomiedzy podzbiorami zbioru
n-elementowego, a ciagami zerojedynkowymi dtugoéci n. Pozostaje zauwazy¢,
ze ciagéw takich jest 2" gdyz na kazdym miejscu sg dwie mozliwosci: 0 albo 1.

Kombinacje z powtérzeniami albo rozmieszczenia

W zadaniach o kombinacjach zakladaliSmy, ze kazdy obiekt mozna wybraé
tylko raz. Rozwazmy teraz pokrewne zadanie o kombinacjach z powtorze-
niami:
Na ile sposobéw mozna wybraé k elementéw sposréd n (rodzajow) obiektow,
przyjmujgce, zZe dopuszczamy powtdrzenia?

Kazda taka kombinacje mozemy zakodowaé¢ w postaci serii kotek i kresek,
gdzie kétka odpowiadajg wybieranym elementom, a kreski — przegrédkom
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oddzielajacym obiekty pierwszego rodzaju, drugiego rodzaju itd. Ustalmy dla
przyktadu n = 3, k = 10. Przedstawiony ponizej kod odpowiada wybraniu 3
obiektow pierwszego rodzaju, 5 — drugiego i 2 trzeciego.

©coo|] cooo of oo

Zauwazmy, ze kazdy uklad dwu kresek i 10 kétek jednoznacznie koduje pewna
kombinacje z powtorzeniami. Na przyktad

|| o0 00000000

odpowiada wyborowi 10 obiektow trzeciego rodzaju.

Uktadéw ztozonych z 10 kotek i 2 kresek jest (QJ{&O), gdyz ustalenie, na kto-
rych 10 pozycjach sposrod 12 umieszczone sa kotka w pelni okresla caly kod.

Ogodlnie:
TWIERDZENIE 1.6 Liczba kombinacji z powtérzeniami k elementéw sposréd n

rodzajow jest rowna
k+n-1
f .

Zauwazmy jeszcze, ze kombinacje z powtdérzeniami mozna interpretowac jako
rozmieszczenia. Powyzszy wzér méwi wowcezas, na ile sposobéw k jednako-
wych przedmiotéw mozna roztozyé do n szuflad. To n — 1 we wzorze pokazuje
wéwcezas liczbe Scianek pomiedzy szufladami.

Jedli we wspoélczynniku Newtona dopuécimy ujemne ,liczniki”, to wzér ten
mozna zapisa¢ w postaci niemal identycznej ze wzorem na liczbe kombinacji
bez powtorzen. Wystarczg dwa proste przeksztalcenia:

P = =

<k:+n—1> C(k+n-Dk+n—-2)...(n+1n
k!

B (—n)(—n—1)...(—n—(k=2))(-n— (k= 1)) -n
= i - (_1)k< k )

Zadania
15. Tle jest liczb szedciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje: a) zero; b) jedynka?

16. Przyjmijmy, ze kod PIN moze by¢ dowolnym ukltadem czterech cyfr.
a) Ile jest wszystkich PIN-6w?
b) Ile jest takich, w ktérych jakas cyfra si¢ powtarza?
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17. Tle jest wielomianéw stopnia n o wsp6tczynnikach: a) 01 1; b) 0, 11 2.

18. Palindromem nazywamy slowo, ktére czyta sie tak samo od poczatku i od koica, np.
kajak. Tle jest palindroméw 9-literowych, jesli alfabet sktada sie z 26 liter? A ile 8-literowych?

19. Rozwazmy wszystkie ciagi dtugosci n > 4 o wyrazach A, T, G oraz C. Ile jest:

a) wszystkich takich ciagdw;

b) takich ciagéw, w ktdérych zadna litera nie wystepuje dwa razy pod rzad;

c) takich ciagéw, ze wsréd kazdych kolejnych czterech wystepuje kazda z czterech liter?

20. Ile stéw mozna utworzy¢ przestawiajac litery stowa: a) ANAGRAM; b) TRATATATA?

21. Ile rozwiazan ma réwnanie ¢t + x + y + z = 10:
a) w liczbach catkowitych nieujemnych;
b) w liczbach catkowitych dodatnich?

22. Na ile sposobéw 10 réznych przedmiotéw mozna podzieli¢ pomiedzy dwie osoby tak, aby
kazda dostala przynajmniej jeden?

ARV

23. W grze kétko i krzyzyk rozpoczynajacy gre teoretycznie moze wygra¢ po pieciu ruchach.
Ile jest takich rozgrywek?

24. Na ile sposobéw mozna przej$¢ po kracie 10 X 3 poruszajac sie w gére lub w prawo?
Wywnioskuj stad, na ile sposobéw 10 jednakowych cukierkéw mozna podzielié pomiedzy
tréjke dzieci. Dopuszczamy takze podzialy, w ktorych czeéé sposréd dzieci nic nie dostanie.

25. Tata-matematyk zamierza kupié¢ synowi lokomotywe i kilka r6znych wagonikéw. Chcialby,
aby syn mial przynajmniej miliard sposobéw ultozenia zestawu. Zaktada, ze lokomotywa
zawsze stol na poczatku, ale pozostale wagoniki mozna dowolnie wybiera¢ i w dowolnej
kolejnosci ustawiaé. Jaka minimalna liczba wagonikéw zapewni oczekiwany miliard utozen?
Korzystajac z liczby e mozesz znalezé odpowiedz bez uciazliwych rachunkéw.

26.* W grze w kotko i krzyzyk rozgrywanej na ,planszy” 3 X 3, trzy pola lezace na jednej
linii mozna wybraé na 8 sposobéw — 3 linie poziome, 3 pionowe i 2 przekatne. A ile jest
takich tréjek w tréjwymiarowej grze 3 x 3 x 37

1.3 Teoria liczb, gry i geometria

Zadanie o liczbie dzielnikow - Zadanie o podziale i uogdlnione wspotczynniki
Newtona - Zadanie o podziale plaszczyzny - Zadania

Formalne pytania o liczbe ustawieni, wyboréw czy stéow, itd. moga wydawaé sie
nienaturalne. Malo kto stawia sobie w zyciu takie pytania. Pokazemy teraz,
jak te abstrakcyjne metody pozwalaja rozwiazywac ciekawsze problemy.
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Zadanie o liczbie dzielnikow

PRzYKLAD 1.2 Ile dzielnikéw ma liczba postaci p]'p5? ... pp*, gdzie p; to réz-
ne liczby pierwsze?

ROZWIAZANIE: Zauwazmy, ze kazdy dzielnik takiej liczby ma postaé
pfpoQ .. .pfk, gdzie 6; =0, 1, 2, ..., ;. Poniewaz kazde [3; przyjmuje c; + 1

wartosci, wiec wszystkich dzielnikéw jest
(a1 +1)(a+1)... (g +1).
Na przyktad liczba 500 = 22 - 5% ma (2 + 1) - (3 + 1) = 12 dzielnikéw:

1 5 25 125
2 10 50 230
4 20 100 500.

Zadanie o podziale i uogélnione wspétczynniki Newtona

PrzYkeAD 1.3 Na ile sposobow mozna rozdaé¢ 52 karty pomiedzy czterech
graczy, kazdemu po 13 kart?

Zadanie rozwiazemy na dwa sposoby. Pierwszy jest pewnie na obecnym etapie
latwiejszy, ale drugi szybciej daje symetryczny wynik.

ROZWIAZANIE:

Metoda I. Mamy obliczyé, na ile sposobéw mozna 52 karty podzielié¢ po réwno
pomiedzy czterech graczy. Zauwazmy, ze sama technika rozdawania nie ma
wplywu na liczbe mozliwych rozdan. Wyobrazmy sobie, ze karty rozdajemy
w ten sposob, ze najpierw dajemy 13 kart sposréd wszystkich 52 pierwszemu
graczowi, nastepnie 13 sposréd pozostalych 39 kart drugiemu graczowi itd.

Takich rozdan jest

52 39 26 13\ 52! 39! 26! 3! 52!

13 13 13 13/ 13139 13!26! 13!'13! 13!0! 13!13!13!13!°
Metoda II. Zastandéwmy sie, ile jest permutacji odpowiadajacych konkretnemu
rozdaniu. Jasne jest, ze permutacja, ktora przestawia pierwsze 13 kart, drugie

13 kart itd. zmienia tylko kolejno$¢, w jakiej gracze otrzymaja karty, ale z
punktu widzenia graczy sa to permutacje rownowazne. Permutacji takich jest
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13!-13!- 13! - 13!. Skoro wszystkich permutacji jest 52!, a kazde rozdanie moze
by¢ otrzymane na 13! - 13!- 13! - 13! sposobéw, to réznych rozdan jest

52!
13113!13!'13!°
Podobne wyniki pojawiaja sie w wielu zadaniach. Dlatego warto mieé specjalne
oznaczenie. Zalézmy, ze ki + ko + ... + k; = n. Uogllnionym wspodtczyn-
nikiem Newtona nazywamy wyrazenie

n _ n!
ki koy .. ki) kilka!... k!

o) =)

Zadanie o podziale plaszczyzny

W szczegdlnosci

PRzZYKEAD 1.4 Na ile obszaréw dzieli ptaszczyzne n prostych w potozeniu
ogélnym (tzn. zadne dwie z nich nie sa réwnolegle, a zadne trzy nie przecinaja
sie w jednym punkcie)?

RozwiAZANIE: Mozna zalozy¢ — ewentualnie obracajac caly uktad — iz zad-
na z rozwazanych prostych nie jest pozioma. W takim przypadku kazdy z ob-
szaré6w ograniczonych z dolu ma dokladnie jeden punkt najnizszy. Obszaréw
takich jest doktadnie tyle, ile punktéw przeciecia prostych, czyli (g)

Poprowadzmy prosta pozioma lezaca ponizej wszystkich punktéw przeciecia
(na rysunku linia przerywana). Pominiete obszary (nieograniczone od dotu)
wyznaczaja na dodanej prostej odcinki. Poniewaz n prostych wyznacza na
tej prostej n + 1 odcinkéw, wiec tyle jest obszaréw nieograniczonych. Lacznie
wszystkich obszaréw jest zatem

() o= ) () )

Metode te (i elegancki wynik) latwo przenie$é¢ na wyzsze wymiary.
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Zadania
27. Tle réznych dzielnikéw ma liczba: a) 2%; b) 10%; ¢) 10!?

28. Liczbe wszystkich rozdan 52 kart pomiedzy czterech graczy wyraziliSmy za pomoca wspot-
czynnikéw Newtona. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® znajdz dokladny wynik i
oszacuj rzad wielkosci tej liczby.

29. Na ile sposobéw mozna rozdaé¢ 52 karty pomiedzy czterech graczy tak, aby:
a) kazdy mial jednego asa, jednego krola, ..., jednag dwdjke;
b) ktérys z nich mial wszystkie cztery asy?

ARV

30. Za pomoca uogdlnionych wspétczynnikéw newtonowskich mozna zapisa¢ wzér Newtona
dla wiekszej liczby skladnikéw. Dla trzech skladnikéw otrzymamy

n n i17 k
(a+b+0)" = Z <i7j,k>a b c”.
itjtk=n
Podobnie dla wiekszej liczby sktadnikow.
a) Podaj kohicows postaé wzoru na (a + b + ¢)3.
b) Ile sktadnikéw wystepuje w rozwinieciu (a + b+ ¢+ d)"?
¢) Znajdz sume wszystkich wspélczynnikéw w rozwinieciu z punktu b).

31. Na ile czgsci dzieli przestrzen n plaszczyzn w potozeniu ogdlnym?

32.* Komplet do gry SET! sktada si¢ z 81 réznych kart. Niektére uktady trzech kart zwane
sa setami. Mozna wykazaé, ze kazdy uklad dwu kart da sie uzupetni¢ do seta doktadnie na
jeden sposob. Kolejno$¢ kart nie jest istotna.

a) Znajdz liczbe wszystkich setdw.

b) Ile $rednio setéw zawiera uktad 12 kart?

¢) Wykaz, ze przy kazdym podziale wszystkich 81 kart na dwie czesci przynajmniej jedna z
nich zawiera seta.

d)* Pokaz, ze kazdy ukltad 37 kart zawiera seta.

!Zadanie zyska na motywacji, gdy sprébujesz rozwigzaé¢ jaka$ zagadke ze strony
www.setgame.com. Tam tez Czytelnik znajdzie kilka matematycznie ambitniejszych arty-
kutéw na temat tej gry.



Wyktad 2

Wspélczynniki Newtona

Wspodlezynniki Newtona sg obok silni najwazniejszymi funkcjami kombinato-
rycznymi. W kolejnych wyktadach zobaczymy, ze niemal wszystkie inne istotne
funkcje kombinatoryczne wyrazaja sie za ich pomoca.

2.1 Wspodlczynniki Newtona i trojkat Pascala
Trogkat Pascala - Tozsamo$é Pascala - Zadania

Przygladajac sie kolejnym wierszom trdjkata Pascala bez trudu odkryjemy, ze
suma wyrazéw w (n + 1)-szym wierszu jest réwna 2". A czy potrafisz znalezé
wzér na sume ich kwadratéw?

Tréjkat Pascala

Znany byt on juz w XI w. lub niewiele p6Zniej w Chinach, Indiach i krajach
Islamu.

13 31

1 4 6 41

1 510 10 5 1
16 1520 15 6 1
1721 35 3521 71

17
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Wiersze tego trojkata pokazuja kolejne wspotczynniki Newtona (Z) odpowied-
niodlan =0,n =1 itd.

W trojkacie Pascala wyrazy skrajne sa réwne 1, pozostale powstaja przez do-
danie dwu wyrazéw sasiednich z poprzedniego wiersza. Zauwazmy, ze w kaz-
dym wierszu wspoélczynniki Newtona rosna do polowy wiersza, a dalej maleja
(p. zad. 3).

Tozsamosé¢ Pascala

Tréjkat Pascala opiera sie na tozsamosci

)= () ()

zwanej dalej tozsamoscig Pascala. Mozna jg tatwo wykazaé za pomocg bez-
posrednich rachunkéw. Ponizszy dowdéd kombinatoryczny pozwala rachunkéw
uniknaé. Sprowadza sie on do poréwnania wynikdéw, jakie otrzymujemy roz-
wiazujac na dwa sposoby ponizsze zadanie:

Na ile sposobow mozna wybra¢ k 4+ 1 rozZnych liczb sposrod liczb 0, 1, 2, ...,
n?

Wiemy, ze takich sposobéw jest (zﬂ) Policzmy to inaczej: osobno kombinacje

zawierajace zero, a osobno te, ktére zera nie zawieraja.

n

k+1)‘ W sumie

Kombinacji pierwszego typu jest (}), kombinacji drugiego typu (

otrzymujemy
n n n
k k+1)

Pozostaje zauwazy¢, ze obie metody musza daé ten sam wynik.

Zadania

1. Wyznacz najwiekszy sposréd wspotczynnikéw Newtona postaci (1]?).

2. Ponizsze liczby ustaw w kolejnosci od najwiekszej do najmniejszej:

7 7 7 7 97 99

37)’ 47 )’ 57)7 67)’ 37)’ 47 )"
3. Obliczajac iloraz (kil)/(;;) pokaz, ze wspoétczynniki Newtona w n-tym wierszu rosna do
polowy wiersza (doktadniej: pdki 2k + 1 < n), a potem maleja.

NV
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4. Korzystajac z tozsamosci Pascala przedstaw ponizsze sumy w postaci pojedynczego wspot-
czynnika Newtona.

2 (55 0+ 0)+()+6)- ()

5. Korzystajac ze wzoru Stirlinga wykaz, ze zachodzi asymptotyczna réwnosé
2n\ 4"
n - /TN ’

6. Udowodnij tozsamo$¢ Pascala metoda algebraiczna.

7. Na ile sposob6w mozna pokonaé¢ droge pomiedzy skrajnymi punktami kraty (n — k) na
(k + 1) poruszajac si¢ tylko w gére i na prawo? Rozwaz osobno drogi zaczynajace sie od
kroku w goére, osobno — od kroku w prawo i wywnioskuj stad tozsamos$¢ Pascala.

2.2 Tozsamosci kombinatoryczne

Sumowanie wspotczynnikéw Newtona - Trzy metody - Jeszcze jedna tozsamosc
- ToZzsamosci kombinatoryczne i liczby zespolone - Zadania

Tozsamoéci kombinatoryczne czegsto pozwalaja zastapi¢ dluzsza sume krotkim
wyrazeniem. Niektére z tozsamosci wykorzystamy juz w tym wyktadzie, nie-
ktore okaza sie przydatne dopiero w rachunku prawdopodobienstwa. Jednak
wyklad ten warto przesledzi¢ do konca, gdyz same metody sa czasem dosé
zaskakujace. W szczegoélnosci skorzystamy z pochodnych i liczb zespolonych.

Sumowanie wspélczynnikéw Newtona

W analizie wzér Newtona pozwala zastapi¢ wyrazenie (a+b)"™ suma prostszych
sktadnikéw. W kombinatoryce wzér Newtona czesto stosujemy w odwrotna
strone — sume prostych skladnikéw zastepujemy potega (a+b)™. Na przyktad

A

W szczegblnosci dla x = 1 otrzymujemy

(g)+<q)+(g)+...+(nﬁl)+(g) =2,

Tak wiec suma wyrazéw dowolnego wiersza w tréjkacie Pascala jest potega
dwéjki.
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Podobnie dla x = —1

(o) (1)« (3) o () () =

Przenoszac ujemne sktadniki na prawa strone otrzymujemy

(g)+(g)+(z)+...+(;)+...: (q)+(g)+(g)+...+(%q1)+...

Wynika stad, ze podzbioréw liczebnosci parzystej jest tyle samo co nieparzy-
stej. Dla zbioréw o nieparzystej liczbie elementow jest to oczywiste. Dlaczego?
Trzy metody

Poréwnamy teraz trzy metody wyprowadzania tozsamosci kombinatorycznych:
algebraiczna, kombinatoryczna i analityczna.

PRzZYKEAD 2.1 Wyprowadz tozsamoscé

@ +2<’2‘> +...+k<z> +...+<n—1><nﬁ1> +n<z> o,

ROZWIAZANIE:

I. Metoda algebraiczna:

" n & n!

kz::lk<k> Zk ’I’L— _kzl —1)(71—]{:) B
_”_1 n! _nn_l (n—1)! _nn_l n—1 _ pon-1
‘gok![n—(kﬂ)]!‘ Igjk![(n—l)—k]!_ ];J( k )‘ 2

II. Metoda kombinatoryczna:

Rozwiazmy dwiema metodami zadanie: Na ile sposobow mozna wybraé sposrod
n 0s6b komisje wraz z jej przewodniczgeym, jesli dopuszczamy rowniez komisje
jednoosobowe?

Mozna najpierw wybraé przewodniczacego na n sposobéw, po czym dokoop-
towaé pewng liczbe czlonkéw komisji na 2" ~! sposobéw, co daje prawa strone
tozsamosci. Albo najpierw wybraé k-osobowa (k > 1) komisje — mozemy to
uczyni¢ na (Z) sposobow, po czym jednego z jej cztonkéw uczynié przewodni-
czacym, co daje lewa strone.
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II1. Metoda analityczna:
Ze wzoru Newtona wynika, ze

3 na:kzl ).
N ERIIE

Zrézniczkujmy te réwnoéé stronami. Mamy

Z k <Z> 2t =n(1 4 2)" L
k=1

Sumowanie zaczyna sie teraz od k = 1, poniewaz pochodna stalej jest réwna
zeru. Podstawiajac @ = 1 otrzymujemy zadang tozsamos¢.

Jeszcze jedna tozsamosé

Wiemy juz, ze przy ustalonym n suma wspoélczynnikéw Newtona (Z) jest réw-
na 2". Réwniez suma kwadratéw tych wspotczynnikéw wyraza sie bardzo pro-
stym wzorem:

(3)1 (T;)Z (2)++ (g)2+...+ (g)l ().

Aby wykazaé te tozsamosé rozwiazemy na dwa sposoby nastepujgce zadanie:
Jacek i Placek majg po n znaczkow. Na ile sposobow mogq wymienié sie znacz-
kami, przy zaloZeniu, Ze znaczki wymieniajg jeden za jeden?

Oczywidcie, jak to u matematykéw jest w zwyczaju, dopuszczamy tez wymiane
pustq — zero znaczkéw na zero znaczkow.
Kazda taka wymiane mozna przeprowadzi¢ w ten sposéb, ze wszystkie znaczki

taczymy w jedna kolekcje, po czym Jacek dostaje n znaczkéw, a Placek reszte.
Mozna to zrobi¢ na

2n

n

sposobdw. Ale mozna postepowaé inaczej. Jacek i Placek wybieraja po k znacz-
kéw i dokonuja ich wymiany. Moga to zrobi¢ na

00

sposobdw. Poniewaz k moze przyjmowaé wartoséci od 0 do n, wiec tacznie liczba
tych sposobéw wyraza sie suma po lewej stronie wzoru.
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Tozsamosci kombinatoryczne i liczby zespolone*

Na zakonczenie wyprowadzimy jeszcze jedna, niezbyt uzyteczna, ale dosé ta-
jemnicza tozsamos$é. Pokazemy, ze

(:0)+()-re ot

Lektura dowodu wymaga znajomosci wzoru de Moivre’a.

Sumowanie wspoétczynnikéw parzystych opierato sie na wykorzystaniu wzoru
Newtona dla (1 4+ 1) oraz (1 — 1)". To drugie wyrazenie mozna zapisa¢ w
postaci (1 + (—1))", a wéwczas widaé, ze korzystaliSmy tu ze wzoru Newtona
dla (1 + z)™ podstawiajac w miejsce z dwa pierwiastki drugiego stopnia z 1.
Nasuwa sie zatem my$l, aby teraz wykorzystaé¢ ten sam wzoér dla pierwiastkéw

o=+ )0+
) 0)-0)-0
o)) - () -)-
o)) -0 ()

Dodajmy te cztery réwnoéci stronami. Zauwazmy, ze znikna wszystkie kolum-
ny, oprécz tych, ktére odpowiadaja krotnosciom czwérki. Zatem

1666

Na mocy wzoru de Moivre’a

Re(1+4)" =Re {(\/i)n <cos %ﬂ + isin %ﬂ)] = (\/i)n cos n4—7T
Fatwo sprawdzi¢, ze z +Z = 2Re z. Tak wiec

n n n 2P+ (1) (1 —-0)"
(o)« (3)+ (5) +- -

4
2 1+49)" -2
=2 4 w =2 4 (ﬁ)n CoS n4_71

Rozwazmy cztery réwnosci:

n

w

_|_
R e
N—— —
|

= 2" 4+ (1+0)" + (1 — i)™
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Zadania

8. Oblicz:

2) (101) N (101) N (101) - (101) _— (101) N <101> N <101) - (101>.
0 1 2 50 1 3 5 101

Wsk. Poréwnaj z suma, jaka trzeba dodaé, aby otrzymaé¢ sume pelnego wiersza w trdjkacie

Pascala.

9. Korzystajac ze wzoru Newtona dla (1 + )" uprosé sume:

(0> +2<1> +4<2) +~~~+2"<n>-
10. Wykaz tozsamosé
2.1. <Z) +3.2- <§) +...+(n—1)(n—2)<ni1) —l—n(n—l)(Z) =n(n—1)2" 2

11. Rozwiaz na dwa sposoby zadanie: Na ile sposobéw mozna wybraé k osobowq komisje
sposréd m mezezyzn i n niewiast' 2 Wywnioskuj stad tozsamosé Vandermonde’a

()G (G5 ()me) e (1) 6) = ()

Wyprowadz z niej wzér na sume kwadratéw wspoélczynnikéw Newtona (str. 21)

12. Rysunek ponizej przedstawia sie¢ drog taczacych miasta A oraz B. Na ile sposobéw
mozesz dotrzeé¢ z miasta A do B nie odwiedzajac zadnego miasta dwukrotnie, jezeli jestes:
a) czlowiekiem interesu, a wigc wybierasz droge najkrétsza;

b) komiwojazerem, a wigc chcesz odwiedzié po drodze wszystkie miasta;

¢)* turysta, a wigc mozesz wybraé droge dowolna.

¢O 0

(3 () ()= (3)

Wyprowadz z tej tozsamosci wzér na sume kwadratéw.
Wsk. Rozwiaz na dwa sposoby zadanie: Na ile sposobéw mozna wybrac trzy rozdzialy z ksigzki
majgcej ich n 4+ 17

13. Udowodnij tozsamo$é

!Ten delikatny archaizm pozwala dopasowaé tresé zadania do zmiennych wystepujacych
w tozsamosci.
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14. Wykaz tozsamosé algebraicznie i kombinatorycznie

)G+ () Gm) () G0+ G0 == )

15. Udowodnij, ze dla n > k > i zachodzi tzw. tozsamos$é podkomisji
n\(k\ [(n\(n—i
k)\i) \i)\k—i)

16.* Sprawdz, ze

1 0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 O
1 1 0 0 -1 1 0O 0 _ 101 00
1 2 1 0 1 -2 101100 10
1 3 3 1 -1 3 -3 1 0 0 0 1

Sformutuj hipoteze ogdlng i wykaz jej prawdziwosé.
17.* Wykaz, ze kazde dwa wyrazy (oprocz skrajnych) tego samego wiersza w trojkacie Pascala
maja wspolny dzielnik wiekszy od 1.

18.* Znajdz wzoér na sume

2.3 Pascal

Blaise Pascal (1623-1662) francuski matematyk, fizyk i mysliciel religijny.
Podstawowe wyksztalcenie matematyczne zapewnil mu ojciec Etienne Pascal
(krzywa znana jako $limak Pascala jest odkryciem ojca). Majac lat 17 doko-
nal pierwszego waznego odkrycia w geometrii rzutowej. Niedlugo potem, aby
poméc ojcu w zmudnych obliczeniach rachunkowych zbudowal w latach 1642-
44 pierwsza maszyne liczaca, ktéra dodawala i odejmowata (maszyne zdolna
wykonywaé cztery dzialania zbudowal dopiero Leibniz). W roku 1654 ukon-
czyl Traktat o trojkgcie arytmetycznym, w ktorym wylozone sa teoretyczne
podstawy tréjkata zwiazanego z jego nazwiskiem. Pojawia sie tam takze —
zdaniem niektérych historykéw po raz pierwszy w sposéb jawny — zasada
indukcji matematycznej. Jego korespondencja z Fermatem uwazana jest za
moment narodzin rachunku prawdopodobienstwa. Wymieniany jest tez jako
jeden z waznych prekursoréw rachunku rézniczkowego.

Pascal zajmowal sie takze intensywnie eksperymentami zwigzanymi z ciénie-
niem atmosferycznym i kwestig istnienia prézni. A jako myséliciel religijny i
autor Mysli i Prowincjalek uchodzi za jedna z czotowych postaci w dziejach
francuskiej prozy.



Wyktad 3

Wzér wlaczen i wylaczen,
czyli sztuka dodawania

Wyobrazmy sobie absolutnie roztargniona sekretarke, ktéra wktada catkowi-
cie przypadkowo n listéw do n zaadresowanych kopert, po jednym liscie do
koperty. Kiedy prawdopodobienstwo, ze wszystkie listy wlozy Zle jest wigksze:
przy 100 listach, czy przy 10007

3.1 Wzoér wlaczen i wylaczen i jego zastosowania
Najprostsze przypadki i wzor ogdlny - Zadanie o rozdawaniu kart - Zadania
O ile reguta mnozenia pozwalata nam rozwigzywaé zadania wymagajace nie-

mal wylacznie mnozenia i dzielenia, to wzér wlaczen i wytaczen pokazuje, jak
dodawaé¢ w nietrywialnych sytuacjach.

Najprostsze przypadki i wzér ogdlny

Dalej symbol |A| oznaczaé bedzie liczebnosé
skonczonego zbioru A. Zacznijmy od wzoru

|AUB|=|A|+|B|—|ANB].
Rzeczywiscie, aby znalezé |A U B| nalezy od

sumy |A|+]|B| odjaé liczbe elementéw liczonych
dwukrotnie.

25
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Rozwazmy teraz przypadek trzech zbiorow. Z rysunku mozna odczytaé, ze

|[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—-|BNC|+|AnBNC|.

Rzeczywiscie, sumujac |A|, |B| oraz |C| ele-
menty iloczynéow ANB, ANC, BNC liczymy

dwukrotnie, a elementy zbioru AN BN C '
nawet trzykrotnie. Aby ten btad naprawié ‘ ‘
odejmujemy skladniki |[AN B|, |ANC| oraz

|BNCl.

Teraz jednak powstal pewien niedomiar: elementy zbioru A N B N C byly
co prawda trzykrotnie dodawane, ale zostaly tez trzykrotnie odjete. Dodajac
sktadnik |[ANBNC| otrzymujemy ostatecznie poprawny wynik. Mozna dostrzec
analogie miedzy tym wzorem a wzorem dla dwu zbioréw, i na tej podstawie
odgadnaé ogdlny wzor:

TWIERDZENIE 3.1 (wzér wlaczen i wylaczen)

Dla dowolnych zbioréw Ay, As, ..., Ay liczebnosé sumy |[A1 U A2 U... U A,
WYNost

STIAL =Y TANA |+ > JANANAL —. . 4+ (=1)" A N AN, N A,
i i<j i<j<k

Po prawej stronie wzoru pojawiaja sie na przemian znaki plus (skladniki do
sumy wlgczamy) i minus (sktadniki wylaczamy). Stad nazwa wzoru.

DowoOD: Nalezy pokazaé, ze kazdy element sumy A; U As U. ..U A, jest przy
tym sumowaniu liczony doktadnie raz. Dla ustalonego elementu a tej sumy
niech m oznacza liczbe zbioréw A;, zawierajacych a. Zauwazmy, ze wowczas
a jest liczony dokladnie (') razy przy dodawaniu sktadnikéw [A;], (%) razy
przy odejmowaniu sktadnikow |A; N A;| itd. Lacznie liczony jest zatem

(0)-()+ () ()

razy. Pozostaje zauwazy¢, ze ta suma jest réwna 1. Ale skoro (’Z}) =1, to
rownos¢ ta wynika bezposrednio z tozsamosci

(0) (1) (5) () o

Przypomnijmy, ze cytowana tozsamo$¢ wynika bezposrednio ze wzoru New-
tona. Oznacza to, ze wzér wlaczen i wytaczen jest stosunkowo prostym wnio-
skiem ze wzoru Newtona.
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Zadanie o rozdawaniu kart

PRzYKLAD 3.1 Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze losowy uklad 13 kart (jak
w brydzu) zawiera wszystkie 4 kolory?

RozwiazANIE: Obliczmy najpierw prawdopodobienstwo, ze uklad taki nie za-
wiera ktoéregos z koloréw.

Niech A; oznacza zbioér wszystkich ukladéw nie zawierajacych i-tego koloru,
1=1, 2,3, 4. Wowczas A1 UA3UA3U A, bedzie zbiorem wszystkich trzynastek
nie zawierajacych ktéregos$ koloru (mozliwe, ze uktad taki nie zawiera dwu, a
nawet trzech koloréw).

Obliczmy liczebno$¢ sktadnikow wystepujacych we wzorze wlaczen i wylaczen:

39 26 13
Al = L ANA = L AN ANA = :

Rzeczywiscie, jesli uklad nie zawiera kart ustalonego koloru i, oznacza to,
ze wszystkie 13 kart wyciagniete sa sposréd pozostatych 39 — to wyjasnia
pierwszg z tych réwnosci. W ukladzie nalezacym jednoczesnie do A; oraz A;
wybieramy 13 kart sposréd 26 itd.

Zauwazmy, ze A1 N AsN A3N Ay jest zbiorem pustym. Zatem ze wzoru wlaczen
i wylaczen mamy

AT UA U UA =D A =D 1ANA )+ ) JAiNA;NA,l =

i<j i<j<k

4 4 39 26 13
— 4|4~ <2>\AmAj\+ <3>|AmAj”Ak‘ =4 <13> -6 (13) T (13)'

Sposéréd 52 kart mozemy wyciagnaé 13 na (?g) sposobdéw. Tak wiec prawdo-
podobienstwo p, ze uktad nie zawiera ktoéregos z koloréw wynosi

39 2% 13
4. _6. 4.
) o () ()
P= 52 T
13

Prawdopodobienstwo, ze w ukladzie takim wystapia wszystkie 4 kolory wynosi
zatem

1-p=~0,95.
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Zadania
1. Tle liczb naturalnych z przedziatu [1,1000] dzieli si¢ przez 2 lub 3 lub 57

2. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ n réznych przedmiotéw pomiedzy 4 osoby tak, aby kazda
co$ dostala?

3. Tle uktadéw 5 kart z talii 52 kart zawiera karty w kazdym z czterech koloréw?
AR
4. Korzystajac ze wzoru wlaczen i wytaczen znajdz ilos¢ liczb pierwszych ponizej 100.

5. Dla naturalnych n funkcja Eulera ¢(n) jest réwna ilodci liczb naturalnych z przedzialu
[1,n] wzglednie pierwszych z n. Pokaz, ze jeSli n = pgr jest iloczynem trzech réznych liczb

pierwszych, to
@(n)—n<1—1> (1—1> (1—1).
p q r

3.2 Nieporzadki i punkty stale permutac

i

Roztargniona sekretarka i nieporzqdki - Srednia liczba punktéw stalych - Za-
dania

Powr6émy do zadania o roztargnionej sekretarce, ktérym zaczeliSmy ten wy-
ktad. Przypomnijmy, ze sekretarka wktada losowo jeden list do jednej zaadreso-
wanej koperty. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie listy wlozy
7Zle.

Roztargniona sekretarka i nieporzadki

Obliczmy najpierw liczbe takich rozmieszczen n listéw, przy ktorych choé je-
den list jest umieszczony wlasciwie. Niech A; oznacza wszystkie rozmiesz-
czenia, w ktérych i-ty list trafil do i-tej koperty. Wowczas |A;| = (n — 1)L
Podobnie

|Az‘ﬂAj| :(n—2)!, |Az‘ﬂAjﬂAk| :(n—3)‘, itd.

Zatem |A; U A3 U ... U A, jest réwna sumie

”‘(”—1)!—<Z>-(n—2)!+<g>-(n—3)!—...+(—1)"+1<z> -
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Rozmieszczen, przy ktorych wszystkie listy zostaly Zle wtozone jest
n! nl n! n! n!  n! n!
| — | — — _ (=1 ) = — — = _ —_1\yr =
n! <n P+ o= (=1 n!>_2! 3!+4! o4 (=1) r
Poniewaz wszystkich rozmieszczen listow jest n!, wiec prawdopodobienstwo,

ze sekretarka wlozy zZle wszystkie listy wynosi

1 1 1 -n" 1 1 1 1 -n"
= PP Gl U S SN S S Gl
2! 3! 4l n! 120 31 4l n!
Zatem dla duzych n prawdopodobienstwo to niemal w ogdle nie zalezy od n.

~e la0,37.

Przeniesmy teraz powyzsze obliczenia na grunt formalny. Permutacja 32415
elementy 2 oraz 5 pozostawia na miejscu: 2 pozostaje na pozycji drugiej, 5 —
na pozycji piatej. Takie elementy nazywamy punktami stalymi permutacji.
Permutacje bez punktow statych nazywamy nieporzadkiem.

Liczbe nieporzadkéw na zbiorze 1, 2, ..., n oznaczamy symbolem d,, (od ang.
derangement - nieporzadek). Przyjmujemy umowe, ze dy = 1. W $wietle po-
wyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace:

TWIERDZENIE 3.2 Liczba nieporzgdkow na zbiorze n-elementowym jest rowna

1 1 1 1
=nl. [ = - = - 1=

Srednia liczba punktéw stalych*

Spoéjrzmy na punkty stale permutacji zbioru 123:
123 132 213 231 312 321.

Pierwsza permutacja ma 3 punkty stale, druga, trzecia i szdsta po jednym.
W sumie 6 punktow statych, wiec érednio na jedna permutacje wypada jeden
punkt staty. Pokazemy, ze tak jest réwniez dla permutacji innych zbioréw.

Obliczmy najpierw liczbe punktow statych we wszystkich n-elementowych per-
mutacjach tacznie. Zalézmy, ze punktami stalymi permutacji jest zadane k
sposrod n liczb i tylko te liczby. Oznacza to, ze na pozostatych n — k miejscach
permutacja jest nieporzadkiem. Takich nieporzadkéw jest d,,_jp. Poniewaz te
k liczb mozna wybraé na () sposobéw, wiec lacznie jest (})d,—j permutacji
majacych dokltadnie k punktéw statych. Laczna liczba punktéw stalych to

- n
>k < k) -
k=0
Pierwszy sktadnik, odpowiadajacy & = 0 mozna pomingé, ale przypomina on,
ze niektére permutacje (konkretnie nieporzadki) nic do tej sumy nie wnosza.
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Dla dowodu, ze $rednia liczba punktéw stalych przypadajaca na jedng z n!
permutacji jest réwna 1, wystarczy zatem wykazaé, ze zachodzi tozsamos$é

- n
Zk( )dn_k =nl.
k=0 k

Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej.! Dla n = 1 tozsamosé jest
oczywista. Przy przejéciu indukcyjnym skorzystamy z prostej do sprawdzenia

n+1 n
(%) k:( P )z(n—i—l)(k_l).

Zalbézmy, ze tozsamosé zachodzi dla n, pokazemy, ze zachodzi dla n+ 1. Mamy

ntl n+1 n+1

n+1 n+1 * n
§ k dn+1—k = § k dn+1—k = § (n + 1) dn+1—k =
k=0 k k=1 n k=1 k—1

n

n
k=0

Przedostatnia réwnoéé wynika z sumowania liczby permutacji majacych kolej-

no 0, 1, 2, 3, ... punktéw stalych.

W wyktadzie 24 pokazemy, jak znalez¢ srednia liczbe punktéw statych permu-
tacji bez zadnych rachunkéw, za pomocg metod teorii prawdopodobienstwa.

Zadania

6. Wyobrazmy sobie maszyne do tasowania kart, ktéra tasuje karty w ten sposéb, ze kazdy
uktad kart jest réwnie prawdopodobny. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienistwo, ze
przy tasowaniu talii 52 kart ktéras z kart znajdzie sie na swojej wczesniejszej pozycji?

7. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® znajdz liczbe nieporzadkéw dao wykonujac
instrukcje
derangements on 20.

R
8. Na ile sposobow mozna ustawi¢ na szachownicy 8 jednakowych wiez tak, aby zadne dwie
sie nie bily, a ponadto zadna z nich nie znajdowala sie¢ na przekatnej A1-B2-...-H8?

9. Wykaz, ze liczba nieporzadkéw na zbiorze n-elementowym jest réwna zaokragleniu n!/e
do najblizszej liczby catkowitej, tzn.

|

n!

dn, = round —.
e

! Czytelnik, ktéry sie z nig nie zetknat, moze przejrzeé poczatek wykladu 6.



