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Wstep

Niechaj nie wchodzi tu nikt, kto nie zna geometrii.

Wedtug tradycji napis u wejscia do Akademii Platonskiej

Niniejsza ksiazka przedstawia propozycje jednosemestralnego kursu geometrii,
uzupelnionego o kilka wyktadéw geometrii algebraicznej. Powinna by¢ dostep-
na dla studentéw II roku matematyki i kierunkéw pokrewnych. W zasadzie
korzystam tu wylacznie z podstawowego kursu analizy i geometrii analitycznej
(z illoczynem wektorowym wlacznie), pojecia grupy i podstaw algebry liniowej.

Miejsce geometrii w wyksztalceniu matematyka

Wspodlczesny, przecietnie wyksztalcony matematyk miatby spore ktopoty z
wejsciem do Akademii Platonskiej, gdyz geometria rzadko kiedy jest jego moc-
ng strona. Oczywiscie zna sporo analizy i algebry liniowej, zna podstawy teorii
mnogosci (ok. 1870-1920), topologii (lata miedzywojenne), ale w zakresie geo-
metrii zatrzymal si¢ na geometrii analitycznej (w. XVII), a z pdzniejszych
rzeczy zna dzialania na wektorach. Z tajemniczych powodoéw zostal pozbawio-
ny wszelkiego kontaktu z nowszg geometria.

Gdy chodzi o najnowszq geometrie mozna to thumaczy¢ jej trudnoscia. Powaz-
ny wyklad wykorzystuje geometrie rézniczkowa, algebre abstrakcyjng i kilka
innych zaawansowanych dyscyplin w istotny sposob. Ale znaczna cze$é¢ geo-
metrii XIX w. tak ostrych wymagan nie stawia.

xi



xii Wstep

Zamiast kapitulowaé przed trudnosciami przyjalem zalozenie, ze nawet dosé
okrojona geometria dostarcza doskonalej motywacji dla wykladéw z algebry
abstrakcyjnej, geometrii rézniczkowej, topologii i zapewne wielu innych dzie-
dzin. A przede wszystkim jest fascynujacal

Strategie lektury

Zamierzatem napisaé ksiazke o objetosci ok. 180 stron, odpowiadajaca jed-
nosemestralnemu wyktadowi, a przez swa niewielky objetos¢ zachecajaca do
lektury. Niestety geometria okazata sie zbyt ciekawa. Przedstawiony material
trudno zmiesci¢ w calodci ramach jednosemestralnego kursu dla mtodszych
studentéw.

Na szczescie ogdlna orientacje w calosci tematyki mozna zdoby¢ juz po lekturze
czedci wykltadéw. Ponizszy schemat pokazuje podstawowe bloki kazdej z pieciu
czesci. Polaczone wyktady 8-9 maja bardzo skromny wpltyw na dalsze wyktady,
przy szybkim studiowaniu ksiazki mozna przejrzeé je pobieznie.
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\
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\
13 14 15 23

Chcac dojéé relatywnie daleko, ograniczylem sie¢ do geometrii plaszczyzny,
nie dotykajac wyzszych wymiaréw. Porownujemy cztery klasyczne geometrie:
euklidesowa, sferyczna, hiperboliczng i rzutowa. W trzech pierwszych przygla-
damy sie prostym, okregom i tréjkatom, poréwnujemy podobienstwa i roznice.
Poréwnujemy tez parkietaze.



Wstep xiii

W geometrii euklidesowej i rzutowej przygladamy sie réwniez krzywym stoz-
kowym. Poznajemy klasyczne twierdzenia Pappusa, Desarguesa i Pascala.
W koncowej czesci oprécz krzywych stozkowych (drugiego stopnia) pojawiaja
sie krzywe trzeciego stopnia. Dzieki zastosowaniu metod geometrii rzutowej
wyjasdnia sie, dlaczego krzywe eliptyczne — z pozoru bardzo specjalne krzywe
o réwnaniu y? = 23 4 ax + b — niemal catkowicie zdominowaty badania nad
krzywymi szesciennymi.

Poziom trudnosci zadan

Przy braku powaznej tradycji nauczania geometrii przyjatem, ze nalezy zmi-
nimalizowaé¢ zbedne trudnosci. Dlatego wicksza czeé¢ zadan to dosé proste
(czasem moze zbyt proste!) éwiczenia pozwalajace Czytelnikowi kontrolowad,
na ile rozumie tekst i poziom opanowania podstawowych technik. Zadania
pojeciowe tez sa zazwyczaj umiarkowanej trudnosci.

W ksiazce prawie nie ma zadan rachunkowych, a w konsekwencji nie ma tu
typowych przyktadéw - wzorcow. Takie przyktady pelnia oczywistg role w kur-
sach analizy czy geometrii analitycznej, gdzie opanowanie standardowych tech-
nik rachunkowych jest waznym elementem wyksztalcenia. Tu istotne jest raczej
zrozumienie pojeé, sensu twierdzen i zwigzkéw pomiedzy nimi. Zrozumienie
nietypowych geometrii tylko w niewielkim stopniu zalezy od ¢wiczen rachun-
kowych.

Dowody, czyli wyjasnienia

Wiegkszoéci istotnych twierdzen towarzysza dowody albo przynajmniej szkice
dowodow. Z wazniejszych twierdzen chyba tylko twierdzenie Bézouta przyjete
jest bez zadnego uzasadnienia. Na szczeScie ma ono taki charakter, ze jego
prawdziwos$¢ nie budzi zdziwienia.

W niektérych rozumowaniach moga pojawi¢ sie — czasem zamierzone — nie-
Scistosci. Wazniejsze byto dla mnie wyjasnienie, dlaczego co$ jest prawdziwe
niz troska o formalna nieskazitelno$¢ dowodu.

Biogramy i uwagi historyczne

Podobnie, jak w poprzednich tomach cyklu ksiazka zawiera krétkie biogra-
my. Staralem sie umiesci¢ krétkie notki o wazniejszych, symbolicznych dla
geometrii postaciach, nawet jezeli mialy one swe biogramy we wczesniejszych
tomach. Warto odnotowaé, ze w geometrii pojawia sie wiele postaci, ktérych
nie ma okazji poznaé¢ na innych wyktadach.



xiv Wstep

W notkach bedzie tez mowa o uczonych i artystach z pogranicza matema-
tyki (np. Merkator, Escher). Ich obecnos$é przypomina, ze geometria nie jest
wytacznie abstrakcyjng nauka; jest istotna czescia zycia.

Uwagi dla Wyktadowcy
Z ksiazki mozna wykroi¢ dwa zasadniczo rézne kursy 15-tygodniowe.

Jedna z mozliwosci to daé przeglad czterech klasycznych geometrii: euklideso-
wej, sferycznej, hiperbolicznej i rzutowej. Mozna to zrobi¢ np. na podstawie
wyktadéw 1 -6, 10 - 131 16 - 20.

Jednak powazna pokuse moze stanowié¢ krétkie wprowadzenie do geometrii
algebraicznej. Przy takim ustawieniu priorytetéw trzeba czeSciowo pominaé
geometrie sferyczna i hiperboliczna. Realistyczny kurs mogtby sktadaé sie np.
z wykladow 1 - 5, 10 - 12, 16 - 19 oraz 21 - 23.

Zauwazmy jeszcze, ze kurs (a takze lekture) mozna skrécié, pobiezniej trak-
tujac pierwsze cztery wyktady, w ktorych spora cze$¢ materiatu jest jedynie
przypomnieniem rzeczy przynajmniej po czesci znanych.

ARV

Konczac szosty tom serii chciatbym goraco podzigkowaé¢ moim Kolegom i Wy-
dawcom za wysitek wlozony w prace nad ksigzka: doc. dr Zbigniewowi Skoczy-
lasowi za wnikliwg lekture tekstu i szereg uwag redakcyjnych, a dr. Marianowi
Gewertowi za ogromng prace wlozona w wykonanie okoto 170 rysunkéw. Dzie-
kuje tez mojej zonie Danusi za przygotowanie wstepnych, otéwkowych szkicéw
znacznej ich czesei.



Wyktad 5

Geometria sfery

Obliczajac pola niewielkich obszaréow korzystamy z wzoréw geometrii euklide-
sowej, a nie geometrii sferycznej, mimo to otrzymane wyniki sg wystarczajaco
doktadne. Jest tak dlatego, ze na niewielkim obszarze powierzchnia malego
wycinka kuli o odpowiednio duzym promieniu jest praktycznie nieodréznialna
od ptaszczyzny.

W pewnym sensie geometria euklidesowa jest tylko przyblizeniem ,prawdzi-
wej” geometrii opisujacej nasz $wiat — geometrii sferyczne;j.

5.1 Proste i okregi na sferze

Okregi wielkie i punkty antypodyczne - Odleglosé - Proste - Okrgg i kolo -
Obwdd okregu i pole kola - Zadania

W rozwazaniach dotyczacych sfery bedziemy czesto nawigzywaé do termino-
logii geograficznej, gdyz powierzchnia Ziemi jest naturalnym modelem takiej
geometrii.

Okregi wielkie i punkty antypodyczne

Okregiem wielkim nazywaé bedziemy okrag wycinany ze sfery plaszczy-
zna przechodzaca przez srodek kuli. Okregiem wielkim jest réwnik, a takze
wszystkie potudniki.

Pare punktéw sfery nazywamy antypodycznymi, jezeli odcinek je taczacy
przechodzi przez $rodek sfery. Przykladem takiej pary sa bieguny.
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52 Wyktad 5. Geometria sfery

Odlegtosé

Odleglosé punktéw na sferze mozna zdefiniowaé na dwa sposoby: jako odle-
glos¢ euklidesowa albo jako odlegto$¢ wewnetrzna.

Odlegloéé euklidesowa punktéw sfery to ich odleglto§é w przestrzeni R3.
Wada takiego okreslenia jest to, ze odwotuje sie do innej przestrzeni niz sa-
ma sfera. Ma tez mniejsze zastosowania: gdy méwimy o odlegtosci pomiedzy
Wroctawiem i Rzymem nie myslimy o dlugosci tunelu, jaki nalezaloby prze-
kopaé, aby polaczy¢ te miasta, ale o dtugosci drogi, jaka musimy pokonaé po
powierzchni Ziemi.

Odlegloscia wewnetrznag punktéw A, B sfery nazywamy dlugosé najkrét-
szej linii laczacej te punkty, zawartej w sferze. Dowodzi sie, ze linia taka jest
tuk okregu wielkiego. W dalszych rozwazaniach przez odlegto$¢ punktéw sfery
rozumiemy odlegltosé wewnetrzna, zwana tez sferycznag.

Przyjmujemy, ze punkty sfery reprezentowane sa przez wektory zaczepione w

poczatku uktadu, przy czym A = a, B = b itd.

TWIERDZENIE 5.1 Na sferze jednostkowej odleglosé sferyczna pomiedzy punk-
tem A a punktem B jest réwna

arccos(a o b).

Dowob: Niech v bedzie katem pomiedzy wektorami a i b. Z definicji iloczynu
skalarnego
aob=llal| - [[b]| cosy = cos .

Zatem = arccos(aob). Pozostaje zauwazy¢, ze na sferze jednostkowej dlugosé
huku jest réwna mierze kata.

Proste

Poniewaz sfera nie zawiera zadnej prostej, wiec jasne jest, ze role prostych od-
grywaja tu inne linie. Na ptaszczyznie najkrétszg krzywa taczaca dwa punkty
jest odcinek prostej. Wiemy juz, ze na sferze analogiczna wlasno$¢ ma tuk
okregu wielkiego. Dlatego tez za proste na sferze przyjmujemy okregi wielkie.

Odnotujmy dwie podstawowe wlasnosci tych ,, prostych”.

1. Przez dowolne dwa punkty nieantypodyczne przechodzi jedna prosta, przez
punkty antypodyczne nieskoniczenie wiele prostych.

2. Kazde dwie proste przecinajg sie w dwu punktach. W szczegdlnosci, na
sferze nie ma prostych réwnolegtych.



5.1. Proste i okregi na sferze 53

Okrag i koto

Okregiem sferycznym o srodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich
punktéw sfery, ktérych odleglosé sferyczna od punktu O jest réowna r. Latwo
uzasadnié, ze okrag sferyczny jest okregiem euklidesowym. Podobnie, kazdy
okrag euklidesowy zawarty w sferze jest tez okregiem sferycznym. Zauwazmy
jednak, ze érodek okregu sferycznego nie lezy w jego plaszczyznie.

Kolem sferycznym nazywaé bedziemy zbiér punktéw odlegltych od O co
najwyzej o r.
Obwod okregu i pole kota

Wzory na obwoéd okregu sferycznego i pole kota sferycznego sa podobne do
wzorow euklidesowych. Wyprowadzimy je dla sfery o promieniu R, aby utatwic
poréownanie wzoréw z ich euklidesowymi odpowiednikami.

TWIERDZENIE 5.2 Na sferze o promieniu R obwod okregu o promieniu sfe-
rycznym r wyraza sie wzorem

r
L(r) =2rRsin —
(r) =2m sin —,

a pole kota o takim promieniu wzorem

P(r) = 4rR2 sin? ——
(r) = 4w R* sin 5

DowoOD: Kat o odpowiadajacy okregowi o promieniu sferycznym r spelnia
proporcje
— = — skad o=
7r

S

r
7

Promien euklidesowy takiego okregu wynosi Rsin «, a wiec obwdd

L(r) =2nRsina = 2r R sin %



54 Wyktad 5. Geometria sfery

Aby obliczy¢ pole przypomnijmy, ze zgodnie z twierdzeniem Archimedesa po-
le czaszy o wysokosci H w kuli o promieniu R wyraza sie wzorem 2mRH.
Zaleznos¢ te uzyskujemy metodami elementarnej analizy. Zauwazmy, ze

H=R-—-Rcosa=R(l—cosa) = R(l— <1 — 2sin? %)) :2Rsin2%.

Zatem pole kota o promieniu sferycznym r jest rowne
o r
P(r) =27rR-2Rsin® - = 47R%sin’® —.
(r) =2m sin” 5 mR"sin” o

Dla r maltych w stosunku do R wzory te w przyblizeniu zgadzaja si¢ z analo-
gicznymi wzorami geometrii euklidesowej (p. zad. 2).

Zadania
1. Jak wyglada wzér na odlegloéé sferyczna na sferze o promieniu R?

2. Wykaz, ze
L(r)

r—o+ 27T

I

czyli dla matych r wzory na obwdd okregu sferycznego i euklidesowego sa asymptotycznie
réwne. Pokaz, ze podobnie jest dla wzoréw na pole.

3. Pokaz, ze srodek okregu sferycznego, ani jego promien na ogél nie sg wyznaczone jedno-
znacznie. Czy istniejg okregi majace jednoznacznie okreslony srodek? A promien?

4. Dwa r6zne okregi na plaszczyznie maja co najwyzej dwa punkty wspélne. Czy podobnie
jest na sferze?

5. Znajdz wspélrzedne punktu antypodycznego wzgledem punktu o szerokosci geograficznej
p6inocnej 51° 1 dlugosci geograficznej 17°.

AR

6. Wykaz, ze na sferze jednostkowej wektor wodzacy punktu o szerokosci geograficznej ¢
i dtugosci geograficznej A jest réwny

(cos A cos p, sin A cos , sin p).

Wywnioskuj stad, ze na sferze o promieniu R odlegloéé sferyczna pomiedzy punktami A, B
wyraza si¢ wzorem

d = Rarccos [cos ¢4 cos pp cos(AB — Aa) + sin @4 sin pg] .

Przyjmujemy, ze szerokosci geograficzne na poétkuli potudniowej i dtugosci geograficzne na
poéikuli zachodniej brane sg ze znakiem minus.
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5.2 Katy, trojkaty i twierdzenie Pitagorasa

Wielokgty wypukle na sferze - Kqty sferyczne i prostopadlosé - Twierdzenie
Pitagorasa - Zadania

Zajmiemy sie teraz wielokatami sferycznymi. W tej czesci geometria sferyczna
wciaz tylko nieznacznie rézni sie od geometrii ptaszczyzny euklidesowej.

Wielokaty wypuktle na sferze

Wielokat wypukty na ptaszczyznie euklidesowej mozna zdefiniowaé jako cze$é
wspdélng skonczonej liczby péiplaszezyzn. Analogicznie definiujemy wielokaty
sferyczne.

Polsferg — czyli ,,pdlplaszczyzna sferyczng” — nazywamy obszar sfery le-
zacy po jednej stronie okregu wielkiego, wraz z ograniczajacym go okregiem.
Wypuklym wielokatem sferycznym nazywamy cze$¢ wspdlng skonczonej
liczby potsfer. Czesé wspodlna n réznych polsfer jest n-katem.

To, ze dwie proste sferyczne przecinaja sie w dwu punktach powoduje, ze na
sferze istnieja wielokaty o dwu bokach, czyli dwukaty. Dwa okregi wielkie
(np. potudniki) dziela sfere na cztery dwukaty.

Katy sferyczne i prostopadtosé

Niech P bedzie punktem przeciecia dwu okregéw wielkich. Rozwazmy styczne
w punkcie P do obu okregéw. Za miare kata pomiedzy prostymi sferycznymi
przyjmujemy miare kata pomiedzy tymi stycznymi.

Réwnik przecina kazdy z poludnikéw pod katem prostym. Przez dany punkt
prostej sferycznej moze przechodzi¢ wiecej niz jedna do niej prostopadta. Przy-
kladem sa okregi wielkie, ktére w biegunach przecinaja sie pod katem prostym.

Twierdzenie Pitagorasa

Sferycznym odpowiednikiem twierdzenia Pitagorasa jest ponizsze:

TWIERDZENIE 5.3 Niech a, b, ¢ bedg bokami trdjkgta sferycznego, o, 3,
kgtami lezgcymi na przeciw odpowiednich bokow, przy czym v = 7/2. Wowczas

COS ¢ = ¢os a cos b.
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DowOD: Odpowiednio przesuwajac trojkat mozemy przyjaé, ze wierzchotkiem
C = c jest biegun polnocny, a dwa pozostate leza jeden w plaszczyznie Ozxz,
a drugi w Oyz. Wéwczas

¢ =10,0,1], a = [cos a, 0, sin «], b = [0, cos 3,sin g].
Fatwo sprawdzié, ze zachodzi réwnosé
aob=(aoc)-(boc),
czyli
cos (arccos(a o b)) = cos (arccos(a o ¢)) - cos (arccos(b o c)).

Z twierdzenia 5.1wiemy, ze arccos(aob) to dlugos$é tuku AB, czyli c¢. Podobnie
odpowiednie wyrazenia po prawej stronie, to dlugoéci b, c. Zatem

cos ¢ = cos b cos a.

Spojrzmy, jak sferyczne twierdzenie Pitagorasa wiaze si¢ klasycznym dla ptasz-

czyzny. Zalézmy, ze tréjkat jest bardzo maly (a wiec zawierajacy go obszar
sfery jest niemal ptaski). Wéwczas

2 2 2

c b a

cosczl—;, cosb%l—;, cosa%l—;.

Dla matych a, b, ¢ powyzsza rownos$é prowadzi do aproksymacji

[ )

c a? b a%b? a2 b2
8 PRI AP I

1—— —
2 2 2 4 2 2’

skad ¢ =~ a? + b2, przy czym w granicy otrzymujemy réwnosé.

Zadania

7. Czy obszar sfery ograniczony dwoma potudnikami i réwnoleznikiem jest trojkatem sfe-
rycznym?

8. Czy na plaszczyznie euklidesowej istnieja trzy proste parami prostopadle? Pokaz, ze proste
takie istnieja na sferze.

9. Na sferze istnieje prostokatny trojkat rownoboczny. Jakie dlugosci maja boki takiego
tréjkata na sferze jednostkowej?

VARV IR
10. Czy sferyczne tréjkaty réwnoboczne sa przystajace?
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5.3 Twierdzenie Girarda-Harriota
i pola wielokagtow

Pole trojkgta - Przystawanie a podobienstwo trojkgtow - Pole i eksces wielokgta
- Zadania

Na poziomie lokalnym — gdy analizujemy malty obszar sfery — wzory geo-
metrii sferycznej w przyblizeniu zgadzaja sie z analogicznymi wzorami geome-
trii euklidesowej. Ale jest rzecza oczywista, ze globalnie — gdy patrzymy na
caly sfer¢ — jest ona zasadniczo inna niz ptaszczyzna. Twierdzenie Girarda-
Harriota i jego konsekwencje dobitnie te réznice obrazuja.

Pole tréjkata

Twierdzenie Girarda-Harriota jest zapewne najwazniejszym twierdzeniem geo-
metrii sferycznej. Zacznijmy od lematu.

LEMAT 5.1 Na sferze jednostkowej pole dwukgta sferycznego o kqcie o jest
rowne 2aq.

DowOD: Intuicyjnie jest oczywiste, ze pole dwukata jest proporcjonalne do
miary jego kata wewnetrznego o. Mozna to tez wykaza¢ metodami rachunku
catkowego.

Poniewaz kat pélpelny ma miare 7, a odpowiadajacy mu dwukat ma pole 2,
wiec wspotczynnik proporcjonalnosci jest réwny 2, zatem pole takiego dwukata
jest rowne 2.

TWIERDZENIE 5.4 (Girarda-Harriota)
Na sferze jednostkowej pole P trojkgta sferycznego o kgtach o, 3, v jest rowne

P=a+pB+~y—m.

DowOD: Rozwazmy tréjkat sferyczny ABC o katach «, 31~ i polu P. Niech
A’, B"i C' beda punktami antypodycznymi wzgledem A, B i C.
A

v
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Zauwazmy, ze pOlsfera ograniczona okregiem ABA’'B’ i zawierajaca punkt
C jest sumag czterech trojkatow ABC, BCA', A/\CB’ oraz B'C A o polach
odpowiednio

P, 2a — P, 28 — P, 2y — P.
Skoro te cztery obszary daja w sumie pétsfere, to
P+ (2a—P)+ (26— P)+ (2y—P)=2m.

Stad po oczywistych przeksztatceniach P = a + 3+ v — 7.

Przystawanie a podobienstwo tréjkatow

Pojecie przystawania definiowane jest tak, jak dla plaszczyzny — za pomo-
ca izometrii. Izometriom sfery przyjrzymy sie w wykladzie 7., ale juz teraz
powinno by¢ jasne, ze sg nimi obroty wokét osi sfery, a takze symetrie lustrza-
ne wzgledem plaszczyzny réownika i innych ptaszczyzn przechodzacych przez
srodek sfery. Tak wiec tréjkatéw przystajacych nie brakuje.

Pojecia podobienstwa dla sfery definiowaé nie bedziemy. Nasze euklidesowe
nawyki podpowiadaja, ze tréjkaty o katach parami odpowiednio réwnych sa
podobne. Przy takim intuicyjnym rozumieniu podobienstwa mozemy poczynié
ciekawa obserwacje: podobne trojkaty sferyczne sa przystajace.

Istotnie, trojkaty o takich samych katach majg réwne pola, a wiec wspdlczyn-
nik podobiefistwa jest réwny 1. Sa zatem przystajace.

Pole i eksces wielokgta sferycznego

Suma katéw w tréjkacie euklidesowym jest rowna 7. Widzimy zatem, ze pole
tréjkata sferycznego jest réwne sumie miar jego katow pomniejszonej o sume
miar katéw w tréjkacie euklidesowym. Ta réznica pomiedzy sumag katéw w
wielokacie sferycznym a suma katéw w odpowiednim wielokacie euklidesowym
nazywana jest ekscesem albo nadmiarem tréjkata. Zgodnie z twierdzeniem
Girarda-Harriota pole tréjkata sferycznego na sferze jednostkowej jest rowne
jego nadmiarowi.

Ogdlnie, ekscesem wielokata sferycznego o n bokach (albo jego nadmia-
rem) nazywamy liczbe

(a1 +a+ ...+ ap) — (n—2)m,

czyli roznice pomiedzy sumag jego katéw a suma katéow w odpowiednim wielo-
kacie euklidesowym. Zachodzi wynik ogdlniejszy.
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TWIERDZENIE 5.5 Pole dowolnego wielokgta sferycznego na sferze jednostko-
wej jest rowne jego ekscesow:.

Prosty dowdd indukcyjny pozostawiamy jako ¢wiczenie. W dowodzie mozesz
skorzystaé z tego, ze wypukly wielokat sferyczny majacy przynajmniej cztery
boki mozna podzielié na dwa, z ktorych kazdy ma mniej bokéw niz wyjsciowy.

Zadania

11. Nie korzystajac z twierdzenia Girarda-Harriota oblicz pole trjkata o trzech katach pro-
stych.

12. Uzasadnij, ze kazdy czworokat sferyczny ma kat rozwarty.
13. Udowodnij twierdzenie 5.5.
AR

14. Laczac odcinkami $rodki bokéw tréojkata rownobocznego na plaszczyznie dzielimy ten
tréjkat na cztery trojkaty przystajace. Czy podobnie jest na sferze?

5.4 Harriot i Girard

Do konica XVIII w. matematycy utrzymywali sie z wykonywania praktycznych
prac (budownictwo, kartografia, astrologia) albo rzadziej — dzieki opiece bo-
gatego mecenasa. Préba utrzymywania sie wylacznie z pracy naukowej (w tym
przektady i redagowanie dziel innych autoréw) rzadko zapewniata godziwe zy-
cie. Oto przyktady dwu bardzo odmiennych karier z przetomu XVI i XVII w.

Thomas Harriot (1560-1621), matematyk i astronom angielski. Po stu-
diach w Oksfordzie, wstapil w stluzbe sir Waltera Raleigha, w charakterze
kartografa i nawigatora. Wystany do Wirginii poznal zycie, jezyk i obyczaje
tamtejszych Indian, jak tez topografie terenu. Po powrocie do Anglii zajmowal
sie tez astronomia i optyka. Po aresztowaniu jego protektora (wielka polityka
rzadko jest bezpieczna) sam takze spedzit pét roku w wiezieniu. W matematyce
zajmowal sie gléwnie algebra, ktorej dotyczy jedyny jego traktat matematycz-
ny, opublikowany zreszta posmiertnie.

Albert Girard (1595-1632), matematyk francuski, ur. prawdopodobnie w
Lotaryngii, jako protestant przenidst sie do Niderlandéw, kraju znacznie bar-
dziej tolerancyjnego. Wiadomo, ze przez jakis czas byt inzynierem w stuzbie
ksiecia. Ale wigksza czed¢ zycia spedzil w biedzie, zajmujac si¢ gtéwnie mate-
matyka i mato podwiecajac uwagi jedenasciorgu dzieciom. Jest jednym z pierw-
szych matematykéw, ktérzy przy liczeniu pierwiastkow réwnania uwzgledniali
zespolone, co pozwolitlo mu odkryé zasadnicze twierdzenie algebry. Uogdlnit
tez na rownania wyzszych stopni znane wzory Viete’a.



Wyklad 6

Parkietaze
1 twierdzenie Eulera

Poniewaz maty wycinek sfery jest niemal ptaski, wiec lokalne wlasnoéci obu
geometrii: euklidesowej i sferycznej musza by¢ w przyblizeniu podobne. Wi-
dzieliémy to na przykladzie wzoréw na obwdd okregu i pole kota czy twierdze-
nia Pitagorasa. Z drugiej strony twierdzenie Girada-Harriota przypomina, ze
zawsze beda to tylko przyblizenia; jakakolwiek préba przeskalowania trdjkata
powoduje, ze zmienig si¢ jego katy, a zatem i ksztalt.

W tym wyktadzie bedziemy zajmowaé sie réwnoczesnie sfera i pltaszczyzna.
Znéw zobaczymy, jak bardzo réznig sie te dwie przestrzenie. Pokazemy, ze
calkiem inaczej wygladaja parkietaze na plaszczyznie, a inaczej na sferze.

6.1 Parkietaze plaszczyzny

Trzy klasyczne parkietaze reqularne - Parkietaze potregularne - Zadania

Parkietazem plaszczyzny nazywamy pokrycie ptaszczyzny wielokatami o roz-
tacznych wnetrzach. Analogicznie okre$lamy parkietaz sfery czy przestrzeni.
Powszechnie znane sa trzy klasyczne parkietaze plaszczyzny:

60



6.1. Parkietaze plaszczyzny 61

Przy naturalnych warunkach na jednorodnos¢ utozenia istnieje tylko skoncze-
nie wiele istotnie réznych parkietazy ptaszczyzny. W dalszej czesci zajmiemy
sie analogicznym problemem dla sfery.

Trzy klasyczne parkietaze regularne

Parkietaz nazywamy regularnym, jezeli sktada sie z jednakowych wielokatow
foremnych. Okazuje sie, ze nie ma innnych parkietazy regularnych ptaszczyzny
niz trzy wyzej pokazane. Dowdd nie jest trudny.

Przypomnijmy, ze kat wewnetrzny w n-kacie foremnym jest réwny

° p_2
180° = 0 =2 pge
n n

W istocie, jest to kat potpelny pomniejszony o wielkos¢ skretu. A poniewaz
po n krokach wykonujemy skret o 360°, wiec przy kazdym wierzchotku jest on
rowny n-tej czesci kata pelnego.

Dla wielokata foremnego n = 3, 4, 5, 6 bokach otrzymujemy kat o mierze
odpowiednio
60°,90°,108°,120°.

W wierzchotku stykaja sie przynajmniej trzy wielokaty, wiec wielokaty o wiek-
szej liczbie bokéw nie tworza parkietazu regularnego. Musimy odrzucié¢ tez
pieciokaty, gdyz 108 nie dzieli 360. Pozostaja zatem trzy mozliwe wartosci n:
3, 4 oraz 6.

Jest oczywiste, ze parkietaz ztozony z samych tréjkatéw rownobocznych, sa-
mych kwadratéw albo samych szeSciokatéow foremnych musi wygladaé tak, jak
jeden z trzech pokazanych na wstepie.

Parkietaze pétregularne

Parkietaz nazywamy poélregularnym, jezeli sktada sie z réznych wielokatow
foremnych, ale w kazdym wierzchotku wystepuja takie same wielokaty, w tej
samej kolejnosci.
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Jest tylko osiem polregularnych parkietazy plaszczyzny. Oto one:

Wykazemy, ze innych nie ma. Najpierw rozwazmy przypadek, gdy w kazdym
wierzchotku stykajg sie trzy wielokaty: k-kat, I-kat i m-kat. Suma katéw we-
wnetrznych tych trzech wielokatow musi da¢ kat pelny zatem

(180O _ 360 > + (180O — @> + (180O _ 360 ) = 360°,
k l m

skad po rutynowych przeksztatceniach otrzymamy

1 1 1 1

k + l + m 2
Oczywiscie k,I,m > 3. Jednym z rozwigzan ostatniego réwnania jest trojka
k =1 = m = 6, odpowiadajaca regularnemu parkietazowi szesciokatnemu.
Trzy dalsze rozwiazania to (4,8,8), (4,6,12) oraz (3,12,12), w dowolnej ko-
lejnodci (kolejnosé nie wplywa tu na typ parkietazu). Odpowiadaja im trzy
poczatkowe parkietaze w drugim rzedzie na rysunku powyzej.

Sa jeszcze inne rozwiazania, np. (5,5,10), ale mozna wykazaé, ze nie wyzna-
czajg one zadnego parkietazu.

Poniewaz najmniejszy kat w wielokacie foremnym to 60°, wiec w jednym wierz-
chotku styka sie co najwyzej szeé¢ wielokatéw. Pozostaje rozwazy¢ przypadki,
gdy w wierzchotku stykaja sie cztery, pie¢ albo szes¢ wielokatéw. Ten ostatni,
skrajny przypadek odpowiada parkietazowi regularnemu z tréjkatow.

Przypadek, gdy w wierzchotku stykaja sie cztery albo pie¢ wielokatéw prowadzi
do rownan
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oraz
1 1 1 1 1 3
—+-+t—+—-—+-—=_.
kK Il m n p
Rozwiazaniem pierwszego (podajemy tylko te, ktére wyznaczaja parkietaz)
sa czworki (3,3,6,6) i (3,4,6,4), drugiego (3,4,3,4,3), (3,3,3,4,4) oraz
(3,3,3,3,6). Czytelnik zechce sam rozstrzygnaé, ktére z powyzszych parkieta-
zy im odpowiadaja.

Zadania

1. Przygladajac sie rysunkom parkietazy pétregularnych wyznacz kat wewnetrzny:
a) w o$miokacie foremnym; b) w dwunastokacie foremnym.

2. Parkietazem dwoistym do danego nazywamy parkietaz utworzony przez potaczenie
odcinkami srodkéw sasiednich wielokatéw parkietazu.

a) Jak wygladaja parkietaze dwoiste do trzech parkietazy regularnych?

b) Z jakich wielokatéw sklada sie parkietaz dwoisty do parkietazu péiregularnego ztozonego
z sze$ciokatéw 1 trojkatow?

AR

3. Czy istnieje parkietaz ztozony z kwadratow dwu wielkosci, w ktérym kazdy maty kwadrat
sasiaduje z czterema duzymi, a kazdy duzy z czterema malymi (i byé moze pewna liczba
duzych)?

6.2 Wzér Eulera i regularne parkietaze sfery
Wzor Eulera - Regularne parkietaze sfery - Zadania

Pojecie parkietazu jest tu okreslone analogicznie, ale metody rozumowania
istotnie inne. Przypomnijmy, ze suma katow wielokata sferycznego nie jest w
pelni okreslona przez liczbe jego bokéw, dlatego nie jest mozliwe powtorzenie
poprzednich rachunkéw. Narzedziem bedzie wzor, ktérego odkrycie przypisuje
sie Leonhardowi Eulerowi (1707-1783).

Wzér Eulera

Dowolny parkietaz sfery wyznacza wieloscian wpisany w sfere. Méwiac o par-
kietazach sfery przyjelo sie wiec stosowaé terminologie zwiazana z wielocia-
nami. Wielokaty parkietazy nazywa si¢ Scianami, a ich boki i wierzchotki —
krawedziami i wierzchotkami parkietazu.
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TWIERDZENIE 6.1 (wzér Eulera)
Pomiedzy liczbg $cian S, liczbg krawedzi K i liczbg wierzcholkow W parkietazu
zachodzi zaleznosé

W—-K+§=2.

Taka sama zalezno$é zachodzi tez dla wielo$cianow wypuklych.

DowOb: Niech P, i =1, 2, ...,17= S beda $cianami parkietazu, przy czym n;
— liczba krawedzi i-tej $ciany, o; — suma katow wewnetrznych, e; — eksces.
7 definicji

€ = 0; — (TLZ — 2)71‘.
Sumujac liczby bokéw poszczegdlnych $cian otrzymamy podwojona liczbe kra-
wedzi, gdyz kazda krawedz jest liczona dwukrotnie. Zatem

S
n=1

Suma katéw w kazdym wierzchotku jest réwna 27, wiec sumujac wszystkie
katy otrzymamy

S

Z o; = 2rW.

i=1
Z twierdzenia 5.5 wiemy, ze eksces wielokata sferycznego jest rowny jego polu.

Tak wiec taczna suma ekscesow jest réwna polu powierzchni sfery, czyli

S S

S S
47122@22@—71 ni+27T21:
1 i=1

i=1 i=1 i=
=2rW — 27K +27S =27 (W — K + 9).
Drzielac stronami przez 27 otrzymujemy teze twierdzenia dla parkietazu.

Naturalna odpowiednio$¢ pomiedzy parkietazami sfery a wielo$cianami wy-
puklymi dowodzi, ze wzor ten zachodzi takze dla wielo$cianéw wypuktych.
W istocie zachodzi on tez dla innych wielo$cianéw, pod warunkiem, ze nie
majg ,dziur”.

Parkietaze regularne i wieloSciany platonskie

Przypomnijmy, ze wieloscian wypukly nazywamy platonskim lub forem-
nym, jezeli jego Sciany sa przystajacymi wielokatami foremnymi, a z kazdego
wierzchotka wychodzi ta sama liczba krawedzi.
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Istnieje pie¢ rodzajéw takich wieloSciandéw. Zauwazmy przede wszystkim, ze
Scianami wieloScianu platonskiego nie moga by¢ szeéciokaty foremne (a tym
bardziej wielokaty o wiekszej liczbie bokéw), gdyz trzy sze$ciokaty wychodzace
z wierzchotka nie tworza kata tréjéciennego. Tak wiec $cianami moga by¢ tylko
pieciokaty foremne, kwadraty albo trojkaty réwnoboczne.

Rozwazmy przypadek $cian pieciokatnych. W kazdym wierzchotku musza sty-

ka¢ sie trzy takie Sciany. Niech S bedzie liczba $cian parkietazu. Poniewaz kaz-

da krawedz nalezy do dwu $cian, a kazdy wierzchotek do trzech, wiec 2K = 55

oraz 3W = 5S. Podstawiajac K = 55/2, W = 55/3 do wzoru Eulera mamy
58 5S

22 5=
3 2 " ’

skad S = 12.
Podobnie dowodzi sie, ze szescian jest jedynym wielodcianem platonskim o

$cianach kwadratowych oraz ze istnieja co najwyzej trzy wieloéciany platonskie
o $cianach tréjkatnych: czworoécian, oémioscian i dwudziestoscian.

Wiemy, ze istnieje czworoscian foremny i szescian. Sktadajac podstawami dwie
piramidy o odpowiednich wymiarach otrzymamy foremny o$mioscian. Dowo-
dzi sie, iz takze konstrukcja dwunastoscianu i dwudziestoscianu jest wykonal-
na. Przypomnijmy, ze opisy tych konstrukcji wienczg Elementy Euklidesa.

8B

Rzutowanie $§rodkowe wieloScianu platonskiego na sfere na nim opisang daje
regularny parkietaz sfery. Tak wiec jest przynajmniej pie¢ takich parkietazy.
Zauwazmy jednak, ze sa jeszcze dwa typy parkietazy, ktére pomineliSmy.

Jeden sklada si¢ z dwu pétsfer, drugi (dokladniej nieskoniczona seria) z n dwu-
katéw sferycznych. Te dwa parkietaze nie odpowiadaja zadnym wieloScianom.




66 Wyktad 6. Parkietaze i twierdzenie Eulera

Zadania
4. Przeprowadz brakujace rachunki w dowodzie twierdzenia o wieloscianach platonskich.

5. Gdy parkietaz zlozony z dwukatéw uzupelnimy linia réwnika otrzymamy inny prawie
regularny parkietaz sfery. Dlaczego nie jest on parkietazem regularnym?

6. Parkietaz sfery odpowiadajacy czworos$cianowi foremnemu sktada sie z czterech trojkatow
réwnobocznych. Znajdz miare kata w tych tréjkatach. Analogiczne pytanie dla parkietazu
zlozonego z czworokatéw.

AR

7. Deficytem wieloécianu w danym wierzchotku nazwiemy réznice pomiedzy miara kata
pelnego a sumg miar katow ptaskich o danym wierzchotku. Zachodzi nastepujace twierdzenie
Kartezjusza: Suma deficytow wszystkich wierzchotkéw wielo$cianu wypuktego jest réwna
720°.

a) Sprawdz jego prawdziwosé dla czworodcianu foremnego i szescianu.

b) Wykaz, ze jest prawdziwe dla dowolnego wielo$cianu wypuktlego.

8. Tréjkatem Coxetera nazywamy trojkat, w ktérym kazdy kat ma miare bedaca podziel-
nikiem 180°.

a) Podaj przyktad trzech takich trojkatéw plaskich i trzech sferycznych.

b) Wykaz, ze jesli N jednakowych tréjkatéw Coxetera o miarach 180°/p, 180°/q, 180°/r
tworzy parkietaz sfery, to

4= =N+4.
p q r

9. Oczywisty ,parkietaz” przestrzeni zlozony jest z sze$ciandéw. Arystoteles niestusznie uwa-
zal, ze przestrzen mozna parkietowaé tez za pomoca czworoscianéw foremnych. Okazuje sie
jednak, ze mozna ja parkietowaé za pomoca kombinacji dwu wieloScianéw platonskich. Jakie
to wielosciany?

6.3 Wielosciany archimedesowskie
i parkietaze poétregularne sfery

Wielosciany archimedesowskie - Parkietaze potreqularne sfery - Zadania

Widzielismy, ze parkietaze regularne sfery sa $cisle zwiazane z wielo$cianami
foremnymi. Podobnie parkietaze pétregularne sfery wiaza si¢ z wieloscianami
archimedesowskimi.

Wielosciany archimedesowskie

Wieloécianem poétforemnym nazywamy dowolny wieloscian nieplatonski,
ktorego wszystkie Sciany sg wielokatami foremnymi, a otoczenia wierzchotkéw
sa jednakowe.
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Istnieja dwie oczywiste nieskonczone serie takich wieloécianéw: graniastostupy
oraz graniastostupy skrecone (o odpowiednich proporcjach).

Wieloécian potforemny nie mieszcezacy sie w zadnej z tych dwu kategorii nazy-
wamy archimedesowskim. Jest 13 takich wieloscianow. W Internecie tatwo
zobaczy¢, jak one wygladaja. Rysunki, jakie moglibySmy tu da¢ na pewno nie
doréwnywalyby kolorowym grafikom.

Parkietaze pélregularne sfery

Na wieloscianie péHforemnym mozna opisaé sfere. Rzutujac Sciany na po-
wierzchnie sfery otrzymamy parkietaz pétregularny sfery.

Tak wiec mamy przynajmniej 13 parkietazy archimedesowskich i dwie nieskon-
czone serie odpowiadajace graniastostupom prostym i skreconym.

Zadania

10. Odpowiednio przycinajac naroza szescianu otrzymamy wieloscian archimedesowski. Ile
ma Scian, wierzchotkéw i krawedzi?

11. Istnieje parkietaz sferyczny zlozony z prostokatnych trdjkatéw réwnobocznych. Z ilu
trojkatow sie sktada?

12. Sledz&gc transmisje telewizyjna meczu mozna zauwazy¢, ze klasyczna pitka jest w przybli-
zeniu pewnym wieloscianem archimedesowskim, ktorego czarne taty sa pieciokatami, a biate
szesciokatami. Mozna tez zauwazyé, ze w wierzchotku stykaja sie trzy laty: jedna czarna,
dwie biale. Ile tat ma pitka?

AR

13. Niech S3, Su, Ss, ...oznaczajg liczbe Scian tréjkatnych, czworokatnych itd. w ustalonym
wierzchotku parkietazu sferycznego. Wykaz, ze

2KZ(S3+S4+S5+...)W

Wywnioskuj stad, ze w wierzchotku wieloécianu archimedesowskiego stykaja sie $ciany co
najwyzej trzech rodzajow.



