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Wyznaje poglad naiwny, ale logicznie bez zarzutu, Ze (...) sq
tylko dune kategorie studentow: tacy, ktorzy juz lubig ma-
tematyke oraz tacy, ktorzy jeszcze jej mie lubig, ale mogq
polubic. Moja ksigzka adresowana jest do obu tych grup.

George F. Simmons, Calculus gems, MAA 2007

Panuje bledne przekonanie, iz jedynie prowadzenie badan
naukowych jest rzeczg godng wuznania, a przedstawianie
1 upowszechnianie wynikéow to rzecz podrzedna i uboczna.
A przeciez wymaga to takich samych uzdolnien i glebokiego
rozumienia [przedmiotu]. W istocie, konsekwencje tego nie-
uzasadnionego lekcewazenia podrecznikow sq¢ az nadto wi-
doczne: nasza literatura podrecznikowa pozostaje daleko po-
nizej poziomu publikacji naukowych, i jesli nie siegneliby-
$my do przekladow z angielskiego (Anglicy nie uwazajg pi-
sania podrecznikéw za rzecz upokarzajgca), to byloby jeszcze
gorzej. Nalezy zyczyé miodziezy, aby udalo sie ten przesqd
obali¢, a przynajmniej zlagodzic.

Emil Timerding 1910,
cyt. wg V. Remmert, U. Schneider, Eine Disziplin
und thre Verleger, transcript Verlag 2010
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Wstep

Odkrywanie zwigzkéw pomiedzy roznorodnymi obiektamsi
matematycznymi mozna poréownac do odkrycia zwigzku po-
miedzy elektrycznosciq a magnetyzmem w fizyce, czy tei —
w geologii — odkryciem podobieristwa pomiedzy wschodniq
linig brzegowqg Ameryki Poludniowej a zachodniq Afryki.
Emocjonalne znaczenie takich odkryé w nauczaniu trudno
przecenic. To one uczg nas szukac i odkrywaé cudowng har-
monie Wszechswiata.

Wiadimir I. Arnold (1937-2010),
O nauczaniu matematyki, wyktad wygloszony
w Palais de Découverte w Paryzu w 1997 r.

Ksiazka moze stuzy¢ jako podrecznik dla studentéw matematyki, fizyki i infor-
matyki, a takze studentéw uczelni technicznych. Szczegdlnie przydatna moze
sie okaza¢ dla przysztych nauczycieli matematyki. Wyktady 1-10, 12-15 oraz
17 odpowiadaja semestralnemu kursowi analizy matematycznej. Wyktady 20-
23 daja podstawowy kurs szeregdw, a 26-27 krétkie wprowadzenie do réwnan
rozniczkowych. Tylko w kilku rozdziatach ksigzka wykracza poza typowy ma-
teriat.

Jednak Czytelnik szybko zauwazy, ze rézni sie ona zasadniczo od tradycyjnych
podrecznikéw. Ma nieco inny styl i nieco inne cele.

Prawdziwa matematyka dla (prawie) wszystkich

Najciekawsze ksigzki matematyczne adresowane sa do przysztych matematy-
kéw. Moga oni po$wiecié¢ sporo czasu na przyswajanie podstawowych pojeé czy
dowodzenie twierdzen intuicyjnie oczywistych. Moja ksiazka szybko pokonuje
te wstepne etapy, dzieki czemu szybciej mozemy dojs¢ do rzeczy naprawde
ciekawych.

xiii



xiv Wstep

Prawdziwy matematyk zajmuje si¢ rozwiazywaniem konkretnych, ciekawych
problemow. Na takich wlasnie problemach skupiam sie w mojej ksiazce. Przy
okazji uczymy sie tez metod. Rzadko jednak obliczamy przypadkowe pochodne
czy przypadkowe calki. Obliczenia niemal zawsze sg tu tylko narzedziem, po-
zwalajacym uzyskaé interesujaca wiedze.

Kurs ten nie ma porzadku historycznego, powinien jednak da¢ jakie$ pojecie,
jak rozwija sie matematyka, i dlaczego nabiera charakteru coraz bardziej abs-
trakcyjnego. A przede wszystkim powinien pokazaé, co to jest matematyka.

Historycznie rzecz biorac istotne zastosowania analizy w fizyce zaczely sie
od réwnan rézniczkowych. Same calki i pochodne tez czasem sie przydaja,
ale rzadko pozwalaja zdobyé¢ naprawde interesujaca wiedze o Swiecie. Dlatego
zastosowania pojawiaja sie dopiero w ostatniej czedci.

Poziom Scistosci i rola dowodoéw

Pojecie granicy wprowadzane jest tu intuicyjnie, bez definicji, sprawiajacej
zazwyczaj istotny klopot. Takze wlasnosci granic przyjete sa bez dowodu.
Odpowiada to historycznemu rozwojowi rachunku rézniczkowego i catkowego.
Przypomnijmy, ze dzisiejsza definicja granicy pochodzi w zasadzie z II polowy
XIX w., a przeciez praktycznie cala klasyczna analiza powstala wcze$niej.

Niemal wszystkie pozostate pojecia sa definiowane, a twierdzenia dowodzone.
Tam, gdzie nie dajemy nawet zarysu dowodu, jest to zaznaczone.

Mozna wyrdzni¢ dwa rodzaje dowodéw. Krotkie, bardzo proste dowody stuza
przede wszystkim utrwaleniu i zrozumieniu definicji. Zasadniczo inny charak-
ter maja dowody odkrywajace istotne, glebokie zaleznosci. Zrozumienie krét-
kiego i dos¢ prostego dowodu twierdzenia Newtona-Leibniza daje glebsze zro-
zumienie calej analizy. Prze$ledzenie choéby w zarysie niektérych najtrudniej-
szych dowodow pozwoli z kolei zrozumieé, jak to sie dzieje, ze dwie zupelnie
rézne stale e oraz m wspolgraja ze soba w przedziwny sposéb.

Czytelnik, aby wynie$é¢ rzeczywisty pozytek z lektury tych wykladéw, powi-
nien $ledzi¢ wieksza cze$é tych rozumowan (nawet jesli sam nie bedzie w sta-
nie ich odtworzy¢), a takze rozwiazywaé przynajmniej czesé¢ zadan, zwlaszcza
podstawowych.

Wyklady oznaczone gwiazdka sa trudniejsze (i ciekawsze). Zawarty w nich
material nie ma wplywu na rozumienie zasadniczego tekstu ksiazki, wiec przy
pierwszej lekturze mozna je Smialo pominaé. Zadania podstawowe — w wiek-
szosci niezbedne dla bezpiecznego posuwania sie w glagb materiatu — oddziela
od zadan uzupelniajacych potréjny symbol karo.
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Rachunki w dobie komputera

Zadania rachunkowe ilustrujg wprowadzane pojecia, techniki czy twierdzenia.
Wiegkszoé¢ jest stosunkowo prosta. Mozna zatozyé, ze w praktyce potrzebne
rachunki bedzie wykonywal odpowiedni program. Ale Czytelnik szybko sie
przekona, ze pewna elementarna bieglo$¢ rachunkowa jest niezbedna, aby Sle-
dzi¢ ze zrozumieniem tok wyktadu.

Czytelnik moze bez trudu sprawdzi¢ poprawnos¢ odpowiedzi do zadan rachun-
kowych za pomoca odpowiednich programéw, np. rekomendowanego przez nas
Wolfram Alpha®. Mimo to, do wiekszosci zadai podane sa wskazéwki badz
odpowiedzi na koncu ksiazki.

Po co komu matematyka?

Wigkszo$¢ obliczen wykonuje dzi§ komputer. Jesli zatem matematyka zacho-
wuje znaczaca pozycje w ksztalceniu inzynieréw, to muszg by¢ po temu jakie$
inne powody. Wymienmy trzy.

Podstawowe prawa fizyki i innych nauk przyrodniczych wyrazane sa w jezyku
matematyki. Zrozumienie praw Maxwella czy podstaw mechaniki kwantowej
wymaga do$é¢ zaawansowanej matematyki. Co wiecej, nawet pelne zrozumienie
odpowiedzi, jakie daja nowoczesne programy, bywa nietatwe.

Matematyka pozostaje wciaz najskuteczniejsza szkota Scistego myslenia. Uczy
precyzyjnego i jasnego formutowania mysli, przyzwyczaja do myslowego po-
rzadku.

Wreszcie, matematyka uchodzi za dyscypline wyjatkowo trudna, konkurujac
w tym wzgledzie jedynie z fizyka. Bardzo mozliwe, ze wlasnie to decyduje o jej
walorach edukacyjnych. Po solidnym kursie matematyki wszystko inne wydaje
sie prostsze.

Matematyka: czesé¢ naszej kultury

Srednio wyksztalcony czlowiek styszal co$ o teorii wzglednosci i Einsteinie,
o DNA, o ewolucji i Darwinie, czy o tablicy Mendelejewa. Ale jego wiedza
matematyczna konczy sie na geometrii analitycznej badz poczatkach analizy,
czyli na XVII w. Absolwent szkoty sredniej moze sobie wyobrazié¢, czym zaj-
muje sie fizyk, biolog czy historyk. Ale nawet absolwent wyzszej uczelni nie
bardzo wie, co wlasciwie robi matematyk.
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Staratem sie pokazaé, jak konkretne proste problemy prowadza do abstrakcyj-
nych pojec i (czasem) skomplikowanych rachunkéw. Pokazaé, jak w miare roz-
woju narzedzi matematycznych zmienia sie nasze widzenie wyjsciowych pro-
bleméw, jak przesuwaja sie akcenty.

Analiza matematyczna w zakresie przedstawionym w tej ksiazce powstala za-
sadniczo w XVII-XVIII w., tylko sam jezyk pochodzi z wieku XIX. Tworzona
byla przez ludzi, ktérzy zajmowali sie nie tylko matematyka, ale tez fizyka,
astronomia czy technika. Mozna zatem zaktadaé, ze to co tworzyli jest in-
teresujace nie tylko dla przyszlych matematykow, ale tez przysztych fizykéw
i inzynierow. W szczegdlnodci, ze potrafia oni podziela¢ emocje matematykow,
dostrzega¢ urode twierdzen czy pomystowosé rachunkéw.

Wspéblczesna matematyka réwniez czerpie inspiracje z prostych pytan, ale
droga od tych pytan do abstrakcyjnych probleméw matematyki wspdlczesnej
jest wyraznie dluzsza. W stosunku do matematyki tu przedstawionej dtuzsza o
200 lat. Do wspdtcezesnoscei zblizymy sie chwilami w nastepnych tomach kursu.

OO0

Przez ostatnie trzydziesci lat sposdb pisania o matematyce zmienit sie zasad-
niczo. Pojawilo si¢ wiele interesujacych ksiazek, rzadko ttumaczonych na jezyk
polski. Korzystajac z nich staralem sie zaznaczaé¢ wyraznie wszelkie zapozycze-
nia. Ale oprocz bezposrednich zapozyczen moje wyktady zawdzieczaja wiele
tak wybitnym ksiazkom, jak Approximately calculus Shahriara Shahriariego,
Gamma Juliana Havila, Excursions in calculus Roberta M. Younga czy ksiaz-
kom George’a F. Simmonsa. Moja ksiazka jest inna, ale dzieki tym wspanialym
Autorom wiedzialem dokad zmierzac.

Do tych, nieco abstrakcyjnych, wyrazéw wdziecznosci chcialbym dodaé¢ kon-
kretne. Moja zona Danusia (nauczycielka liceum z wieloletnim do$wiadcze-
niem) zaproponowala szereg zmian ulatwiajacych lekture typowemu absolwen-
tomi szkoly sredniej. Moi koledzy — Marian Gewert i Zbigniew Skoczylas —
wlozyli sporo wysitku, by usunaé subtelne potkniecia merytoryczne, wygtadzié
tekst, i zadbaé¢ o wyglad ksiazki. W niniejszym dodruku usunatem kilka prze-
oczonych bledéw dostrzezonych przez profesoréw Romualda Lenczewskiego i
Krzysztofa Stempaka, dr hab. Malgorzate Kuchte, dr Jolante Sulkowska i mo-
ich dawnych studentéw p. Maltgorzate Dziedzic i Arkadiusza Hurko. Goraco
dziekuje za wszystkie uwagi i sugestie, dzieki ktérym ksigzka na pewno wiele
zyskala.

M.Z.
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Analiza z lotu ptaka:
granica, pochodna i caltka






Teoria, ktéra nie rozwigzuje zZadnego konkretnego problemu
jest bezwartosciowa. I na odwrét, kazdy gleboki problem na-
pedza rozwdj teorii potrzebnej do jego rozwigzania.

Michael Atiyah (ur. 1929),
The Princeton Companion to Mathematics
Princeton University Press 2008

MozZe najwaziniejszq cechqg dobrego problemu jest jego ogol-
no$é. Rozwigzanie takiego problemu ma rozgalezienia wy-
kraczajgce daleko poza wyjSciowe pytanie.

Timothy Gowers (ur. 1963), tamze

Motorem rozwoju nauki sa problemy. Zaczniemy od pytania, jak znalez¢ wzér
na sume

1P 42k 438 4 4k
Szybko okaze sie, ze pytania o przyblizony wzor sg wazniejsze; niemal natych-
miast prowadza one do pojecia granicy ciggu. Sg one takze Scisle zwiazane
z pojeciem calki oznaczonej.
Woezesdniej jednak wprowadzimy dwa inne pojecia: funkcji ciaglej oraz po-
chodnej. Pod koniec tej czesci poznamy zasadnicze twierdzenie Newtona-
Leibniza pokazujace zwiazek pomiedzy tymi dwoma pojeciami.

Dla wyktadnika £ = —1 suma poteg przyjmuje postaé

1+ ! + ! + ...+ !
g tg -t
Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza pokazemy, ze powyzsza sume

mozna przyblizy¢ za pomoca logarytmu naturalnego.

Tak wiec te pie¢ poczatkowych wykladow sg krétkim wprowadzeniem w pod-
stawowe pojecia i metody analizy. Niemal wszystko, o czym bedzie mowa po-
wstalo wyraznie przed koncem XVII w. Bardziej wspoélczesny jest tylko jezyk.






Wryktad 1

Prolog

Gdy siedmioletni Gauss mial obliczy¢ sume liczb naturalnych od 1 do 100,
szybko odkryl, jak uniknaé¢ rachunkéw. Powtorzmy jego rozumowanie. Wy-
obrazmy sobie te liczby wypisane raz w porzadku rosngcym, a raz w porzadku
malejacym:

1 2 3 ... 98 99 100
100 99 98 ... 3 2 1

Suma liczb w kazdej z kolumn jest réwna 101. Kolumn jest 100, a wiec dwu-
krotno$é¢ szukanej sumy to 100 - 101. Zatem suma to (100-101)/2 = 50-101 =
= 5050. W podobny sposéb mozna pokazaé, ze

1
1+2+3+...+n:%.

Pomyst ten znany byl juz w VIII w. uczonym z otoczenia Karola Wielkiego.

1.1 Odkrywanie wzoréw, sumowanie poteg i zasada
indukcji

Odkrywanie wzoréw - Zasada indukcji matematycznej - Sumowanie kwadratéw
- Sumy innych poteg - Srednie - Sumowanie kwadratow i objetosé kuli - Zadania

Odkrywanie wzordéw

Zalézmy, ze nie mamy zadnego pomyshu, jak wyglada wzér na sume poczat-
kowych liczb naturalnych S, = 1 + 2 4+ 3 + ... + n. Naturalne podejécie to
obserwacja konkretnych przypadkdw.
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Mamy kolejno 1, 3=1+2, 6=1+2-+3 i dalej, jak nize;j:

1 23 4 5 6 n
T T
1 3 6 10 15 21 7

Prawdopodobnie nie uda nam si¢ odgadnaé¢ tu zadnego ogélnego wzoru. W ta-
kiej sytuacji mozemy nasz problem zmodyfikowaé¢. Zbadajmy podwojenie szu-
kanej sumy:

Teraz mamy juz spore szanse na odkrycie wzoru:
2=1-2, 6=2-3, 12=3-4, 20=4-5, 30=5-6, 42=6-7, ...

Mozemy przypuszczaé, ze podwojona suma S, jest réwna n(n + 1), a wiec
Sp = [n(n + 1)]/2. Niestety, takie eksperymentalne podejscie nie daje zadnej
pewnosdci, ze hipoteza jest prawdziwa.

Wraz z rozwojem metod informatycznych coraz wiecej waznych odkryé¢ uzyski-
wanych jest eksperymentalnie za pomoca komputera. Ale dowéd znajdujemy
niemal zawsze metodami tradycyjnymi.

A oto kilka dalszych podobnych pytan:

1 = 1

143 = 4

14345 = 9

1+3+.+2n—-1) = 7

13 =1

13422 = 9

13+224+3 = 36

124+22433+...4n = ?

1-11 = 1

1-1142.21 =
1-1142-2143-31 = 23
1-1142-2043-314+4-4 = 119

1-1142-2143-3'+...+n-n! = 7
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Zasada indukcji matematycznej

Rozwazmy tozsamo$é lub inna zalezno$é matematyczna T'(n) dotyczaca dodat-
nich liczb naturalnych 1, 2, 3, ... Aby przekonac si¢ o jej prawdziwosci, mozemy
zaczal od sprawdzenia, czy zachodzi ona dla poczatkowych liczb naturalnych:

(), T(2), T@), T4), T0)

W naukach przyrodniczych rozumowanie oparte na analizie czeéci przypad-
kéw nazywa sie indukcjg. Czasem dla podkreslenia faktu, ze nie obejmuje ona
wszystkich przypadkéw nazywamy ja indukcjg niezupetng. W matematyce ko-
lejne sprawdzanie przypadkéw moze wzmacnia¢ nasza wiare w prawdziwosé
twierdzenia, ale nie zastapi dowodu.

Wyobrazmy sobie, ze o tozsamosci T'(n) umiemy pokazaé co$§ wiecej. Potra-
fimy wykazaé, ze prawdziwa jest tozsamos$é T'(1), a takze wszystkie ponizsze
wynikania:

T1) = T(2)
T2 = 1T(3)
T3) = T4)
T4) = T(5)

Skoro zachodzi T'(1) oraz wynikanie T'(1) = T'(2), to zachodzi tez T'(2). Na
mocy kolejnego wiersza zachodzi wowczas takze T'(3) itd. W takim przypadku
wykazalibySmy oczywiscie prawdziwosé T'(n) dla wszystkich liczb naturalnych,
ale dowdd taki trwaltby nieskonczenie dtugo.

Na szczescie w wielu przypadkach wszystkie dalsze wynikania mozna uzasad-
nié, postepujac wedlug tego samego schematu. A wéwczas, zamiast nieskon-
czenie wielu wynikan, wystarczy sprawdzié¢, ze T(1) oraz ze dla kazdej liczby
naturalnej k zachodzi wynikanie T'(k) = T'(k + 1). Rozumowanie takie sta-
nowi juz kompletny dowdd, a dotyczyé moze nie tylko tozsamosci, ale tez
innych wlasnosci liczb naturalnych. Punktem wyjsciowym nie musi by¢ liczba
1.

TWIERDZENIE 1.1 (zasada indukcji matematycznej)

Niech T'(n) bedzie pewng wlasnoscig liczb naturalnych. Zalézmy, Ze:
1. dla pewnej liczby naturalnej ny zachodzi T'(ng);

2. dla kazdej liczby naturalnej k > ng zachodzi wynikanie

T(k) = T(k+1).

Wowczas wlasnosé T'(n) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n > ng.
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Zasada indukcji matematycznej nazywana byta niegdys$ zasada indukcji zupel-
nej, gdyz w istocie sprawdza wszystkie przypadki.

PRzZYKEAD 1.1 Za pomoca metody indukcji matematycznej wykaz tozsamosé

n(n+1).

142+...4+n= 5

ROZWIAZANIE:
1. Krok poczatkowy: Dla n = 1 tozsamos¢ zachodzi, gdyz
1-2
1=—.
2

2. Zalézmy, ze tozsamosé zachodzi dla dowolnej ustalonej liczby natural-
nej k, tzn.
kE(k+1)

1+2+...+k= 5

Wykazemy, ze zachodzi tez dla k + 1, tzn.

1+2+...+k+(k+1):w.

Rzeczywiscie,

in 1
[L+24 .+ k] +(E+1) :d@

_ kD) 2kt D) (R4 D(E+2)

14+2+4..+k+(k+1)

+(k+1)=

2 2 2

Réwnoéé, oznaczona znakiem ind, pokazuje przejscie, w ktérym skorzystalismy
z zatozenia indukcyjnego.

7 zasady indukcji matematycznej wynika, ze tozsamos$é¢ prawdziwa jest dla
wszystkich dodatnich liczb naturalnych.

Dowody indukcyjne moga wygladaé¢ rozmaicie, ale ich zasadniczy schemat jest
niemal zawsze taki sam. Zwrdémy jeszcze uwage na wyrdznione stowa dowolnej
ustalonej. Kto zastapi te stowa stowami dla wszystkich zdradza, ze nie rozumie
metody. Zastanow sie, dlaczego.

Zauwazmy jeszcze, ze indukcja matematyczna jest metoda dowodzenia. Jednak
w zadnym stopniu nie podpowiada, jak odkry¢ dowodzone twierdzenie.
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Sumowanie kwadratéw

Sprébujmy teraz wyprowadzi¢ wzér na sume kwadratéw liczb naturalnych od
1 do n:
12422432+, . +n=...

Naturalnym podejsciem jest analiza konkretnych przypadkéw. Spdjrzmy na
poczatkowe sumy:

12+422=5, 12+22432=14, 1242243%2+4%2=30,...

Chyba trudno odgadnaé tu jakas prawidtowosc.

Poniewaz znamy juz wzoér na sume poczatkowych liczb naturalnych, wiec spré-
bujmy poréwnaé sume kwadratéw 12 +22 + ...+ n? zsumg 1 + 2+ ... +n.
Oto odpowiednie ilorazy:

12422 5 124+2243% 7 12422432442 9

1+2 3 1+2+3 3 1+2+3+4 377

Ostatni iloraz jest oczywiscie réwny 3, ale zapis w postaci utamka pozwala
tatwiej dostrzec ogdlng prawidtowosé:

12422+ .. +n° 2n+1
1+2+..+n 3

A stad

2n+1 nn+1)2n+1
12—|—22—|—...—|—n2:(1+2+...—|—n). = ( )6( )

Osobna sprawa jest dowdd tego wzoru. Tradycyjny dowodd otrzymujemy za
pomoca indukcji matematycznej. Inny dowdd podpowiadamy w zadaniu 21.
Sumy innych poteg

Wzér na sume szedcianéw odgadnaé jest bardzo tatwo:

1B4+23=9=23% 13423433 =36=62 13+23+3%+4% =100 =10% ...

Gdy zauwazymy, ze 3=14+2,6=1+2+3,10 =1+ 2+ 3+ 4, to bez trudu
sformutujemy hipoteze

s n*(n+1)?

B+ 4+ . 4+n3=(1+2+..+n) .
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Réwnoéé te tatwo udowodnié za pomoca indukeji matematycznej. Ogdlny pro-
blem znalezienia wzoru na sume

ok 43k 4k

dla naturalnych wykladnikéw k rozwiazal Jakub Bernoulli. Wzér ten (bez
dowodu) przytaczamy w zadaniu 25.12.

Spoéjrzmy jeszcze na przypadek wykladnikéw catkowitych ujemnych. Problem

ma tu zupelnie inny charakter. Dla wykladnika k = —1 otrzymujemy
1+ ! + ! +...+ !
s tgt--+

Sume te nazywamy n-tg liczba harmoniczng (badZ suma harmoniczng)
i oznaczamy symbolem H,. Dokladnego wzoru dla liczby H,, nie znamy. Ale
szacowaniem sum takich jak powyzsza, czy analogiczna dla odwrotnosci kwa-
dratéw, zajmiemy si¢ w dalszych czesciach ksiazki.

Srednie

Powszechnie znana jest Srednia arytmetyczna liczb x1, xs, ..., x, okre$lana

wzorem
Ttz t+...txy

n

A=

Dla liczb dodatnich okreslamy $rednig geometryczng

G= ¥Yrizo... 2y,

a takze Srednig harmoniczng

H =

Wszystkie te érednie znane byly juz starozytnym Grekom.

TWIERDZENIE 1.2 (nieréwno$¢ o $rednich)
Pomiedzy sredniq arytmetyczng A dowolnych liczb dodatnich, ich $redniq geo-
metryczng G oraz ich $rednig harmoniczng H zachodzi podwdina nieréwnosé

A>G>H.

Obie nierownosci stajg sie rownosciami tylko w przypadku jednakowych liczb.
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Wskazéwke, jak udowodnié¢ te nietrywialna nieréwnoéé¢ dajemy w zadaniu 14.

Spéjrzmy na te Srednie dla liczb 1, 2, ..., n:
PR L R
N n o oon 27
G=V1-2-....n=Vnl
n
H = .
1 1
1+4+...+1

W mianowniku s$redniej harmonicznej pojawia si¢ wspomniana juz wczesniej
n-ta liczba harmoniczna. Gdy poznamy oszacowanie H,, otrzymamy tez po-
Srednio oszacowanie powyzszej $redniej harmonicznej. W dalszych wyktadach
pojawi sie tez oszacowanie $redniej geometryczne;j.

Sumowanie kwadratéw i objetos¢ kuli

Pokazemy teraz, jak wykorzysta¢ wzor na sume kwadratéw do wyprowadze-
nia wzoru na objeto$¢ kuli. Zacznijmy od wyprowadzenia wzoru na objetoéé
potkuli o promieniu 1.

Podzielmy poétkule na n plastrow o jednakowej wysokosci. Objetoéé kazdego
z plastréw mozna oszacowaé poréwnujac ja z objetoscig walca wpisanego w pla-
ster i objetosciag walca na nim opisanego.

Kazdy z walcéw ma wysoko$¢ 1/n. Promienie walca wpisanego w i-ty plaster
oraz walca na nim opisanego to odpowiednio

NE . 2
-1

r; = 1—(1> oraz R; = 1—(2 ) .
n n

Ze wzoru na objeto$é walca wynika zatem, ze objetosé i-tego plastra opisanego

jest rowna
i—1\?| 1
Vi=m|1l-— -
NIk
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Stad otrzymujemy gérne oszacowanie na objetosé pétkuli V:

N (EOIEO)

:W[1_02+12+...+(n—1)2.1] :W[

+ +...+

n? n

Podobnie mozemy otrzymaé oszacowanie dolne na V', poréwnujac objetosci
plastréw z objetosciami walcéw wpisanych.

Po prostych przeksztatceniach otrzymamy podwojna nieréwnosé

T 1 1 T 1 1
—— (14 = 14+ — ——(1-= 1-—.
T 3 (4_n><+2n><v<7r 3 ( n)( 2n>

Pozostaje zauwazyé, ze gdy podzial na plastry jest odpowiednio drobny (tzn. n
dostatecznie duze) utamki 1/n oraz 1/2n przyjmuja wartosci dowolnie bliskie
zeru. Zatem obydwa wyrazenia ograniczajace V zblizaja si¢ dowolnie blisko
do 27 /3. Taka jest zatem objetos¢ rozwazanej pétkuli. Stad objetosé kuli jed-
nostkowej to 47 /3.

Kazde dwie kule sa podobne. Skala podobienstwa kuli o promieniu R do kuli
jednostkowej jest stosunek ich promieni, czyli R. Stosunek ich objetoéci to R3,
skad znany wzér na objetoéé kuli V = 47 R3/3.

Zadania

1. Korzystajac z metody indukcji matematycznej wykaz tozsamosci:

a)1-242-3+4...+n(n+1)= W;
+ ! + ! +...+ .
1+v2 V2+v3 7 Vn—1+n
2. Wyprowadz wzér na sume kwadratow n poczatkowych liczb parzystych oraz sume kwa-

dratéw n poczatkowych liczb nieparzystych.

Vn.

b) 1

3. Odgadnij wzér na sume i wykaz jego prawdziwosé

RIS
1-2 23 777 nn+1)

4. Wykaz, ze dla dowolnego naturalnego n > 1

1 1 1
I+ —=+=+...+ —=>/n
V2B =V
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5. Wykaz, ze dla n > 5 zachodzi nieréwnosé

2" > n?.

6. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® znajdz wzér na sume piatych poteg za pomoca
instrukcji
sum(1° 4 ... 4+ n°)

W podobny sposéb:
a) Oblicz sume 1* + 2* + ... + 100"
b) Znajdz wzér na sume szesciandéw n poczatkowych nieparzystych liczb naturalnych.

7. Sprawdz, ze $rednia geometryczna dwu liczb dodatnich jest $rednig geometryczng ich
$redniej arytmetycznej i harmonicznej.

8. Pitagorejczykom zawdzigczamy spostrzezenie, ze w szescianie liczba wierzchotkéw jest
$rednig liczby $cian i liczby krawedzi. O jakiej éredniej tu mowa?

9. Sprawdz, ze w ciagu 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... kazdy wyraz jest $rednig harmoniczng dwu
sasiednich.

OO

10. Sprawdz, ze zachodzi tozsamo$é

kk+1)\°  [(k(k—1) 27ﬁ
2 B 2 o

Wyprowadz stad wzér na sume szesciandéw liczb naturalnych od 1 do n.
11. Odgadnij wzér na sume
1-243—44...+(-1)""'n
i wykaz jego prawdziwos¢.
12. Wykaz nieréwnosé¢ o érednich dla n = 2.
13. Sprawdz, ze zachodzi tozsamo$é

) - b
a® +b® + ¢ — 3abe = w . [(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2] .
Wywnioskuj stad, ze (a® + b + 03)/3 > abc, a nastepnie wyprowadz nieréwnosé o srednich
dlan = 3.

14.* Wykaz, ze $rednia arytmetyczna n dodatnich liczb jest wigksza badz réwna ich $redniej
geometrycznej. Wywnioskuj stad, ze $rednia geometryczna n liczb dodatnich jest wigksza
badz réwna ich sredniej harmoniczne;j.

Wsk.: Niech T'(n) oznacza nieréwno$é pomiedzy $rednig arytmetyczna a geometryczna dla
n liczb. Z zadania 12 wiemy, ze zachodzi T'(2). Wykaz, ze

T(n) = T(2n) oraz T(n)=T(n—1).

Wyjasnij, dlaczego wynika stad prawdziwos¢ nieréwnosci o srednich dla dowolnego natural-
nego n.
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1.2 Dwumian Newtona

Trojkat Pascala - Wspolczynniki Newtona - Wzér dwumianowy Newtona
1 X-notacja - O jeden krok za daleko? - Dwa motywy - Zadania

Przypomnijmy wzory na kwadrat i szeScian sumy:
(a+b)? = a®+ 2ab + b?;
(a+b)3 = a®+ 3a®b + 3ab® + b.
Bez trudu mozna wyprowadzi¢ wzér na czwarta potege:
(a+b)* = a* + 4a®b + 6ab* + 4ab® + b*.
Mozna przypuszczal, ze ogdlny wzér bedzie mial postac:
(a+b)" =a+2a" o+ .. +2a"0F 4 2ab T b

Zmnacznie trudniej odgadnaé wspotezynniki przy kolejnych sktadnikach.

Troéjkat Pascala

Wzér dwumianowy Newtona znany byl w istocie juz w XI w. lub niewiele
pdzniej w Chinach, Indiach i krajach Islamu. Znany byl w postaci zwanej dzi§
tréjkatem Pascala.

13 31

1 4 6 41
1 510 10 5 1
16 1520 15 6 1
1721 35 3521 71

Wiersze tego tréjkata pokazuja kolejne wspétezynniki wzoru (a 4+ b)™ odpo-
wiednio dlan = 0, n = 1 itd. Zauwaz, ze wspolczynniki (a + b)™ tworza wiersz
o numerze (n + 1). Na przyklad z szdstego wiersza mozna odczytaé, ze

(a+b)° = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a26> + 5ab* + b°.

W trojkacie Pascala wyrazy skrajne sg réwne 1, pozostale powstajg przez do-
danie dwu wyrazéw sasiednich z poprzedniego wiersza. To Pascal (1623-1662)
wykazal, ze wspotezynniki we wzorze dwumianowym spetniaja taka zaleznosé,
wiec nazwa trojkata jest historycznie uzasadniona.
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Wspétczynniki Newtona

Trojkat Pascala nie daje jawnych wzoréw na wspolczynnniki n-tego wiersza.
Aby zapisaé¢ ogdlny wzoér na (a + b)" musimy wprowadzi¢ oznaczenia na wy-
stepujace w tréjkacie wspotczynniki, zwane wspoétczynnikami Newtona.
Wspélezynniki te maja naturalny sens na gruncie kombinatoryki (p. kolejny
tom tego kursu). Tam tez latwiej poda¢ naturalny dowdd wzoru Newtona. Tu
wspdtezynniki newtonowskie wprowadzimy formalnie, a dowéd wzoru dwu-
mianowego Newtona pozostawimy jako zadanie (p. zad.19).

Dla liczb naturalnych 0 < k& < n wspdélczynniki Newtona definiujemy wzorem

n n!
<k:> T K-k

gdzie k! =1-2-3-...- k. Przyjmujemy ponadto umowe, ze 0! = 1.

Wzér dwumianowy Newtona i Y-notacja

Wzér Newtona zapiszemy na dwa sposoby: najpierw nieformalnie, potem for-
malnie.

TWIERDZENIE 1.3 (wzér dwumianowy Newtona)

(a4 b)" =a" + G)a"—lbl +..+ <Z>a"—kb’“ +..+ (nﬁ 1>a1b"_1 + ",

Ten nieformalny zapis (Swiadectwem nieformalnosci sa kropki ...) mozna za-
stapi¢ zapisem bardziej formalnym i kréotszym, stosujac tzw. Y-notacje. Stuzy
ona do zapisywania sum. Na przyktad

n n
dYit=12+22+ .+’ D k=3+4+5+... +n
=1 k=3

Dolny indeks wskazuje, od ktérego wyrazu zaczynamy sumowaé, gérny — na
ktorym konczymy. Po znaku ¥ dajemy ogdlng postaé sktadnikéw.

W X-notacji wzoér dwumianowy przyjmuje postac:

(a+b)" = i <Z> a"Fb.

k=0
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Podstawmy w tym wzorze a = 1 oraz b = x. Otrzymamy wowczas

1+z)"=1+ <1>m+ <2>m2+...+ (n— 1>m”_1 + <n>m”

W szczegélnosci dla x = 1 otrzymujemy

T A I T e N A
0 1 2/ 7 \n-1 n) T
Tak wiec suma wspotczynnikow we wzorze Newtona jest réwna 2™.

O jeden krok za daleko?

Wzér dwumianowy dla naturalnych wyktadnikéw n znany byt na dtugo przed
Newtonem. Newton chyba jako pierwszy zastosowal ten wzor dla wykladnikéw
innych niz naturalne. Rozwazmy szczegélny przypadek wzoru dwumianowego
— wzor na (1+x)" i zastosujmy go dla n = 1/2. Przypomnijmy, ze (l—l—aj)% =
Vv 1+ z. Otrzymujemy zatem

vVi+zr=1+ <%>x—|— <%>x2+ <%>x3—|—

1 2 3

Na razie nie wiadomo, jak rozumie¢ utamkowe wspotczynniki newtonowskie.
Przypomnijmy, ze dla naturalnych n mamy

(n) nn—1)n-2)...(n—k+1)

k]~ k!

Wydaje sie zatem rozsadnym przyjac

1 1 1
s\_z_1 (3\_3:G-D_ 1
1)1 2 \2 9! 8’

Uwzgledniajac kilka dalszych wspotczynnikow otrzymujemy

1 1 1 5 7 21
Vitr=1+_-o—-a?+ —a®— —at+ —a°

I
2 8 16 128 256 1024x L

Tu pojawia si¢ nowa trudnosé. Wszystkie kolejne wspoétczynniki sg rézne od
zera, a wiec suma po prawej stronie sktada sie z nieskonczenie wielu sktadni-
kéw. W przysztosci przyjrzymy sie takim sumom blizej. Na razie przyjmijmy,
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ze ograniczajac sie tylko do skonczenie wielu sktadnikéow otrzymujemy pewne
przyblizenia. Na przyktad
2

\/1—|—acz1—|—g albo \/1—1-13%14—;—%.

Te przyblizenia sg do$¢ dobre, gdy x jest bliskie zera.
Ale dla z = 1 nawet drugie z tych przyblizen daje tylko v/2 ~ 1, 375. Aby otrzy-
maé doéé stabe przyblizenie /2 ~ 1,41 trzeba wzia¢ kilkanascie sktadnikéw.

Nasz przyblizony wzér wyraznie nie nadaje sie do obliczania v2 = /1 + 1,
gdyz 1 jest za daleko od zera.

Pierwsze z tych przyblizen ma prosta

. . LY
interpretacje geometryczna. W przy-
szlosci przekonamy sie, ze prosta . = VITT
T y=1+3
=1+=
Y 2
jest styczna do wykresu y = 1+« -1 g

w punkcie P = (0,1).

Dwa motywy

W poprzednim podrozdziale rozwazaliSmy problemy sumowania poteg i szaco-
wania takich sum. Wiaza sie one z obliczaniem objetosci (co juz widzieliSmy),
a takze pol i dlugosci. Tematyka ta jest punktem wyjécia dla pojecia calki.

Tutaj z kolei zetkneliSmy sie z problemem aproksymacji funkcji za pomoca
funkcji prostszych, np. liniowych. ZauwazyliSmy tez, ze problem ten wiaze sie
z pojeciem stycznej. Aproksymacje funkcji i pojecie stycznej sa Scisle zwiazane
z pochodng.

W wyktadach 4. oraz 5. zdefiniujemy te dwa centralne pojecia analizy i poka-

zemy ich pierwsze zastosowania. Najpierw jednak musimy wprowadzi¢ pojecie
granicy.
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Zadania

15. Zapisz bez uzycia X-notacji:

B N b Y- o ¥y

i=2

16. Zapisz przy uzyciu 2-notacji:
a) wzor na sume kwadratéw liczb naturalnych od 1 do n;
b) wzér na sume n poczatkowych liczb nieparzystych.

17. Zapisz korzystajac ze wzoru Newtona:
1 6
Q) (a+1)% b) (2b—a) o) (x2 + E) .

18. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® znajdz rozwinigcie newtonowskie dla (a + 6)4
za pomocy instrukcji
expand(a + b)*

W podobny sposéb znajdz rozwiniecie dla (z + y + 2)3.
RVRY

19. Udowodnij tozsamo$é Pascala

n n n _(n+ 1
k k+1) \k+1)
Korzystajac z tej tozsamosci i zasady indukcji matematycznej wykaz wzér Newtona dla

wyktadnikéw naturalnych.

20. Korzystajac ze wzoru na (1 + x)" wykaz, ze

606 =0)-)+ ()

Wywnioskuj stad, ze

21.* Wykaz tozsamosé

(3 () () e () ()= 37)

i wywnioskuj z niej wzér na sume kwadratow. Wyprowadz w podobny sposéb wzér na sume
szescianow.



Wyktad 2

Granica ciggu

Przypomnijmy trzy poznane wzory na sumy poteg:

1424 pn="00rD
o= T
IEID I B G D L i )
- - ,
B2’ 4nd= nf(n+ 1)
- —

Wzory dla dalszych poteg staja sie coraz bardziej skomplikowane. Czesto bar-
dziej przydatny okazuje si¢ prostszy wzér przyblizony:

1+42+...+n =~

Q

H 3 w| 3, |3,

124224+ ... +n?

PB+22+ . +ndx

Nietrudno odgadnaé, ze w ogdélnym przypadku dla dostatecznie duzych n

otrzymamy
nk—i—l

kE+1
Zauwazmy, ze przyblizony wzér jest tu bardziej czytelny, a takze tatwiejszy do
odkrycia.

1" +9F 4+ +nfx

Przyblizone wzory dla funkcji, sum itp. nazywamy aproksymacjami. Ostat-
nia aproksymacja podsuwa dalsze uogélnienia: sprobuj w miejsce k podstawié

19
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1/2, —1/2 czy —2. Tak $émiale uogdlnienia nie zawsze prowadza do poprawnych
wzoroéw, ale ryzykowne eksploracje maja sens takze w matematyce. Na razie
jednak sprébujmy nadaé Scisty sens symbolowi ~ w powyzszych wzorach.

2.1 Intuicje i rachunki

Pojecie granicy i najprostsze przyklady - Granica ciggu geometrycznego i ciggi
rozbiezne - Twierdzenie o trzech ciggach i zbiezno$é pierwiastkow - Rzedy wiel-
kosci 1 asymptotyczna réwnosé - Zadania

Formalna definicja granicy ciagu pojawila si¢ przynajmniej 2000 lat pdézniej
niz samo pojecie. Nie styszeli o niej ani Archimedes, ani Newton czy Euler.
Mozna wiec zalozyé, ze podstawowy kurs analizy tez sobie poradzi operujac
wytacznie okredleniem intuicyjnym.

Pojecie granicy i najprostsze przyklady

Pokazemy, jak powstala pierwsza z rozwazanych aproksymacji. Rozwazmy ilo-
raz sumy 1+ 24 ...+ n przez n?:

(n+1)
1+2+...+n 25—

2

~nn+1) n+l1 1 1

n n2 2n? 2n 2 " op

Gdy n przybiera coraz wigksze wartosci naturalne: n = 1, n = 10, n = 1000
itd. wyrazenie 1/2n zbliza si¢ dowolnie blisko do 0, a wiec rozwazany iloraz
staje sie dowolnie bliski 1/2. M6éwimy, ze iloraz ten zbiega do 1/2 i zapisujemy

to symbolicznie

ey LF2H 41
A n2 3

Zatem dla duzych n rozwazany iloraz jest bliski 1/2, skad

Tl2

1+42+...+n= 7
Podobnie otrzymujemy dwie pozostale aproksymacje.

W powyzszym rozumowaniu pojawita sie granica ciagu. Jezeli wraz ze wzro-
stem n (gdy n dazy do nieskonczonosci) wyrazy ciagu a, staja sie dowolnie
bliskie pewnej skonczonej liczby g, to méwimy, ze ciag a, ma granice g, albo
ze jest zbiezny do g. Symbolicznie:

lim a, =g, albo krécej a, —g.
n—oo
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Gdy moéwimy o zbieznoéci ciagdéw, to zawsze zakltadamy, ze n dgzy do nieskon-
czonosci, nawet gdy nie jest to zaznaczone.

W obliczeniach korzystaé¢ bedziemy z podstawowych intuicji. Jest dosé oczy-
wiste, ze takie ciagi jak
2 9 1
anzﬁy n:n—_l_27 Cn:ﬁa
przy n dazacym do nieskonczono$ci, daza do zera. Okazuje sie, ze wychodzac
od tych prostych granic, mozemy obliczaé granice ciagdéw bardziej skompliko-
wanych. Obliczmy dla przykladu granice ciagu a, = (2 +n)/3n:

2+n 2 n 2 1 1 2 1 1
“=3n Tt 3wtz T3 t3Ty
KorzystaliSmy tu z intuicyjnej wlasnosci granicy ciggéw: granicag sumy dwu
ciggdw jest suma ich granic. Analogiczne wiasnosci zachodza tez dla granic
roznicy, iloczynu i ilorazu ciggow.

TWIERDZENIE 2.1 (arytmetyka granic skonczonych)
Zalozmy, ze ciggi an oraz b, majg granice a, b. Wowczas:

nlinéo(an +b,) =a+Db, nlinéo(an —by) =a—0b, nli_)ngo(anbn) = ab.

Jezeli ponadto b # 0, to takze

. a, G
lim — = —.

Spojrzmy doktadniej na przyktadowe zastosowania tego twierdzenia.

PrzYKEAD 2.1 Oblicz granice ciagu:
3n+1 2n% — 6
ntlogy o 2 —6n
2n 45 n?+1
RozwiazANIE: W obu przykladach przeksztalcimy wzér ciggu w ten sposéb,

ze warto$¢ wyrazenia nie zmieni sie, ale z przeksztatconej postaci tatwiej bedzie
wyznaczy¢ granice.

a) a, =

a) Podzielmy licznik i mianownik utamka przez n:

3n+1 . 3++ 340 3

im = lim E=o—— = .
n—oo2n+5 now245 240 2

b) Podzielmy licznik i mianownik utamka przez n?:
m?—6n . 2-3 _2-0_,

note pZl meee T4l 140
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Granica ciggu geometrycznego i ciagi rozbiezne
Przyjrzyjmy sie ciagom geometrycznym a,, = (1/2)" oraz b, = (—2/3)™:

8 16 32
277 647 2437

1 2 4
9 167“‘ 37 97

N —
e~ =
| —

Intuicyjnie jest jasne, ze obydwa daza do zera. Te intuicje sa trafne. Odnotujmy
zatem to spostrzezenie jako osobne twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.2 Jezeli|q| < 1, to cigg geometryczny q"™ jest zbiezny do zera.

Nie kazdy ciag ma granice. Na przyklad ciag a,, = (—1)" ma wyrazy na prze-
mian —1 oraz 1, wiec nie ma zadnej liczby, do ktérej te wyrazy by sie zblizaty.
Podobnie jest z ciagiem a,, = (—2)", ktéry oscyluje pomiedzy coraz wiekszymi
liczbami dodatnimi i coraz wigkszymi (co do wartosci bezwzglednej) liczbami
ujemnymi. Ciagi, ktore nie maja skonczonej granicy nazywamy rozbieznymi.
Poséréd ciaggéw rozbieznych na osobng uwage zastuguja dwa szczegdlne typy.
Ciagi takie, jak np. a, = n? czy b, = 2" daza do plus nieskoficzonosci. Sym-
bolicznie zapisujemy to

lim n? = oo, lim 2" = co.
n—oo n—oo
7 kolei ciagi takie, jak a, = —n czy b, = —2" daza do minus nieskonczonosci.
Symbolicznie:
lim (—n) = —o0, lim (—2") = —oc.
n—oo n—oo

Takie nieskonczone granice nazywamy niewlasSciwymi, a o samych ciggach
mowimy, ze sg rozbiezne do plus albo minus nieskonczonosci.

W wielu obliczeniach wykorzystujemy wazng wlasnosé ciagdéw rozbieznych do

plus badz minus nieskonczonosci.

TWIERDZENIE 2.3 Jezeli ciqg |ay| jest rozbiezny do nieskoriczonosci, to

1
lim — =0.
n—oo q,,
Rzeczywiscie, jezeli wartosci |a,,| wraz ze wzrostem n przyjmuja dowolnie duze
wartoéci dodatnie, to ich odwrotnosci 1/|a,| staja sie dowolnie bliskie zera.
A woéwcezas takze ciag 1/a, dazy do zera.

PRZYKEAD 2.2  Oblicz granice ciggu a, = vn2 +n —n.
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ROZWIAZANIE: Zastosowanie twierdzenia o granicy roznicy ciagdw nie jest
tu mozliwe, gdyz ani ciag vn2 + n, ani cigg n nie maja granicy skonczonej.
Aby wyznaczy¢ granice tego ciagu, przeksztatémy go korzystajac ze wzoru na
réznice kwadratow:

(VT 5 —n) (Va2 T+ n) "
N TVl tn4n

W mianowniku mozemy wyciagnaé¢ n przed nawias:

/ 1 [ 1 / 1
VnZ4+n4+n= n2(1+5>+n:n 1+E+n:n( 1+E+1>‘

Zatem

ap =Vn2+n—n=

n n 1 1 1
an: = —

— = —.
vadtntn on(i4le1) ielen D2

Zauwazmy, ze 7z pozoru oczywiste podejscie

lim a, = lim (\/n2+n—n) = 00 — 00,
n—oo n—oo
datoby bltedny wynik zero. Na ogdt nie mozna stosowaé twierdzen o arytme-
tyce granic dla granic nieskonczonych. Sa jednak wyjatki. Dwa najwazniejsze
to:
00+ 00 =00, 00-00=00.

Formalnie: suma oraz iloczyn ciggéw rozbieznych do oo tez jest ciggiem roz-
bieznym do oo.

Twierdzenie o trzech ciggach i zbiezno$¢ pierwiastkéow

Nastepujace oczywiste twierdzenie bywa bardzo uzyteczne:

TWIERDZENIE 2.4 (o trzech ciagach)

Jezeli a, < b, < ¢, oraz
lim a, = lim ¢,,
n—oo n—oo

to ta wspdlna granica jest tez granicq ciqggu by,.

Za pomoca kalkulatora latwo znalezé granice ciagu a, = {/2. Obliczajac war-
tosci pierwiastka np. dla n = 100, n = 1000 bez trudu odgadniemy, ze granica
ta bedzie 1. Pokazemy teraz, jak to przypuszczenie udowodnié.
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Niech V2 =1+ r,. Wéwczas r, > 0. Pozostaje wykazaé, ze r,, — 0. Przypo-
mnijmy poczatek wzoru Newtona dla (1 4 z)™:

(1—1—3:)”:1—1—71:6—1—(;)3:2—1—...

Zatem "
2= ({75) =14+r)"=1+nr,+...>1+nr,
gdyz dla dodatniego r, wszystkie dalsze wyrazy tez sa dodatnie. Tak wiec
1 > nry, skad
1
0<r, <—.
n

Poniewaz skrajne ciagi daza do zera, wiec takze r, dazy do zera, a stad

V2=1+r,—1+0=1.

W podobny sposéb mozna udowodnié, ze zachodzi ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.5 Dla dowolnego dodatniego a

lim ¥a = 1.

n—oo

Rzedy wielkos$ci i asymptotyczna réwnosé

Teraz mozemy juz nadaé Scisty sens przyblizonym wzorom, od ktérych zacze-
lismy wyktad.

Niech f oraz g bedg funkcjami okreslonymi na zbiorze liczb naturalnych, o war-
tosciach dodatnich. Méwimy, ze funkcja f(n) jest rzedu g(n), jesli granica
f(n)/g(n) jest liczba skonczona rézna od zera. Np. funkcja n(n 4+ 1)/2 jest

rzedu n?, gdyz

ool p+1) 1
lim = lim ————~ = —.
n—oo n—oo  2n2 2

Jesli granica f(n)/g(n) przy n dazacym do oo jest réwna 1, to méwimy, ze
funkcje sa asymptotycznie réwne i piszemy f(n) =~ g(n). Stosuje sie tez
zapis f(n) ~ g(n). Powtarzajac powyzsze rachunki latwo sprawdzié, ze

nn+1) n?

2 T
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Zadania
1. Ktoére z ponizszych ciggdéw sa zbiezne:

a)an=n/(n+3); b)b,=3" c)ea=1+(=1)" d)d,=n—n??

2. Przeksztalé¢ odpowiednio wyraz ciaggu i oblicz granice:
2 —4n® 21
L e L NP S ] ) B _n -1
n+3 2n%2 4+ n?2+1 (n+1)(n+2)
3. Oblicz granice ciagéw:

142440
T 1424420

a) an =

1+2+...+n
m+D)+n+2)+...4+2n°

b) by =

a) an

4. Oblicz granice ciagdw:

a) an=vVn+2—n; b)bp=vVn®+n—n; c)c,=n(Vn?>+1-n).

5. Oblicz granice ciagéw:

2" +3"
L

1707 + (—287)"

Bt 42" 123" 4+ 231"
- 1783m 4 (—212)n

b) by = 2= . = ;
) g 9 3127

d) dy,

a) an =

6. Posrod ponizszych ciagéw wskaz rozbiezne do oo oraz rozbiezne do —oo:

a) an = D b bh=n®—n; ¢)en=2"-3" d)d,=2"+(-2)".

7. Niech L, oraz S, oznaczaja odpowiednio obwdd i pole m-kata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu 1.

a) Podaj granice obu ciagéw. Nie wykonuj zadnych rachunkéw!

b) Wywnioskuj stad granice ciagu a, = 2nsin(w/n).

8. Podaj przyktady ciaggbéw a, — 0 oraz b, — oo takich, ze ich iloczyn:

a) jest zbiezny do 1; b) zbiezny do 0; ¢) rozbiezny do nieskoriczonosci.

Przyktady te pokazuja, ze 0- oo jest wyrazeniem nieoznaczonym — nie mozna mu przy-

pisaé¢ zadnego znaczenia (wartosci). Pokaz, ze wyrazeniem nieoznaczonym jest tez oo — 0o.

9. Naszkicuj wykres funkcji:
1
=1 " b =1 .
a) f(z) = lim z"; b) g(z) = lim ———=

Pamigtaj o dziedzinie!

10. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach oblicz granice ciaggow:

Q) an= VI FTL; D) b= V2 TnF1; ¢ =20 4y g, — V3B

n 4+ cosn
11. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® oblicz granice ciagu a, = vVn2 +n—Vn3 +n
za pomocy instrukcji

lim(n® +n)"? — (n® + n)'/3, n— > infinity

Ten pierwiastek kwadratowy mozna tez zapisaé w postaci sqrt(n® + n). Oblicz w podobny
sposob granice ciagu b, = v/n3 +n2 — v/n3 — n2.
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LORVRY
12. Wykaz, ze

lim /n=1.

13. Sprawdz, ze wspélczynnik newtonowski (g) jest rzedu n®. Analogicznie dla (Z)
14. Dla jakiego a wspétczynnik (:) jest asymptotycznie réwny an®?

15.% Wykaz, ze n® jest rzedu nizszego niz 2", tzn.

Uzasadnij analogiczny wynik dla n.

Wsk.: Z tozsamosci
n n n n on

wynika, ze dla n > 4 zachodzi nieréwnosé (Z) < 2™,

2.2 Troche teorii i algorytm Herona
Zbiezno$¢ i ograniczonosé - Heron, rekursja i pierwiastki™ - Zadania

Pokazemy tu, dlaczego w niektorych rachunkach istotng role odgrywaja twier-
dzenia o istnieniu. A ponadto poznamy zdumiewajaco prosty algorytm obli-
czania pierwiastkéw, znany Heronowi (I w. n.e.), a mozliwe, ze nawet Babi-
lonczykom — 4000 lat temu.

Zbieznos¢ a ograniczonoscé

Moéwimy, ze ciag a, jest ograniczony, jezeli wszystkie jego wyrazy leza
w pasie ograniczonym prostymi y = m (ograniczenie dolne ciagu) oraz y = M
(ograniczenie gérne ciagu).

Zauwaz, iz zbiezno$¢ ciggu geometrycznie oznacza, ze dalekie wyrazy ciggu
leza w poblizu pewnej prostej. Ograniczono$é¢ oznacza tylko, ze wyrazy ciaggu
mieszcza sie w pewnym pasie ograniczonym prostymi. Tak wiec zbieznosé jest
warunkiem mocniejszym niz ograniczono$¢, co wyraza ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.6 Kazdy cigg zbieiny jest ograniczony.

Twierdzenie odwrotne nie zachodzi, o czym $wiadczy ciag a, = (—1)" — jest
ograniczony, ale nie jest zbiezny. Zachodzi jednak twierdzenie nastepujace:
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TWIERDZENIE 2.7 Cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

37

1 2 3 4 5 6

Rysunek powinien przekonaé o intuicyjnej oczywistosci tego twierdzenia. Sci-
sty dowdd nie jest trudny, ale odwotuje sie do formalnej definicji granicy.

Ponizszy przyktad ilustruje role tego twierdzenia w zadaniach rachunkowych.
Poprawnosé rachunkéw wymaga tu uzasadnienia, ze szukana granica istnieje.

PrzykrAD 2.3 Wykaz, ze ciag zadany rekurencja
CL1:\/§, an+l:\/2+an
jest zbiezny i znajdz jego granice.

RozwiazANIE: Korzystajac z zasady indukcji matematycznej wykazemy, ze
ciag jest rosnacy i ograniczony przez 2.

1. Ciag a,, jest rosnacy.

Oczywiscie a1 = V2 < V24 V2 = as. Zatézmy, ze ap < apy1. WoOwcezas

Gn41 = \/2 +a, < \/2 + apy1 = Gpyo-

2. Ciag a,, jest ograniczony.

Mamy a1 = /2 < 2. Zatézmy, ze a, < 2. Wowczas

Uni1 = V2+an <V2+2=2.

Skoro ciag jest rosnacy i ograniczony, wiec jest zbiezny. Niech g bedzie jego
granica. Zauwazmy, ze ciag an+1 to ciag a, przesuniety o jeden wyraz, zatem
ciagi an11 oraz a, maja te samg granice. Stad

2 . 2 . 2 .
g° = (hm an+1) = nh_)nolo (ans1)” = lim (2+a,) =2+g.

n—oo n—oo



28 Wyktad 2. Granica ciagu

Tak wiec ¢g> = 24 g, skad ¢ = 2 albo ¢ = —1. Poniewaz granica ciggu
o wyrazach dodatnich jest liczba nieujemna, wiec g = 2.

Uzyskany wynik zapisuje sie niekiedy w postaci

¢2+\/2+\/2+\/2+\/ﬁ=2.

Heron, rekursja i pierwiastki*

Jak juz wspominalismy, bardzo pomystowy algorytm obliczania pierwiastkow
kwadratowych znany byl juz Heronowi, prawie dwa tysiace lat temu. W litera-
turze znany jest jako algorytm Herona badz algorytm babilonski, gdyz istnieja
poszlaki (do$¢ stabe), ze mogli go znaé juz Babilonczycy.

Obliczmy ta metoda v/5. Algorytm Herona polega na wyznaczaniu kolejnych
wyrazow ciagu zadanego warunkami

Qn
2
Sama idea tego algorytmu jest prosta: gdy wyraz a, przybliza v/5 od dotu, to
5/ay, przybliza go od gory. Okazuje sie, ze wyraz a,11 bedacy Srednia arytme-
tyczna tych dwu liczb jest przyblizeniem (duzo!) lepszym niz poprzednie.

an + 2>
ar =1, apg1=—5—+

Skad wiemy, ze w granicy musimy dostaé¢ rzeczywiscie v/5. Na razie zatézmy,
ze granica istnieje i jest rowna g. Wéowczas

an+2> g+
—
2 2

Ale an11 — ¢, gdyz an41 jest to ciag a, przesuniety o jeden wyraz. Zatem

an4+1 =

Mnozac obie strony przez 2g otrzymamy 2g> = g% + 5, skad g?> = 5. Poniewaz
ciag o wyrazach dodatnich nie moze mieé¢ granicy ujemnej, wiec g = v/5.

To, ze ciag ten rzeczywiscie ma granice jest oczywiste dla kazdego kto pré-
buje w praktyce wykonaé¢ te rachunki — ten ciag zbiega bardzo szybko. Ale
dowad istnienia granicy jest do$é¢ zmudny. Nalezy wykazaé, ze ciggi wyrazéw
parzystych oraz wyrazéw nieparzystych sg monotoniczne i ograniczone, a wiec
zbiezne. R6wno$¢ obu granic wynika stad, ze réznica kolejnych wyrazow ciaggu
a, dazy do zera.
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Zadania
16. Zbadaj, ktére z ponizszych ciagéw sg ograniczone:
a)an =2+ (=1)"; b)b,=sinn+cosn; c)cp=2"—n? d)d,= ¥n2+1.
17. Ciag an jest ograniczony z dotu przez —4, a z géry przez 3. Podaj liczby ograniczajace
z dotu i z gory ciag bn = a2 + an.
18. Korzystajac z zasady indukcji matematycznej wykaz, ze ciag a, okreslony rekurencja
a1 =1, ant+1 = /1 + an jest ograniczony i rosnacy. Znajdz jego granice.
Ry

19. Zastosuj metode Herona do obliczenia /2. Korzystajac z kalkulatora zbadaj, ktéry z
wyrazéw ciggu bedzie przybliza¢ v/2 z bledem mniejszym niz 1/1 000 000?

20. Wiedzac, ze ponizszy ciag jest zbiezny znajdz jego granice:

5
an + —

an

a; = 17 An+1 = 2

Zbuduj analogiczny cigg o granicy v/5.

21. Rozwazmy ciag okreslony warunkami a1 = V6 oraz an+1 = V6 + an.

a) Wykaz, ze jest zbiezny i znajdz jego granice.

b) Dla jakich wartosci a1 ciag taki bedzie staty?

¢) Wykaz, ze podobnie zdefiniowany ciag bedzie zbiezny przy dowolnym wyborze a1 > 0.

2.3 Liczba 7

Dwa klasyczne wzory - Od Egipcjan do Archimedesa - Jak to robil Archime-
des?* - Zadania

Liczbe m okredla sie jako stosunek obwodu okregu do jego srednicy. Jest jedng
z dwu (obok liczby e) najwazniejszych staltych w matematyce. Kazdy algorytm
jej obliczania wykorzystuje przejécia graniczne.

Dwa klasyczne wzory

7 samej definicji m wynika, ze pomiedzy obwodem L okregu, a jego érednica
2r zachodzi zalezno$¢ L/2r = 7, skad znany wzér na obwdd okregu

L = 2mr.
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Koto mozna przybliza¢ za pomoca wpisanych wielokatéw foremnych. Kazdy
taki wielokat dzieli sie na n tréjkatéw rownoramiennych, o podstawie a,, oraz

Wraz z n dazacym do nieskoficzonosci, iloczyn na, dazy do obwodu okregu,
a wysokos¢ h,, do jego promienia. Zatem pole P kola o promieniu r jest réwne

h hn,
lim nan " = lim na,— 5 = L— = 27r1"— = 7.

n—00 n—00 2

Obydwa wzory maja praktyczna warto$¢ pod warunkiem, ze znamy wartosé
7w z odpowiednia dokladnoscig. Dzis odczytamy ja z dowolnego kalkulatora:
T & 3,141592654, a Wolfram Alpha® poda ja z doktadnoscia do 1000 miejsc
po przecinku. Ale uzyskanie nawet kilku miejsc po przecinku nie jest zadaniem
trywialnym.

Od Egipcjan do Archimedesa

Przyblizona warto$é¢ m mozna wyznaczy¢ poréwnujac obwod okregu z obwodem
wielokata foremnego wpisanego w ten okrag badz na nim opisanego. Mozna
zaktadaé, ze okrag ma promien 1. Wpisujac w taki okrag szeSciokat foremny
otrzymujemy oczywiste szacowanie 27w > 6, skad m > 3. To najprostsze przy-
blizenie m &~ 3 pojawia sie¢ w Biblii (II Ks. Kronik 4:2, Biblia Tysigclecia).

Egipcjanie wyrazali pole kota za pomoca $rednicy d = 2r. W dzisiejszej sym-

bolice: )
8
P~ |=d
(5
co odpowiada wartosci ™ ~ 3, 16.

Obwdd szeciokata foremnego opisanego wynosi 4v/3. Laczac to szacowanie
z szacowaniem biblijnym otrzymamy

3 <7< 2V3~ 3,46.
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Wartosé srednia tych ograniczen to okoto 3,232051. Ale juz w III w. p.n.e.
Archimedes otrzymal szacowanie dokladniejsze

10 1

Wartosé érednia obu ograniczen to 3,14185.

Jak to robil Archimedes?*

Spéjrzmy, jak otrzymaé szacowanie Archimedesa. W tym celu wyznaczymy
najpierw zaleznos¢ pomiedzy bokiem foremnego 2n-kata wpisanego w okrag
o promieniu 1, a bokiem analogicznego n-kata.

Oznaczmy przez a, oraz h, odpowiednio bok i wysokos$¢ trojkata w n-kacie
foremnym. Wéwczas

2 an\? 2 an\? 2

A poniewaz

wiec

2 an'\”

2 2
1_((1?”) ] =2-92h, = 2-2¢/1— (2—") =2—/4—a2.

Qo = 1/2 — /4 —a2.

Zatem
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Bok szesciokata foremnego wpisanego w okrag jednostkowy to ag = 1. Z po-

wyzszego wzoru otrzymujemy ajp = /2 — V3 &~ 0,5176381. Przyblizenie
obwodu kota za pomoca 12-kata foremnego odpowiada zatem przyblizeniu

21 ~ 12a12, skad 7 ~ 61/2 — /3 ~ 3,105828.
Wychodzac od a1 otrzymamy kolejno as4, ass oraz agg. Ta ostatnia wartosé

pozwala uzyskaé dolne szacowanie Archimedesa. Podobnie, analizujac wielo-
katy opisane, otrzymamy szacowanie gérne.

Zadania
22. Poéréd ponizszych liczb znajdz najlepsze przyblizenie 7:

22 9 9
e V10, \/§+\/§7 g+ 5

23. Oblicz obwdd szesciokata foremnego opisanego na okregu o promieniu 1.

24. Przyjmijmy ao = 2v/3, bp = 3 oraz

20, bn
An+1 = bn+1 =V an+1bn-

an + by’

Mozna wykazaé, ze oba ciagi maja wspdlng granice m. Oblicz wartosci wyrazéw ai oraz bi.

2.4 Archimedes

Archimedes (ok. 287 p.n.e. - 212 p.n.e.), powszechnie uchodzi za naj-
wieckszego matematyka starozytnosci. Niemal cate zycie spedzit w Syrakuzach
na Sycylii (w owym czasie byla to grecka kolonia), choé¢ przez jakis czas prze-
bywal prawdopodobnie w Aleksandrii — najwazniejszym centrum naukowym
epoki. Tam mégl spotkaé¢ Eratostenesa i innych nastepcéw Euklidesa. Zginat
z reki rzymskiego zolnierza podczas oblezenia Syrakuz. Archimedes przeszedt
tez do historii jako wielki wynalazca (m.in. §ruba Archimedesa) i oczywiscie
fizyk (Eurekal).

Jego dorobek matematyczny obejmuje m.in. wspomniang w tek$cie metode
przyblizania 7, obliczenie pola odcinka paraboli, a przede wszystkim odkrycie
metody obliczania objetosci kuli. Archimedes odkryt t¢ metode za pomoca bar-
dzo finezyjnego rozumowania, wykorzystujac prawo dzwigni. P6Zniej, w roz-
prawie O kuli i walcu dal Sciste, geometryczne wyprowadzenie swojej metody
pokazujac, ze objeto$¢ kuli to 2/3 objetosci opisanego na niej walca. Wynik
ten byl dla Archimedesa zrédtem szczegdlnej dumy. Archimedes zyczyl sobie,
aby motyw kuli wpisanej w walec umiesci¢ na jego grobie. Gréb taki widziat
w Syrakuzach jeszcze Cyceron okoto roku 75 p.n.e.



Wyktad 3

Granica i cigglosé.
Eksponenta
i logarytm naturalny

Eksponenta e*, czyli funkcja wyktadnicza o podstawie e = 2,718..., jest
zapewne najwazniejsza funkcja w calej matematyce. Takze funkcja do niej
odwrotna logarytm naturalny Inx, znajduje sie w $cistej czotowce. Gdy w
matematyce lub fizyce pojawia sie logarytm badZ funkcja wyktadnicza jest to
niemal zawsze logarytm naturalny badz eksponenta. Najwazniejszym wyjat-
kiem od tej reguly jest informatyka, gdzie faworyzowana podstawa logarytmu
jest raczej 2 niz e.

Szczegdlna rola eksponenty i logarytmu naturalnego jest zwigzana z istnieniem
prostych aproksymacji. Dla x bliskich zera mamy

In(1+2z) =~ =z, e ~1+ux.

Aby tym aproksymacjom nadaé Scisty sens musimy rozszerzy¢ pojecie granicy
(dotychczas stosowane tylko do ciagéw) na przypadek funkcji zmiennej rze-
czywistej, czyli takich funkcji, jak 2, e* itp. Ten nowy typ granic okaze sie
tez szczegdlnie wazny przy wprowadzaniu pojecia pochodnej.

W przypadku ciggdéw pytaliSmy, co dzieje si¢ z wyrazami ciagu, gdy n zbliza
sie do nieskonczonosci. W przypadku funkcji analogiczne pytanie brzmi:

Jak zachowujg sie wartosci funkcji, gdy argumenty x
zblizajq sie do krancow dziedziny?

Krancem dziedziny moze by¢ oo badZz —oo, ale takze konkretny punkt — koniec
przedziatu czy polprostej, na ktérej funkcja jest okreslona.

33
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3.1 Granice, asymptoty i aproksymacje

Granice w nieskonczonosci i granice nieskoriczone - Asymptoty - Granica funk-
cji w punkcie - Granice i aproksymacje - Zadania

W kolejnych paragrafach méwi¢ bedziemy najpierw o granicach w obu nie-
skonczonosciach, a nastepnie o granicy w punkcie.

Granice w nieskonczonosci i granice nieskonczone

Spoéjrzmy na ponizszy wykres funkcji y = (22 +1)/(2? — 1):

LAY

Na podstawie wykresu mozna przypuszczaé, ze graniczna wartodcia funkcji
przy x dazacym do oo badz do —oo jest 1. Przypuszczenie to latwo zweryfiko-
waé za pomocg rachunkéw:

2 2 1 1
1 zo(1+ = 1+ =

lim x2—|— = lim ( zl) = lim =1
T—00 2 — T—00 5132(1—?) :z:—»ool_m_2

Poniewaz funkcja jest parzysta, wiec podobnie jest w minus nieskonczonosci:

. 241
Iim —— =

Jim —p =1

Formalnie rzecz biorac, stykamy sie tu z nowym typem granic: argument zmie-
nia sie teraz w sposob ciagly, wczeéniej zmienial sie w sposéb skokowy. Ale w
istocie rzeczy granice te zachowuja sie doktadnie tak samo, jak granice ciggow.
Nowoscig jest to, ze mozemy teraz moéowi¢ takze o granicach w —oo.
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Rozwazana funkcja nie jest okreSlona w punktach x = 1 oraz x = —1. Za-
zwyczaj zachowanie funkcji w punktach nieokreslonosci zastuguje na uwage,
gdyz w istotny sposéb decyduje o ksztalcie wykresu. Ze wzgledu na symetrie
wykresu ograniczymy sie do jednego z tych punktow, z = 1.

Sytuacje, jaka obserwujemy na wykresie w poblizu punktu z = 1 zapisujemy

symbolicznie réwnosciami:

2+ 1 . 2+ 1
— o0, _

lim 5 =
z—l1— x4 —1

im = 0.
r—1t [L‘2 —1

Pierwsza z tych réwnoéci czytamy: granica przy x dazacym do 1 od strony lewej
jest rowna —oo. Granice taks nazywamy granicg lewostronng w punkcie.
Zbieznos$¢ od lewej strony sygnalizujemy znakiem minus w gérnym indeksie.
Analogicznie odczytujemy druga z rownosci méwiaca o granicy prawostron-
nej.

Pokazemy teraz, jak zachowanie funkcji w tych dwu osobliwych punktach od-
czytaé ze wzoru. Bedziemy korzysta¢ z dwu nieformalnych, ale oczywistych
réwnosci:

1 1

0—+ = 00, 0—_ = —.
Roéwnosci te nalezy rozumieé¢ nastepujaco: gdy jakas wielkoéé zbliza sie do zera
poprzez wartosci dodatnie, to jej odwrotnosé dazy do co. Podobnie, gdy jakas
wielko$¢ zbliza sie do zera poprzez warto$ci ujemne, to jej odwrotnosé dazy
do —oo.

W naszym przypadku mamy

i 2+1 2 . x4+l 2

11 :_:_007 1m = — = Q.

e—1- 22 — 1 0- e—1+ a2 —1 0+

Asymptoty

Dwa typy granic, jakie pojawily sie w tym przyktadzie — granice nieskonczone
w punkcie i granice w obu nieskonczonos$ciach — odpowiadaja dwu typom
asymptot.

DEFINICJA 3.1 (asymptoty pionowe i poziome)
Méwimy, ze prosta x = a jest asymptota pionowa wykresu funkcji f, jezeli
zachodzi przynajmniej jedna z ponizszych réwnosci

lim f(z) =400 lub lim+ f(z) = £o0.

z—a~ r—a
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Méwimy w takim przypadku o asymptocie lewostronnej, prawostronnej, badz
obustronnej — gdy zachodza obie réwnosci.

Moéwimy, ze prosta y = b jest asymptota pozioma wykresu funkcji f, jesli

lim f(z)=15b lub xli}r_noof(x) =b.

Tr— 00

Gdy rozwazamy granice przy x dazacym do oo, asymptote te nazywamy pra-
wostronna; przy x dazacym do —oo lewostronna.

Funkcja moze mie¢ co najwyzej dwie asymptoty poziome: jedng w oo, druga
w —oo. Obie asymptoty moga by¢ rézne.

Rozwaza sie tez asymptoty ukosne. Mowimy, ze funkcja ma asymptote uko-
$ng prawostronng y = ax + b, gdy

Jim [f(z) — (ax 4 b)] = 0,
czyli wéwcezas, gdy prosta y = ax + b aproksymuje wykres funkcji przy = da-
zacym do oo. Analogicznie okreslamy asymptote ukoéna lewostronna. Asymp-
toty poziome sa szczegblnym przypadkiem asymptot ukosnych, gdy a = 0. Jak
wyznaczy¢ wspoOtczynniki a, b asymptoty ukosnej pokazujemy w zadaniu 5.

Granica funkcji w punkcie

Dotychczas rozwazaliSmy przypadek, gdy granica w punkcie byla plus badz
minus nieskonczonosciag. Jednak najbardziej interesujace sa przypadki granic
skoniczonych. Rozwazmy zachowanie funkcji

R
Y=

w sgsiedztwie punktu x = 1.

Moze sie pojawi¢ pokusa, by po prostu podstawi¢ x = 1. Ale woéwczas otrzy-
mamy wyrazenie nieoznaczone (czyli pozbawione sensu) typu 0/0.
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Nas jednak interesuje, co dzieje sie w poblizu punktu 1. A dla x # 1 mozemy
utamek uproscié, po czym dopiero przejs¢ do granicy:
-z z(x—1) ) x 1

I = lim —— ] =
121 st )@ —1) ddlztl 2

Pamietajmy, ze granica funkcji w punkcie a nie zalezy od wartosci f(a).
Jak widzimy, funkcja nawet nie musi by¢ w tym punkcie okreslona.

Moze sie zdarzy¢, ze granica funkcji w danym punkcie zalezy od tego, czy
do punktu a zblizamy sie od lewej strony, czy od prawej. Moéwimy woéwczas

o granicy lewostronnej badZ granicy prawostronnej. Odpowiednie gra-
nice oznaczamy wowczas symbolami

lim f(z)— granica lewostronna, lim f(z)— granica prawostronna.
T—a~ z—at

Najprostszego przykiadu dostarcza funkcja signum zdefiniowana wzorem

-1, gdy z < 0;
sgnx = 0, gdy x=0;
1, gdy = > 0.

Dla funkcji signum granice jednostronne w punkcie 0 réwne sa

lim sgnx = —1, lim sgnx = 1.
z—0~ z—07t

Zauwazmy jeszcze, ze jesli granice lewostronna i prawostronna w danym punk-
cie sg réwne, to funkcja ma w tym punkcie zwykla granice obustronna.

Ponizsze, intuicyjnie do$¢ oczywiste twierdzenie zachodzi dla wszystkich typow
granic skonczonych, takze dla a = 4o0.

TWIERDZENIE 3.1 (o arytmetyce granic)
Jezeli granice lim f(x) oraz lim g(x) istniejq, to
r—a r—a

lim [f () £ g(2)] = lim f(z) + lim g(), lim [k f(z)] = k lim. f(z),

r—a Tr—a Tr—a

lim [ (2)g(a)] = lim f(z) lim g(z).

r—a

Podobnie jest dla ilorazu granic, pod warunkiem, zZe lim g(z) # 0:
r—a

i L@ _ (@)
e=ag(e) ~ Tmg(x)’

r—a




38 Wyktad 3. Granica i ciggloéé. Eksponenta i logarytm naturalny

Granice i aproksymacje

Pokazemy teraz, jak korzystajac z granic uzyskaé¢ uzytecznag aproksymacje.

W tym celu obliczmy granice:
. Vi+z-—1 . (WVi+z-1)(1+z+1)
lim ————— = lim =
x—0 T x—0 :L‘(\/ 1+x2+ 1)
1 -1 1
= lim —( +2) =

1
=lim —— = —.
e—0z(y/14+xz+1) 750 Vi+z+1 2
Wynika stad, ze dla x bliskich zera

\/1+m—1N

x 2’

skad po rutynowych przeksztalceniach otrzymujemy znana nam juz (str. 17)
aproksymacje

vl—i—xml—i-z.

2

Zadania
1. Oblicz granice funkcji w oo oraz —oo:

3 3

z°—1 z°+1 z+1 ||

_ . b — . = - . d = .
a)y P )y 21 c)y ok )y peare
1/

2. Sprébuj odgadnaé granice funkcji y = x7/® przy x dazacym do nieskonczonosci (masz
odpowiednie przestanki!) i sprawdz wynik za pomoca programu Wolfram Alpha®, wykonujac
instrukcje
lim z'/®, z— > infinity

3. Dla dodatnich funkcji zmiennej rzeczywistej f(x), g(x) okreslamy pojecia asymptotycz-
nej réwnosci (w nieskonczonosci) oraz rzedu analogicznie, jak dla ciagéw (str. 24). Uza-
sadnij, ze:
a) funkcja 2%/(x + 1) jest w nieskoriczonoéci asymptotycznie réwna x;
b) funkcja (1 + 2x)'° jest rzedu «'°.
4. Znajdz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkcji:

T —2 z+3 1 1 z+1
a)y = ;

. b)y= ) B P
z+2’ )y 2 -9’ )y 1’+x+1’ )y |z +2]—1

5.*% Uzasadnij, ze prosta y = ax + b jest asymptota ukosna prawostronna wykresu funkcji
y = f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy

a = lim M, b= lim (f(x) — ax).

r—oo T T—00

Analogicznie jest w przypadku asymptot ukosnych lewostronnych.
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6. Korzystajac ze wzoréw podanych w zadaniu 5 znajdz asymptoty ukosne wykresu funkcji:
2) 2t + 1 2’ +2° o)y = x|z
YT T (z — 1)’ L

b) y =

7. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® znajdz asymptoty pionowe i ukosne wykresu
funkeji y = (z* — 1)(2® — 1) korzystajac z instrukcji

asymptote (z* —1)/(z® — 1)
Znajdz w podobny sposéb asymptoty wykresu funkeji y = /1 + z2/(1 + x).

8. Znajdz granice wtasciwe badz niewlasciwe w punkcie:

4 3 3
o —1 . z° + 1 . z° — 2x
lim =——- . LT A
@) fm T P im oo o im
. r—4 oozt —1 . Vitzrz—+1—=x
d) lim ——; e) lim ——; f) im —mm——.
z~>4\/5—2 rz—1 \/E—l z—0 2x

9. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® oblicz granice funkcji f(z) = (z —1)/({/z — 1)
przy  — 17 wykonujac instrukcje
lim(z —1)/(z'/® = 1),2— > 1
W podobny sposéb, dla k # 0 znajdz granice funkcji (z™ — 1)/(z* — 1) w punkcie z = 1.
GO0

10. Oblicz granice
va2+zr—a

lim ——,
z—0 x
gdzie a > 0. Wywnioskuj stad wzér przyblizony dla va? + x. Jak korzystajac z tego wzoru

otrzymaé przyblizenia:

a) VIO~ L2; b) VIbx & o) V2r 27

3.2 Ciaglosc
Pojecie cigglosci - Ciggtosé funkcji elementarnych - Zadania

Pojecie granicy jest naprawde uzyteczne, gdy méwimy o punktach nieokreslo-
nosci funkcji albo innych osobliwych punktach. Ale mozna je stosowaé takze
w odniesieniu do kazdego punktu dziedziny. Na przyktad

lim 22 = 3% = 9.

z—3
W tym przypadku obliczenie granicy sprowadza si¢ do obliczenia wartosci
funkcji w tym punkcie. Ale nie zawsze tak jest. Na przyklad |sgn0| = 0, ale

lim |sgnz| = 1.
z—0
Rzeczywiscie, dla x bliskich 0, ale réznych od 0 wartosci tej funkcji sa réowne 1.

Réznica pomiedzy obu przypadkami wynika z ciagtosci badz nieciggloséci od-
powiedniej funkcji.
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Pojecie cigglosci

Ciaglosé funkcji moze nas interesowaé jako wlasnosé lokalna (zachowanie funk-
cji w danym punkcie), badz jako wlasno$é¢ globalna (zachowanie funkcji na
przedziale czy tez w calej dziedzinie).

DEFINICJA 3.2 (ciaglos$é funkeji w punkcie)
Mowimy, ze funkcja f jest ciggla w punkcie a, jezeli

lim f(x) = f(a).

Réwnoséé¢ powyzsza oznacza, ze funkcja f jest w punkcie a okreslona, granica
funkcji w tym punkcie istnieje i obie te wielkosci sa jednakowe.

Analogicznie okreslamy cigglo$é lewostronng (prawostronnag) funkcji
w punkcie a:

lim f(z) = f(a), odpowiednio lim f(x)= f(a).

T—a~ z—a™t

Funkcja podloga y = |x] (zaokraglenie do liczby caltkowiej w dét) jest w punk-
tach catkowitych ciagla tylko prawostronnie; funkcja sufit y = [x| (zaokragle-
nie do liczby caltkowitej w gore) jest w tych punktach ciagta tylko lewostronnie.

DEFINICJA 3.3 (ciaglo$é funkcji na przedziale)

Moéwimy, ze funkcja jest ciggla na przedziale otwartym, gdy jest ciagla
w kazdym punkcie wewnetrznym przedziatu. W przypadku przedziatu do-
mknietego zadamy ponadto, aby byla jednostronnie ciggla na jego koncach.
Termin funkcja cigglta oznaczaé bedzie funkcje ciaglta na przedziale.

Y Y

T

Funkcja y = z2 jest ciggla. Funkcja y = |z jest nieciagta.

Intuicyjnie, funkcja jest ciggla, gdy mala zmiana argumentu powoduje mala
zmiane wartosci funkcji. Funkcja y = |z] jest nieciagla, gdyz mala zmiana
argumentu, np. przejscie od x = 1,9999 do = = 2 powoduje skokowg zmiane
wartosci z 1 na 2.
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Ciaglos$é¢ funkcji elementarnych

Funkcje wymierne sa ciaglte w kazdym punkcie swej dziedziny. Podobnie jest
w przypadku funkcji potegowej, wyktadniczej, logarytmu oraz czterech pod-
stawowych funkcji trygonometrycznych. Funkcje, jakie mozna z nich otrzymacé
przez sktadanie i dzialania arytmetyczne nazywamy funkcjami elementar-
nymi. Funkcje elementarne sa zatem ciaglte w kazdym punkcie swej dziedziny.

Ta ostatnia uwaga w praktyce zwalnia nas od my$lenia o ciaglosci. Wystarczy
pamietaé, ze zasadniczo wszystkie spotykane funkcje sg ciagte w kazdym punk-
cie okreslono$ci, z wyjatkiem znanych (nieelementarnych) wyjatkéw w rodzaju

y=lz|, y=[x] czy y =sgnuz.
Zadania
11. Wskaz punkty nieciagtosci funkcji:

a)y=sgn(z+2); bly=sgn(@®—-1); )y=z—|z; d)y=|z/2]; e)y==z|z]
12. Rysunek przedstawia wykres funkcji y = sin(1/z).

LY

]Y

a) Czy mozna tak dookresli¢ te funkcje w punkcie x = 0, aby byta wszedzie ciagta?
b) Czy mozna to zrobi¢ w przypadku funkcji y = xsin(1/z)?

00

13. Niech 7(z) oznacza ilo$¢ liczb pierwszych mniejszych badz réwnych z; np. «(1) = 0,
m(2) = 1, n(5) = 3, m(10) = 4. W jakich punktach funkcja ta jest nieciagta? Naszkicuj jej
wykres na przedziale [0, 10].

14. Za pomoca funkcji y = |x| zbuduj funkcje, ktérej punktami nieciaglosci beda wszystkie
liczby caltkowite nieparzyste, i tylko one.

15. Zbadaj, w jakich punktach jest ciagta funkcja
z, gdy r wymierna;
flz) = 2 od . .
, gdy x niewymierna.

16. Skonstruuj przyktad funkcji nieciagtej we wszystkich punktach proste;j.
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3.3 Eksponenta, logarytm naturalny
i okres podwojenia

Skqd sie wziela liczba e? - Eksponenta i logarytm naturalny - Wzér na okres
podwojenia - Zadania

Obok 7 najwazniejsza stala w matematyce jest liczba

1 n

e= lim (1 + —) = 2,718281828... =~ 2,718.
n—00 n

Logarytm o podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym, a funkcje

wykladnicza y = ¥ eksponentg.

Nasuwaja sie dwa pytania: skad sie wzieta liczba e? dlaczego logarytm na-
turalny jest bardziej naturalny od innych logarytméw, a eksponenta bardziej
eksponowana niz inne funkcje wyktadnicze.

Skad sie wzieta liczba e?

Historycznie liczba e ma dwa zrddia: logarytmy i procent sktadany. Po raz
pierwszy w sposéb jawny pojawita sie w roku 1687 u Jakuba Bernoulliego,
w zwigzku z procentem sktadanym. Samo oznaczenie wprowadzit Euler.

Jak wiadomo rzeczywiste oprocentowanie (tzw. oprocentowanie efektywne) za-
lezy nie tylko od nominalnej stopy procentowej, ale tez od czestosci, z jaka ka-
pitalizowane sa (dopisywane do kapitatu) odsetki. Przy niskim oprocentowaniu
ten drugi czynnik jest matlo istotny.

Rozwazmy zatem bardziej pouczajacy przyktad, gdy ze wzgledu na wysoka
inflacje banki oferuja oprocentowanie 100% w skali roku. W takim przypadku
czestosé kapitalizacji odsetek zaczyna by¢ istotna.

Spojrzmy, jak rosnie w ciggu roku kapital jednostkowy w zaleznosci od okresu
kapitalizacji:

(1 + %) = 2,00 przy kapitalizacji rocznej;

(1 + %)2 = 2,25 przy kapitalizacji pélrocznej;

(1 + %)4 = 2,44 przy kapitalizacji kwartalnej;

(1 + 1—12)12 = 2,61 przy kapitalizacji miesiecznej;
(1 + %)52 = 2,69 przy kapitalizacji tygodniowej.
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Gdybysémy rozwazali coraz krétsze okresy kapitalizacji — dzienna, godzinowa,
minutowa, sekundowg itd. — zblizalibySmy sie do granicznej wielkosci.

Zauwazmy przede wszystkim, ze okreslenie liczby e jest poprawne przy zato-
zeniu, ze istnieje granica, o ktérej mowa w definicji. Mozna wykazaé, ze ciag
definiujacy e jest ograniczony i monotoniczny, a wiec zbiezny.

Powyzsze rachunki odpowiadaly nominalnej stopie procentowej 100%, rzadko
spotykanej w praktyce. Przy n okresach kapitalizacji i nominalnej stopie pro-
centowe]j p%, analogiczne oprocentowanie wyniesie

p n
1+— .
< + 100n)
Pokazemy, ze i w tym przypadku wzér na procent sktadany przy cigglej kapi-
talizacji zalezy od liczby e.

Aby obliczyé¢ granice takiego wyrazenia przy n dazacym do oo wprowadzmy

zmienng pomocnicza k okreslong warunkiem

1
— P czyli n

_ kp.
E 100n’

~ 100

Zauwazmy, ze gdy n dazy do nieskoniczonosci, to takze k dazy do nieskonczo-

nosci, i na odwro6t. Zatem
Ep k7 160
: P \"_ . 1\ . 1 o
i (1 ) = i (14 3) ™ = i | (14 7) ] e

Odnotujmy prosta, ale bardzo przydatna zaleznosé:

n
lim (1 _ l) _ 1
n—00 n e

Rzeczywiscie, wystarczy pokazaé, ze granica odwrotnosci tego wyrazenia jest
réwna e. Obliczmy ja:

n

1 \" 1\t 1
(+n—1) <+n—1) <+n—1>_>e ¢

e
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Podstawowe oszacowanie wartosci e mozna uzyskaé korzystajac z nieréwnosci

1\" 1 n+1
<1+—> <e<(1+—) .
n n
Podstawiajac n = 1000 otrzymamy

2,71692393... <e < 2,7196085. ..

Od doktadnej wartodci e = 2, 71828182. .. szacowania r6znia sie juz na trzecim
miejscu po przecinku. W obu przypadkach blad jest rzedu 2/1000. W przy-
sztosci pokazemy, jak bez wiekszego trudu uzyskaé¢ duzo wieksza dokladnosé.

Eksponenta i logarytm naturalny

Zanim wyprowadzimy zapowiedziane na wstepie aproksymacje e” ~ 14z oraz
In(1 4+ z) =~ x potrzebne nam bedzie jeszcze jedno twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.2

: 1\ : 1
lim (14+—) =e; lim(l1+2z)= =e.
r—+00 x x—0

SzZKIC DOWODU: Pierwsza czes¢ twierdzenia méwi o dwu granicach: w 400
oraz —oo. Zajmijmy sie najpierw granica w oo.

7 okredlenia liczby e wiemy, ze jest tak dla rozbieznego do nieskonczonosci
ciagu a,, = n. Tak wiec, jezeli rozwazana granica w ogdle istnieje, to musi by¢
réwna liczbie e. Dowdd, Ze granica ta istnieje jest dos¢ techniczny, dlatego tez
pominiemy go.

Wiedzac, ze rozwazana granica w +00 jest rowna e, tatwo pokazaé, ze podobnie
jest dla granicy w —oo. Rzeczywiscie, niech u = —x. Skoro x dazy do —oo,
to u dazy do oco. A stad, uwzgledniajac wyprowadzong wczeéniej zaleznosé,

mam
B (5 (R
_ — [ g — — = €.
o)y

Aby uzasadni¢ druga réwno$é, wystarczy wykazaé, ze obie granice jedno-
stronne sa réwne e. Pokazemy to dla granicy prawostronnej. Dowdd dla le-
wostronnej jest podobny. Niech zatem x dazy do 0F. Wéwczas u = % dazy do
nieskonczonosci, a stad

(1—1—3:)% = <1+l>u—>e.

u
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TWIERDZENIE 3.3

In(1 -1
lim M =1, lim €
z—0 €T z—0 €T

Zatem dla x bliskich zera zachodza aproksymacje
In(l+z)~=z oraz e’ ~1+x.

DowOD: Pierwsza z tych réwnosci wynika bezposrednio z drugiej czesci twier-
dzenia 3.2. Rzeczywiscie:

In(l+= 1

ml+2) L i) =42t S he=1.

x x

Zauwazmy, ze to przejscie do granicy jest poprawne tylko dlatego, ze logarytm
jest funkcja ciagla. Dowdd drugiej réwnosci pozostawiamy jako zadanie ze
wskazowka.

Wzér na okres podwojenia

Zalbézmy, ze pewna wielko$é¢ przyrasta w stalym tempie p procent rocznie. Po
jakim czasie nastapi jej podwojenie? Gdy przyjmiemy wielko$é poczatkows za
jednostke, problem sprowadza sie do rozwiazania réwnania

p €T
1+—=—) =2.
( +100>

Z definicji logarytmu i wzoru na zamiane podstaw otrzymamy

In2

—1 _ns
T o%( In (1+ %)

)2=

D
1+ 166

Gdy p niezbyt duze (w praktyce chodzi o przyrost do ok. 10%), wyrazenie
p/100 mozna uznaé za bliskie zera i skorzystaé¢ z aproksymacji

p p
1+ -2 )~ L.
n(ero) 100

Stad po uwzglednieniu In2 ~ 0,7 otrzymujemy

0,7 70

P
100 p

Na przyklad roczny przyrost 5% daje okres podwojenia 70/5 = 14 lat.
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Zadania

17. Oblicz granice ciaggbw:

o= ()" 0= (S = (1-2) wa= ()"

18. Ciag an, = 0,999 999" jest zbiezny do zera. Nie korzystajac z kalkulatora wskaz jakikol-
wiek wyraz tego ciagu mniejszy od 1/2.

19. Wyjasnij, wskazujac odpowiednie przyklady, dlaczego 1°° jest wyrazeniem nieoznaczo-
nym.

20. Udowodnij druga czes¢ twierdzenia 3.3. Wsk.: Podstaw do pierwszej rownosci u = e — 1.

21. Korzystajac z programu Wolfram Alpha® oblicz granice ciagu

W przysztoéci pokazemy, jak wynik ten uzyskaé na drodze teoretycznej.

22. Oszacuj okres podwojenia przy rocznym wzroscie w tempie:
a) 7 procent; b) 2 procent; c) 1 promil.

23. Korzystajac ze wzoru na okres podwojenia oszacuj, po jakim czasie nastgpi wzrost 1000-
krotny, przy rocznym przyroscie 1%? Wsk.: 1000 ~ 2'°.

OO

24. W XVIII w. spierano sie, czy biblijny potop mial miejsce w roku 2350 p.n.e., czy duzo
dawniej. Niektorzy uczeni twierdzili, ze w krétkim okresie ok. 4000 lat ludzko$é nie mogta
doj$é od 8 oséb (Noe, jego trzej synowie i ich zony) do éwezesnego poziomu. Czy argument
ten byl poprawny? Kwestie te rozwazal m.in. Leonard Euler.

25. Funkcja f(z) = (1 + 1’)% jest okreslona i ciggta dla wszystkich x # 0. Czy mozna
dookresli¢ ja tak, aby byta ciagta w zerze?

26. Oblicz granice:

2z T 2z
e —1 2% —1 Inz et —1
li ;b)) li ; li ;0 d) L .
a) :EIEHJ €T ’ ) :EIEH) €T ’ C) :Elinlil,‘—l’ ) zlig) et —1

27.* Wykaz, ze ciag dn = (14 1/n)™ jest rosnacy i ograniczony przez 3.
Wsk.: Aby wykazaé, ze ciag jest rosnacy, mozesz skorzysta¢ z nieréwnosci o $rednich dla
n+1liczb: 1, 1+ 1/n, ..., 1+ 1/n.



