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Przedmowa

Ksigzka zawiera zadania i problemy dotyczace podstawowych wnioskowan
statystyki matematycznej. Zadania spelniaja swa praktyczna i uzupelniajaca
role w zdobywaniu doswiadczenia w stosowaniu metod wnioskowania statystycz-
nego. Zadania przedstawione w ksiazce wykorzystywane byly na kursach Wstep
do statystyki matematycznej i Statystyka matematyczna prowadzonych przez
autorow tej ksigzki w Instytucie Matematyki, obecnie Wydziale Matematyki
Politechniki Wrocltawskiej.

Zadania umieszczone sa w pieciu rozdziatach, z ktérych kazdy sktada sie
z dwobch czedci. Zgodnie z tematem kazdego rozdzialu, w pierwszej czesci przed-
stawiono podstawowe pojecia, fakty i twierdzenia, a w drugiej czesci (Zadania)
— odpowiedni zestaw zadan. Rozdzialy 1 — 5 zawieraja zadania dotyczace od-
powiednio: (1) rozktadow prawdopodobienistwa najczesciej wystepujacych w sta-
tystyce matematycznej (Rozdzial 1 Rozktady), (2) podstawowych wlasnosci sta-
tystyk stuzacych do konstrukeji narzedzi wnioskowan statystycznych (Rozdziat 2
Statystyki i rodziny rozktadéw prawdopodobienistwa), (3) metod estymacji i opty-
malnych wlasnosci estymatorow (Rozdzial 3 Estymacja), (4) konstrukeji testow
parametrycznych i nieparametrycznych (Rozdzial 4 Testowanie hipotez), (5)
wyznaczania optymalnych funkcji decyzyjnych przy roznych funkcjach straty
(Rozdzial 5 Statystyczne funkcje decyzyjne).

Rozdziatl 6 Rozwigzania, wskazowki, odpowiedzi zawiera pelne rozwiazania,
wskazoéwki lub odpowiedzi do 238 zadan. W wielu przypadkach pelne rozwiaza-
nia przedstawiaja szczegélowo metody rozwiazania dla innych zadari. Wszyst-
kich zadan jest 470.

W Rozdziale 7 podano tablice zawierajace oznaczenia i podstawowe wlasnos-
ci rozktadoéw rozpatrywanych w zadaniach.

Rozdziat 8 zawiera tablice statystyczne podajace wartosci dystrybuanty
i kwantyle rozktadu normalnego, wartosci dystrybuanty rozktadu Kotmogorowa,
kwantyle rozktadu statystyki Kolmogorowa i kwantyle rozktadu ¢ Studenta. Sg
to najczesciej] wykorzystywane wartosci w zadaniach dotyczacych weryfikacji
hipotez i przedzialéw ufnosci.



Ksiazka moze by¢ wykorzystana na wszystkich matematycznych kierunkach
studiow jako pomoc do éwiczen i uzupelnienie wyktadu ze statystyki matema-
tycznej. Moga z niego réwniez korzystaé stluchacze studiow doktoranckich na
studiach ekonomicznych i technicznych pragnacy poszerzyé¢ swa wiedze doty-
czaca podstawowych wnioskowan statystyki matematycznej. Pewna czesé zadan
moze byé rowniez wykorzystana na kursach statystyki dla studentéow kierunkow
technicznych. Zadania te zostaly oznaczone symbolem ®. Wedlug autoréw, mate-
riat potrzebny do ich rozwigzania nie wykracza poza ramy standardowego kursu
statystyki. Wlasno$ci rozkladow i zwiazki miedzy rozktadami bedace trescia za-
dari z Rozdzialu 1 moga by¢ réwniez wykorzystane w algorytmach symulacji
stochastycznych.

Niniejsze wydanie jest rozszerzeniem poprzedniego wydania III. Wydanie III
ksigzki zawierato 408 wszystkich zadar, a pelne rozwiagzania, wskazowki lub
odpowiedzi podane byly do 225 zadan.

W wydaniu niniejszym zmieniono uklad graficzny tekstu, poprawiono za-
uwazone btedy redakcyjne i typograficzne.

Ksiazke mozna traktowaé¢ jako uzupelnienie (o zadania i przyklady) dwoch
tomow ksiazki Modele i metody statystyki matematycznej (pozycje [22] i [23]
spisu literatury) oraz ksiazki Statystyczne funkcje decyzyjne [24]. Niniejsza
ksigzka wraz z wymienionymi powyzej zachowuja ten sam matematyczny spo-
sOb prezentacji tematéw zwiazanych z wnioskowaniem statystycznym oraz takie
same oznaczenia.

Wroctaw, wrzesieri 2018 Alicja Jokiel-Rokita Ryszard Magiera
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Rozklady

1.1 Rozklad i dystrybuanta zmiennej losowej

DEFINICJA 1.1 Niech P bedzie miara probabilistyczna na przestrzeni
(R*, Bgr). Dystrybuantqg miary P nazywamy funkcje F : R* — [0,1] okre-
$lona wzorem

F(z1,...,x5) = P((—00,z1] X -+ x (=00, xx]), w; € R. (1.1)

a

DEFINICJA 1.2 Niech (92, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna i niech
X : (9, F) — (R, Bgr) bedzie zmienng losowa. Rozktadem zmiennej losowej X
nazywamy miare indukowana przez X, tzn. miare P~ na (R¥ Bgi) okreslong
wzorem

PX(B)=P({weN: X(w) € BY) = P(X"YB)), B € Bgs.

Dystrybuanta miary PX, okreglona wzorem (1.1), nazywa sie dystrybuantq roz-
ktadu zmiennej losowej X 1 oznaczana jest przez Fx. a

1.2 Rozklad funkcji wektora losowego

Niech X = (Xy,...,X,) bedzie wektorem losowym typu ciaglego o gestosci
fx(x), a A niech bedzie otwartym podzbiorem R™ takim, ze P(X € A) = 1.
Zalozmy, ze funkcje g; : R" — R, i = 1,...,n, spelniaja nastepujace warunki:

1



2 1.3. Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej

(i) przeksztalcenie g = (g1,...,9,) jest wzajemnie jednoznaczne na
zbiorze A;

(ii) przeksztalcenie g ma na zbiorze A ciagle pierwsze pochodne czast-
kowe wzgledem wszystkich zmiennych;

A(g1,- .-
(ili) jakobian Jg(x) = Ngu - 9n) jest rézny od zera na zbiorze A.
8(:51, P ,.Z'n)
Oznaczmy przez h = (hy,...,h,) przeksztalcenie odwrotne do g, tzn.

x = h(y) = (hi(y),...,hn(y)) dla kazdego y € g(A). Dla kazdego zbioru
mierzalnego B zachodzi wzor

P(X € B) = /B fx(x)dx = / KOl = POY < 5(3),

a(hla' ahn)
6(:(]1,. .. ayn)

TWIERDZENIE 1.1 Jezeli wektor X ma gesto$¢ fx, a przeksztalcenie g :
R™ — R™ speklia warunki (i) — (iii), to wektor Y = g(X) ma gestos¢

fy(y) = fx(hi(y)s - ha(Y)|In(y)l-

gdzie Ju(y) = jest jakobianem przeksztalcenia odwrotnego.

1.3 Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej

DEFINICJA 1.3 Funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej X o rozkladzie
okreslonym przez dystrybuante F(x) = P(X < x) nazywamy funkcje ¢ : R —
C okreslona wzorem

p(t) = E (e") = /OO e dF (x)

oo
/ e f(z)dr, gdy X jest typu ciaglego o gestosci f(z),

—0o0
ety gdy X jest typu dyskretnego, pp = P(X = zy)
k

(¢ oznacza jednostke urojona, tzn. ¢ = y/—1). O
Jezeli E (] X|™) < oo dla pewnego n € N, to dla kazdego k = 0,1,...,n,

r d¥o(t)

B(X*) = ()t =5

t=0



1. Rozktady 3

Niech X = (X1, ..., X%)T bedzie wektorem losowym o dystrybuancie F'(x) =
P(Xy < z1,..., X <), x = (21,...,21)T € R¥. Funkcja charakterystyczna
wektora losowego X okreslona jest wzorem

k
o) = B (%) = ¢ 2=t N AP(x), b= (t,...,t)" € RE.
Rk
Jezeli istnieja tzw. mieszane momenty & (Xf1X§2 - X,]c") wektora losowego
X, to zachodzi wzor

o)
Ot Ot ot

)
t=0

B(Xxg xp) = (op

gdzie j1,j2, ...,k EN;j = j1 + jo+ - + jr-
Niech X'iY bedg k-wymiarowymi niezaleznymi wektorami losowymi. Wtedy

x4y (t) = px(t)py (t), teRF

Niech Y = CTX + ¢, gdzie C jest macierzg wymiaru k x m, a ¢ € R™.
Wtedy

dy(u) = ¢ °px(Cu), ueR™

1.4 Funkcja tworzaca momenty
zmiennej losowej

DEFINICJA 1.4 Funkcjg tworzgcg momenty zmiennej losowej X o rozkladzie
okreslonym przez dystrybuante F(z) = P(X < z) nazywamy funkcje

Y(t)=F (etX) = /OO e dF(x)

—o0
/ e f(z)dr, gdy X jest typu ciaglego o gestosci f(z),

— 00
ey, gdy X jest typu dyskretnego, pp = P(X = zy).
k

a

Funkcja tworzaca momenty jest nieujemna, ale moze by¢ rowna oo wszedzie
z wyjatkiem ¢ = 0. Jezeli ¥(t) < oo dla —e <t < g, to

d* ()

E(X*) = %

t=0



4 1.5. Wielowymiarowy rozktad normalny

1.5 Wielowymiarowy rozklad normalny

DEFINICJA 1.5 Wektor losowy X = (X1i,...,X,)? typu ciaglego ma p-
wymiarowy rozktad mormalny, jezeli mozna go przedstawi¢ w postaci X =
p+AZ, gdzie p jest p-wymiarowym wektorem, A jest macierza wymiaru p x m
rzedu m oraz Z = (Z1,..., Zy)T jest wektorem m niezaleznych (jednowymia-
rowych) zmiennych losowych takich, ze Z; ~ N(0,1), i =1,...,m. O

Reprezentacja X = pu + AZ nie jest wyznaczona jednoznacznie. Jezeli X =
v + A1Z1 1 X = jv + AQZQ, to AlA{ = AgAg

Czesto p-wymiarowy rozklad normalny definiuje sie w oparciu o nastepujace
kryterium.

TWIERDZENIE 1.2 (Craméra-Wolda) Wektor losowy X = (X1,...,X,)? ma
p-wymiarowy rozktad normalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego u € RP
zmienna losowa Y = u’' X ma jednowymiarowy rozktad normalny. (]

Jezeli wektor losowy X ma p-wymiarowy rozktad normalny w sensie Twier-
dzenia 1.2, to prawdziwe sa nastepujace twierdzenia.

TWIERDZENIE 1.3 Warto$¢ oczekiwana FE(X) oraz macierz kowariancji
Var(X) istnieja. Ponadto E(X) = p, Var(X) = AAT. O

Macierz kowariancji Var(X) = AA”T oznaczamy przez X.

TWIERDZENIE 1.4 Funkcja charakterystyczna wektora losowego X o p-
wymiarowym rozkladzie normalnym jest postaci

H(t) = exp |:LtTp, - %tTEt} ;b= (t,.. 1T (1.2)

Na odwrét, jezeli X jest nieujemnie okre$long macierza symetryczna wymiaru
p X p, to funkcja postaci (1.2), gdzie p € RP, jest funkcja charakterystyczna
wektora losowego o p-wymiarowym rozktadzie normalnym. O

Rozklad normalny p-wymiarowy jest catkowicie okreslony przez wektor $re-
dnich p oraz macierz kowariancji 3, gdyz funkcja charakterystyczna zalezy
wytacznie od tych dwéch wielkosci. Rozklad normalny p-wymiarowy z wekto-
rem wartosci oczekiwanych p i macierza kowariancji ¥ oznaczamy symbolem
Np(lj’v E)

Wielowymiarowego rozkladu normalnego nie definiuje sie przez podanie po-
staci gestosci rozkladu, tak jak zwykle w przypadku innych rozktadéw, poniewaz
nie zawsze istnieje gestosé wzgledem miary Lebesgue’a p-wymiarowego rozktadu
normalnego w przestrzeni RP. Zachodza nastepujace dwa przypadki:

(1) z(2) = p (|¥] := det(X) # 0). Wowczas rozkltad wektora losowego
X ~ Np(p, X) ma gestosé wzgledem miary Lebesgue’a w przestrzeni RP.
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Funkcja gestosci tego rozkladu wyraza sie wzorem

. Lx— T x— )|

10 = G P 73

w tym przypadku méwimy, ze X ma nieosobliwy rozklad normalny;

(2) rz(X) < p. Poniewaz macierz X jest osobliwa, wiec sktadowe Xq,..., X,
musza byé¢ liniowo zalezne. Dlatego wektor (X1, ..., X,)? nie moze mieé
tacznej p-wymiarowej gestosci. Istnieje jednak gestosé na pewnej podprze-
strzeni. Mianowicie, jezeli niektore ze sktadowych wyeliminujemy tak, ze
pozostale beda liniowo niezalezne, to te pozostate skltadowe beda mialy
nieosobliwy wielowymiarowy rozkltad normalny.

TWIERDZENIE 1.5 Jezeli wektor losowy X = (Xi,...,X,)T ma p-wymia-
rowy rozktad normalny N,(p,X), to Xi,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi wtedy i tylko wtedy, gdy 3 jest macierza diagonalna. ]

TWIERDZENIE 1.6 Jezeli wektor losowy X ma p-wymiarowy rozktad nor-
malny N,(p, X), to dla kazdego wektora a € RF i kazdej stalej macierzy A

wymiaru k X p wektor losowy Y = AX + a ma k-wymiarowy rozklad normalny
Ni(Ap +a, AXAT). (m]

WNIOSEK 1.1 Rozktady brzegowe wektora losowego X o p-wymiarowym roz-
ktadzie normalnym sa rozkladami normalnymi w odpowiednich podprzestrze-
niach przestrzeni RP. O

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze ortogonalne przeksztalcenie liniowe za-
chowuje niezaleznosé¢ wspoétrzednych wektora losowego o rozktadzie normalnym,
przy zalozeniu, ze wspolrzedne maja jednakowe wariancje.

TWIERDZENIE 1.7 Jezeli X = (X1,...,X,)T jest wektorem losowym o p-
wymiarowym rozkladzie normalnym N, (u, 021,), a C jest macierza ortogonalna
rozmiaru p X p, to wektor losowy Y = CX ma rozklad normalny N, (Cpu, 0*1,).

a

Wielowymiarowy rozklad normalny ma nastepujaca wlasno$é¢ addytywnosci.

TWIERDZENIE 1.8 Jezeli X; sa niezaleznymi wektorami losowymi X; ~
Np(pi, %5),i=1,...,n, oraz ai,...,a, € R, to wektor losowy

Y:a1X1+...+aan

ma p-wymiarowy rozklad normalny N, (30, aip;, > iy a23;). (]



6 1.5. Wielowymiarowy rozktad normalny

Jezeli wektor losowy X ~ N, (u,X) podzielimy na dwa podwektory: pierw-
szy X(1) zawierajacy p, pierwszych wspotrzednych i drugi — X — zawierajacy
kolejne ps = p — p1 wspdlrzednych oraz stosujac analogiczny podzial wektora p
oraz macierzy kowariancji 3 postaci

p® nl)  xn(12)
N: 5 E:
u® $21)  %(22)

to otrzymujemy nastepujace twierdzenia dotyczace rozkladéw brzegowych
wektorow X i X3 oraz rozkladéow warunkowych XM|X®?) = x(2)
i X@|XM = xM),

TWIERDZENIE 1.9 Wektor losowy X () ma p;-wymiarowy rozktad normalny
Npi (), @) i =1,2. o

TWIERDZENIE 1.10 Wektory losowe X i X(?) s3 niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy £(12) = 0. ]

TWIERDZENIE 1.11 Jezeli £(2) jest macierza nieosobliwa, to wektor losowy
XM|X? = x?) ma p;-wymiarowy rozktad normalny Ny, (1.9, E11.2), gdzie

o = 'u(l) +E(12)(E(22))—1(X(2) —N(Q)),
Yo = DU x029(x2))-1nEh,

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla rozktadu X2 |X™®) = x(1),



Z.adania

Oznaczenia dotyczace rozkladoéw podane sa w Tablicach 7.11 7.2
na stronach 266 — 273

1.1 ® Niech Xi,..., X beda niezaleznymi zmiennymi losowymi i niech ¥ =
Zle X,;. Udowodnié¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) Jezeli X; ma rozktad dwumianowy B(n;,p),7=1,...,k, to Y ma rozkltad
dwumianowy B (Zle Niy D).

(b) Jezeli X; ma rozklad Poissona P()\;), i = 1,...,k, to Y ma rozklad
Poissona P(Zle Ai)-

(c) Jezeli X; ma rozklad dwumianowy ujemny NB(r;,p), i =1,...,k, to Y
ma rozktad dwumianowy ujemny N B(Zle i, D).

(d) Jezeli X; ma rozktad wykladniczy E(N), i =1,...,k, to Y ma rozklad
gamma G(k, A).

(e) Jezeli X; ma rozklad Cauchy’ego C(;, \;),i=1,...,k, to Y ma rozklad
C(Zf:l Qs Zf:l Ai).

1.2 ®* Udowodnié¢, ze jezeli zmienne losowe X1, ..., X, sa niezalezne o jednako-
wym rozkladzie wykladniczym £()), to zmienna losowa

>x
i=1

T(Xla"'aXn) -

> o

ma rozktad x2(2n).

1.3 Pokazaé, ze jezeli Xq,..., X} sa niezaleznymi wektorami losowymi o roz-
ktadach wielomianowych, odpowiednio M, (n1,p),..., M,(ng, p), gdzie p=
(p1, .-, Dr), to wektor Y = Zle X; ma rozklad wielomianowy M., (n,p),

. k
gdzien =), n;.
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1.4 Niech X = (Xj,...,X,) bedzie wektorem losowym o rozkladzie wielo-
mianowym M, (n,p), p = (p1,-..,pr). Pokazaé, ze dla kazdego i = 1,...,r,
rozkladem brzegowym zmiennej X; jest rozktad dwumianowy B(n,p;).

1.5 ® Niech Fx bedzie dystrybuants zmiennej losowej X, a fx jej gestoscia.
Wyznaczyé dystrybuanty i gestosci nastepujacych zmiennych losowych:

1.6 °* Niech X bedzie zmienna losows o rozkladzie z ciagla i $ciéle rosnaca
dystrybuanta F. Pokaza¢, Ze zmienna losowa Y = F(X) ma rozklad jednostajny
U(,1).

1.7 ® Niech U bedzie zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym (0, 1) i niech
F' bedzie dystrybuantg pewnego rozktadu. Oznaczmy

Flt)y=inf{z eR: F(z)>1t}, 0<t<1.
Pokazaé, ze zmienna losowa Y = F~1(U) ma rozklad o dystrybuancie F.

1.8 ® Niech U oznacza zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym U(0,1).
Pokazaé, ze zmienne losowe

Y=-9In(1-U), Z=-vIn(U), 9 >0,
maja rozklad wyktadniczy £(19).

1.9 * Wykazaé, ze jezeli zmienna losowa X ma rozktad ¢ Studenta 7 (n), to
zmienna losowa Y = X2 ma rozklad F Snedecora F(1,n).

1.10 Wykazagd, ze jezeli zmienna losowa X ma rozklad F Snedecora F(m,n),
to zmienna losowa
. omX
n+mX
ma rozktad beta Be(q, 3) o parametrach « = m/2, 8 = n/2.

1.11 Wykazac, ze jezeli zmienna losowa X ma rozktad U(—1/2m, 1/27), to
zmienna losowa Y = tg(X) ma rozklad Cauchy’ego C(0,1).



1. Rozktady. Zadania 9

1.12 Wykazaé, ze jezeli zmienne losowe X i Y sg niezalezne o rozkladach
odpowiednio G(1, A1) i G(1, A2), to zmienna losowa X /(X +Y) ma rozktad beta
Be(Ai, Aa).

1.13 Wykazac, ze jezeli zmienna losowa X ma rozklad ¢ Studenta 7(n), to
zmienna losowa Y = (14 X?2/n)~! ma rozklad beta Be(1/2n,1/2).

1.14 Wykaza¢, ze jezeli zmienna losowa X ma rozklad Pareto Pa(zg, ),
to zmienna losowa 1/X ma rozklad potegowy Po(1/xg, @), a zmienna losowa
In(X/xzo) ma rozktad wyktadniczy £(1/a).

1.15 Wykazad, ze jezeli zmienna losowa U ma rozktad jednostajny U(0,1), to

zmienna losowa X = 20U~/ ma rozktad Pareto Pa(xo, ).

1.16 Wykaza¢, ze jezeli X i Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
ktadzie normalnym A(0,1), to zmienna losowa X/Y ma rozklad Cauchy’ego
C(0,1).

1.17 * Wykazac, ze jezeli zmienna losowa X ma rozklad normalny N (0, 1),
zmienna losowa Y ma rozklad x?(n) i zmienne te sa niezalezne, to zmienna
losowa

X

VY/n

ma rozktad t Studenta 7 (n).

1.18 * Wykazaé, ze jezeli X i Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
ktadzie jednostajnym U(a/2,b/2), to zmienna losowa Z = X +Y ma rozktad
trojkatny na przedziale (a,b) o gestosci

2 2
f(z) = e _(b—7a)2|a+b_2xl’ x € (a,b).

1.19 * Wykazad¢, ze jezeli zmienna losowa X ma rozktad wykladniczy £()), to
zmienna losowa Y = X/ o > 0, ma rozklad Weibulla We(a, \'/®).

1.20 * Wykazad, ze jezeli zmienna losowa X ma rozktad normalny N (u, 0?), to
zmienna losowa Y = exp(X) ma rozktad logarytmiczno-normalny LN (i1, 0%).

1.21 Pokazaé, ze jezeli X ma rozklad t Studenta tréjparametrowy 7; (v, i, 02),
to (X — u)?/0? ma rozktad F Fishera F(1,v).

1.22 Udowodnié, ze jezeli X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
ktadzie jednostajnym U(0,1), to

U=+—-2In(X)cos(2rY), V =+/—2In(X)sin(27Y)
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sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N (0, 1).

1.23 * Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozkladzie o dystrybuancie F. Wyznaczy¢ rozklad zmiennych losowych
X1n = min{Xy,..., Xn}, Xnm = max{Xy,..., X, }. Poda¢ posta¢ funkcji ge-
stosci rozktadu zmiennych Xi., i X,., w przypadku, gdy F jest dystrybuanta
rozktadu wyktadniczego.

1.24 Niech X, X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie nor-
malnym N(0,1). Wyznaczy¢ gestosé rozkladu wektora losowego (Y1, Y2), gdzie
Vi = X7+ X21Ys = X1/Xs. Czy Y1 iYs sa niezalezne?

1.25 ® Niech X = (X1, X») bedzie wektorem losowym typu ciaglego z gesto-
cia fx. Wyznaczyé gestos¢ wektora losowego Y = (Y1,Y2), gdzie Y1 = X1 X5
i Yo = X1/Xs oraz gestosci brzegowe zmiennych losowych Y7 i Ya.

1.26 ® Niech X; i X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie wykladniczym E£(N). Niech Y =X; — Xo 1 Z = Xo.

(a) Wyznaczy¢ gestosé tacznego rozkladu wektora losowego (Y, Z).

(b) Wykazaé, ze zmienna losowa Y ma rozklad Laplace’a La(0, A).

1.27 Niech Y bedzie zmienna losowa o rozktadzie gamma G(r,1/a). Niech
X oznacza zmienng losows, ktorej rozklad warunkowy przy ustalonej warto-
§ci Y = A jest rozkladem Poissona P(\). Wykazaé, ze dla a = (1 — p)/p
rozktad bezwarunkowy zmiennej losowej X jest ujemnym rozktadem dwumia-
nowym NB(r,p).

1.28 Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach dwu-
mianowych odpowiednio B(n, p) i B(r, p). Wyznaczy¢ warunkowy rozklad zmien-
nej losowej X pod warunkiem X +Y =t.

1.29 Niech X = (X1,...,X,) bedzie proba z rozktadu Poissona P()\) i niech
T = X1+ ...+ X,. Wyznaczy¢ warunkowy rozklad wektora losowego X pod
warunkiem 7' = t.

1.30 Niech X; i X5 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie wykladniczym £(\). Wyznaczy¢ warunkowa warto$é oczekiwang

E(X1|X1 + Xa).

1.31 Niech X bedzie zmienna losowa taka, ze F(X?) < oo iniech Y = |X]|. Za-
t6zmy, ze funkcja gestosci rozktadu zmiennej losowej X jest symetryczna wzgle-
dem 0. Pokazaé, ze X i Y sg nieskorelowane, ale nie sg niezalezne.
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1.32 Zmienna losowa X typu ciagltego ma rozklad beta 1 rodzaju na przedziale
(a,b) z parametrami a, 3 (o > 0, 8 > 0), ktory oznaczamy przez Be™) (o, 3; a, b),
jezeli jej gestos¢ wyraza sie wzorem

(b—a)t—ah
B(a, 3)
gdzie B(a, ) oznacza funkcje beta. Pokazaé, ze rozpatrywany zwykle rozktad

beta 1 rodzaju Be™(a,3;0,1) na odcinku (0,1) mozna otrzymac z rozktadu
BeM(a, B;a,b) w wyniku liniowego przeksztatcenia X — (X —a)/(b — a).

f(x) = (z—a)* ' (b—2)" (4 (2),

1.33 ® Zaproponowaé algorytm generowania liczb losowych z rozktadu
(a) dwumianowego B(n, p);

(b) Poissona P(\).

1.34 * Zaproponowaé algorytm generowania liczb losowych z rozktadu
(a) wyktadniczego £(N);

(b) Weibulla We(a, §);

(c) beta Be(a, 8);

(d) Pareto Pa(xo, a);

)
)
)
(e) normalnego N (u, 0?).

1.35 * Korzystajac z prawa wielkich liczb i przeprowadzajac odpowiednie sy-
mulacje, oszacowaé warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X o rozktadzie

(a) Weibulla We(2,5);
(b) beta Be(3,4);
(c) Pareto Pa(l,2).
Poréwnaé otrzymane oszacowania z dokladnymi wartosciami E(X).

1.36 °® Niech Uy, Us,, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
jednostajnym U(0,1) i niech zmienna losowa N bedzie okreslona nastepujaco

n
Nmin{n:ZUi > 1}.
i=1
Oszacowaé wartos¢ E(N) przez wygenerowanie 100, 1000 i 10000 wartosci N.

1.37 ® Niech U bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym U(0, 1).
Przeprowadzajac odpowiednie symulacje oszacowaé
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(a) Cov(U,exp(U));
(b) Cov(U?,v/1—U?).

W przypadku (a) poréwnac otrzymane oszacowanie z dokladng wartoscia.



