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Przedmowa

Ksiazka jest pierwsza czescia dwutomowego kompendium z zakresu staty-
styki matematycznej pod tytutem Modele i metody statystyki matematyczne;.
Zawiera podstawowe definicje, twierdzenia i fakty z teorii prawdopodobieristwa,
tworzac podstawowa baze do opisu modeli stochastycznych i formutowania me-
tod wnioskowania statystyki matematycznej opisanych w drugim tomie — Mo-
dele i metody statystyki matematycznej. Cze$é I1I. Wnioskowanie statystyczne
[28].

Duza cze$é¢ ksiazki stanowia definicje i podstawowe wlasnosci rozktadow
prawdopodobienistwa majacych zastosowania w analizach statystycznych w roz-
nych dziedzinach nauki i techniki. Podano wiele twierdzen dotyczacych zbiez-
nosci zmiennych losowych i rozkladéow. Twierdzenia te oraz przedstawiony
obszerny zbidr twierdzeri dotyczacych nieréwnosci stochastycznych wykorzy-
stywane sa w analizie stochastycznej i konstrukeji narzedzi wnioskowania sta-
tystycznego. Opisano metode Monte Carlo obliczania catek oraz algorytmy
Metropolisa-Hastingsa i Gibbsa generowania zmiennych losowych tworzacych
stacjonarny tancuch Markowa. Teoretyczne podstawy metody Monte Carlo
opartej na taricuchu Markowa zostaly podane w tematach dotyczacych tani-
cucha Markowa i jego wlasnosci. Przedstawiono podstawowe metody symu-
lacji zmiennych losowych. W opisach wiekszosci tematéw podano przyklady
ilustrujace przedstawione pojecia, twierdzenia i metody. Podano przyklady
wykorzystania jezyka programowania pakietu komputerowego Mathematica.

Poszczegdlne wpisy ulozone sa w kolejnosci alfabetycznej. Dla uzyskania
spojnosci tematoéw dotyczacych Metody Monte Carlo oraz Symulacji zmiennej
losowej, do wiodacej nazwy tematu wprowadzono dodatkowo znacznik cyfrowy.

W celu utatwienia korzystania z literatury w jezyku angielskim oraz z angiel-
skich wersji komputerowych pakietow statystycznych, polskie nazwy waznych
pojeé¢ uzupelniono terminologia angielska. W tym celu zostal réwniez dota-
czony skorowidz terminéw angielskich.



Rozktady i symulacja stochastyczna stanowily Rozdzial 1 ksigzki Modele
1 metody statystyki matematycznej wydanej w 2002 r. Po pewnych uzupel-
nieniach rozdzial ten zostal opracowany w oddzielnym tomie jako Wydanie II
ksiazki Modele i metody statystyki matematycznej. Cze$é I. Rozktady i symu-
lacja stochastyczna, ktora ukazata sie w 2005 r. Obecne wydanie tej ksiazki
zostalo znacznie zmienione i rozszerzone w poréwnaniu do poprzednich wy-
dari. Poprawiono i uzupeliono tekst wielu tematow oraz dodano nowe te-
maty, m.in. Rozktad funkcji wektora losowego, Twierdzenie Bayesa, Rozwinie-
cie Edgewortha, Rozktad Frecheta, Rozktad Landau’a, Rozktad Lévy’ego, Roz-
ktad wartosci ekstremalnej maksymalnej, uogdlniony, Rozktad wartosci ekstre-
malnej minimalnej, vogdlniony, Rozktady ciezko ogonowe.

W koricowej czesci ksigzki umieszczono tablice zawierajace oznaczenia i spis
podstawowych charakterystyk rozkladéw najczesciej rozpatrywanych w prak-
tyce. W spisie literatury zostaly umieszczone pozycje, z ktoérych korzystatem
przy opracowywaniu tematoéw zawartych w niniejszej ksiazce.

Wsrod licznej i réznorodnej literatury poswieconej teorii prawdopodobieri-
stwa 1 statystyce matematycznej, niniejsza ksiazka stanowi¢ moze dodatkowa
pomoc, spelniajac jednocze$nie dodatkowe funkcje wynikajace z zastosowanej
formy prezentacji tematow.

Ksiazka adresowana jest przede wszystkim do $rodowiska akademickiego,
w szczegoblnosci do studentow matematyki, statystyki, ekonometrii, fizyki i nie-
ktorych dziedzin inzynierskich. Zastosowany sposob prezentacji tematow, jak
roéwniez przejrzysty i precyzyjny opis tematoéw, majg na celu zwickszenie jej
uzytecznosci dla szerszego kregu odbiorcéw - przedstawicieli roznych dyscyplin
nauki i techniki.

Wroctaw, wrzesieri 2018 Ryszard Magiera
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Rozklady 1 symulacja
stochastyczna

Distributions and Stochastic Simulation

Algorytm Gibbsa > metoda Monte Carlo (2) oparta na taricuchu Markowa (2)

Algorytm Metropolisa-Hastingsa > metoda Monte Carlo (2) oparta na tani-
cuchu Markowa (1)

Centralne twierdzenie graniczne (CTG) [central limit theorem (CLT)]
CTG odgrywa podstawowa role w asymptotycznej teorii wnioskowar staty-
stycznych.

Niech (Xj), 7 € N, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o roz-
ktadach okreslonych przez dystrybuanty Fx,(z) = P(X; < z), dla ktorych
istniejg skoriczone wartosci oczekiwane E(X;) = p; i wariancje Var(X;) = o7,

przy czym B2 = Z?zl 0]2- > 0 (tzn. co najmniej jedna ze zmiennych
X1,..., X, ma niezdegenerowany rozklad). Sumg unormowang [normed
sum| zmiennych losowych Xy, ..., X,, nazywamy zmienna losowa
n
V. — Zj:l(Xj — )
n — bl
B,

dla ktorej E(Y;,) =0 i Var(Y,) =1 dla kazdego n € N.
Niech Fy, (y) oznacza dystrybuante sumy unormowanej Y,,, a

oo w5

— dystrybuante > rozktadu normalnego N(0,1). Przy zalozeniu skoniczonych
wariancji Ui, k=1,2,..., CTG podaje warunki, przy ktorych

lim Fy, (y) = ?(y) (1.1)

n—oo



Centralne twierdzenie graniczne

dla kazdego y € R (z Twierdzenia 1.66 (Polya) wynika, ze zbieznosé ta jest
jednostajna wzgledem y € R). Zbieznosé (1.1) oznacza zbieznosé wedtug roz-
ktadu (>> rodzaje zbieznosci zmiennych losowych) do zmiennej losowej o rozkta-
dzie N(0,1) izapisuje sie ja symbolicznie Y, N N(0,1). Rownowaznie ozna-
cza to, ze zmienna losowa ijl X; ma > rozktad asymptotycznie normalny

AN(Z?ZI M,Bg), a zmienna losowa X := LY | X; (czesto uzywana
w statystyce) ma rozklad asymptotycznie normalny AN (% 23;1 i, B2/ n2).

TWIERDZENIE 1.1 (Lindeberga-Lévy’ego) [Lindeberg-Lévy theorem)]

Jezeli (X;),j € N, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie z wartodcia oczekiwana p = E(X;) i skoniczona wariancja
0? = Var(X}), to dla dystrybuant Fy, (y) sum unormowanych

DY D
= o~
zachodzi zbieznosé (1.1). o
Waznym przypadkiem szczegdlnym twierdzenia Lindeberga-Lévy’ego jest
> twierdzenie Moivre’a-Laplace’a.
Dla zmiennych losowych o réznych rozktadach zachodzi nastepujace twier-
dzenie graniczne, w ktorym sformulowane warunki sg dosé proste do sprawdze-
nia.

TWIERDZENIE 1.2 (Lapunowa) [Liapunov’s theorem| Jezeli dla ciagu
niezaleznych zmiennych losowych (X;), j € N, istnieje liczba § > 0, taka ze

Yo,

n—oo

1 Z”
n j=1

to dla dystrybuant Fy, (y) sum unormowanych
> i1 (X5 = ny)
B,

zachodzi zbieznosé (1.1). o
Warunek (1.2) nazywa si¢ warunkiem Lapunowa [Liapunov’s condition] .

Y, =

PRZYKLAD 1.3 Niech Xj, Xs,..., beda niezaleznymi zmiennymi losowymi,
przy czym X; ~ B(1,p;). Zalozmy, ze B2 = Z?Zl Var(X;) = Z?lej(l —
pj) = 00, gdy n — co. Mamy E(X;) = p, oraz

E(1X; —p;*) = (1= p;)’p; + 031 —pj)® < 2p;(1 — py).

Zatem

n n

Y E(X; —p*) <2 pi(1—py) = 2B,

j=1 j=1




Centralne twierdzenie graniczne

tzn. warunek Lapunowa (1.2) spelniony jest dla 6 = 1. Na podstawie Twier-
dzenia 1.2,

(X5 —pj) = N(0,1),

n
=1

1
By 4
J
O
Najbardziej ogélnym warunkiem, przy ktorym zachodzi zbieznosé (1.1) dla
ciagu (X;), j € N, niezaleznych zmiennych losowych majacych skonczona wa-
riancje jest warunek Lindeberga

lim zn:/ (- uj)*dFx, (1) =0 Ve > 0. (1.3)

n i_1J|r—pi|>eBn

Warunek Lindeberga (1.3) wynika z warunku Lapunowa (1.2).

TWIERDZENIE 1.4 (Lindeberga-Fellera) [Lindeberg-Feller theorem]
Niech (X;), j € N, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych, dla kto-
rych 0 < B2 = Z?zl 0]2- < 00, n € N. Warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym na to, aby spetniony byl warunek jednostajnej asymptotycznej zaniedby-
walnoséci [uniformly asymptotic negligibility condition)]

2,7
lim =2 — =0 (1.4)

n—oo B2

oraz zachodzita zbieznos¢ (1.1) dystrybuant Fy, sum unormowanych

v _ 21 (X — )
n — Bn )
jest spelnienie warunku Lindeberga (1.3). )

Warunek Lindeberga jest spelniony, jesli rozpatrywane zmienne losowe maja
jednakowy rozktad o skoriczonej wariancji. Warunek (1.4) pociaga za soba
warunek B2 — oo. Z Twierdzenia 1.4 wynika zatem, ze jesli spetniony jest
warunek Lindeberga, to B2 — oo.

Twierdzenia przedstawione powyzej dotycza asymptotycznej normalnosci
sum 2?21 X; utworzonych z elementéw Xi,...,X, pojedynczego ciggu
zmiennych losowych (Xj), j € N. Ogolniej mozna rozwazaé¢ dwuwymiarowa
tablice zmiennych losowych:

X1, Xia, Xk
Xo1, Xoaa, Xokys
anv Xn27 Xnkn,




Centralne twierdzenie graniczne

[double sequence of random variables|. Mowimy rowniez, ze mamy do
czynienia z ciagiem serii zmiennych losowych; pierwszy indeks wskazuje numer
serii, drugi — numer zmiennej w danej serii. W serii (wierszu) o numerze n
wystepuje k, zmiennych losowych X,;, j =1, ..., k,. W przypadku k, =
n rozpatrywana tablica sprowadza sie do tablicy trojkatnej. Zaklada sie, ze
k, — oo, gdy n — oco. Ponadto zaklada sie niezaleznosé zmiennych losowych
w kazdej serii (czyli niezaleznosé wewnatrz wierszy), tzn. dla kazdego n € N
zmienne losowe Xp1, Xpn2, ..., Xnk, Sa niezalezne.
Oznaczmy pn; = E(X,;) oraz B2 = 2?21 Var (X,;) -

TWIERDZENIE 1.5 Niech (X,;, j=1,..., ky,; n=1,2,...) bedzie dwuwy-
miarowa tablica niezaleznych wewnatrz wierszy zmiennych losowych, dla kto-
rych 0 < B2 < 0o, n = 1,2,... Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na
to, aby spelniony byl warunek jednostajnej asymptotycznej zaniedbywalnosci

lim max P(|X,; —pj|>eB,)=0 ¥Ye>0

n—oo 1<5<k,

oraz zachodzita zbiezno$é

k
1 & D

5 2_(Xnj = png) — N(0, 1),
jest spelnienie warunku

k

ok )

A B2 ng [(Xnj = ) 11X,y e,y ] =0 Ve > 0. (L5)
J:

O

Innymi stowy, przy zatozeniach Twierdzenia 1.5,

kn kn
> Kuj ~ AN (D g B
=1 =1

Warunek (1.5) jest wersja warunku Lindeberga (1.3). Wynika on z nastepujacej
wersji warunku Lapunowa

k

D X = s [P0 = o(B2?)
j=1

dla pewnego ¢ > 0.

Twierdzenie Lindeberga-Fellera jest szczegdlnym przypadkiem Twierdze-
nia 1.5.

Nastepujace twierdzenie jest wnioskiem z Twierdzenia 1.5.

TWIERDZENIE 1.6 (wielowymiarowe CTG) [multivariate CLT| Niech
X; = (Xi1,...,Xa)T,i = 1,2,..., beda niezaleznymi wektorami losowymi

4



Centralne twierdzenie graniczne dla losowo indeksowanych sum

o jednakowym rozkladzie, takim ze F|X;|* < co. Niech E(X;) = p oraz
¥ = Var(X;). Wtedy

1 - D
W(ZX" _ nu) L5 Ny (0,%).
=1
]
Przy zalozeniach Twierdzenia 1.6, dla kazdej ciaglej funkcji h : RF — R

zachodzi zbiezno$é
T X, —
p(Z=m BT D gy
Vn

gdzie Z ~ N (0,X).
Z Twierdzenia 1.6 wynika nastepujacy wazny wniosek.

WNIOSEK 1.7 Niech spelnione beda zatozenia Twierdzenia 1.6. Jezeli macierz
3. jest dodatnio okreslona, to

(X — )T SN X - p) 2 (k)

(zbieznos¢ do zmiennej losowej o > rozktadzie x2(k)), gdzie X = (1/n) 3.1, Xi.
O

Centralne twierdzenie graniczne dla losowo indeksowanych sum [central li-
mit theorem (CLT) for randomly indexed sums, random sum central
limit theorem| Jezeli (X;), ¢ € N, jest ciagiem niezaleznych zmiennych lo-
sowych o tym samym rozkladzie z wartoscig oczekiwana p i wariancja o2 > 0,
to klasyczne > centralne twierdzenie graniczne orzeka, ze ciag sum unormowa-
nych (S, —nu)/(oyv/n), gdzie S, = > | X;, jest zbiezny wedlug rozkladu do
zmiennej losowej o rozktadzie N(0, 1). Nastepujace twierdzenie podtrzymuje te
teze w przypadku, gdy n zostaje zastapione zmienng losowa N; o wartos$ciach
catkowitych, jezeli ciag (N¢/t) (t — oo) zbiezny jest wedlug prawdopodobiern-
stwa do pewnej skorniczonej stalej dodatnie;j.

TWIERDZENIE 1.8 (Anscombe’a) [Anscombe’s theorem]|  Niech
(X,), n € N, bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie z wartosciag oczekiwang p i wariancja o2 > 0. Ponadto, niech
(Ny), t > 0, bedzie ciagiem zmiennych losowych przyjmujacych dodatnie war-

N,
tosci catkowite i takim, ze Tt £, ¢, gdy t — oo, gdzie 0 < ¢ < co. Wowcezas

SN, — N Sn, — N,
uiﬁ/\/(o,l) oraz Mﬂ)N(O,l), gdy t— oo. (]
o/ Ny oV'te

Twierdzenie 1.8 przedstawia jedna z wielu wersji centralnego twierdzenia gra-
nicznego dla sum o losowej liczbie sktadnikow (dla losowo indeksowanych sum)
i nazywa sie réwniez twierdzeniem Anscombe’a-Rényi’ego [Anscombe-
Rényi theorem)].




Chwila zatrzymania

TWIERDZENIE 1.9 Niech (X,), n € N, bedzie ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o tym samym rozktadzie z wartoscia oczekiwang p > 0 i wa-
riancja o2 > 0. Ponadto, niech

Ny = Ne(o) :==1inf{n >1: 5, > tn“}, a€(—o0,1),¢c>0.
Woéwcezas

— a)[Ne(a) — 1/(1-a)
- )i‘](\;/(u))l/%(f—/ﬁ) L2, 0,1), gy t - .

O
WNIOSEK 1.10 Przy zalozeniach Twierdzenia 1.9, dla a € (—oo, 1),
maxi<;j<n(S;/j%) —pn'"* b
/5 a — N(0,1).
O

WNIOSEK 1.11 Niech (X,), n € N, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozktadzie z wartoscia oczekiwana p > 0 i wariancja
0% > 0. Ponadto, niech

Ny:=sup{n>1:5,<t}, t>0.

Wowcezas

Ne—t/uw D

Chwila zatrzymania > martyngat

Czas zycia > funkcja intensywnodci awarii, > rozktady czasu zycia; klasyfika-
cja, B> model losowego obcinania

Eksces [excess, excess kurtosis| FEkscesem lub wspdtczynnikiem ekscesu [co-
efficient of excess| zmiennej losowej X (rozkladu okreslonego przez dystry-
buante F'(z)) nazywamy liczbe

H4 Ry
72:—73:—
13 K3

gdzie po i pg4 oznaczaja momenty centralne, odpowiednio rzedu drugiego
i czwartego, rozktadu zmiennej losowej X, natomiast ko i k4 sa kumulantami,
odpowiednio rzedu drugiego i czwartego, tego rozkladu (> funkcja tworzqca ku-
mulanty). Jak widaé z okreslenia, eksces jest bezposrednio zwiazany z > kur-
tozqg [2. Mianowicie, 7o = (2 — 3. Poniewaz wspolczynnik 5 dla rozktadu
normalnego réwna sie zero, moze on stuzy¢ jako miara rozbieznosci (zwigzanej
ze stopniem koncentracji w otoczeniu wartosci modalnej) danego rozkladu od
rozkladu normalnego o tej samej wartosci oczekiwanej i wariancji. Wartosé

6



Entropia zmiennej losowej

dodatnia tego wspolczynnika wskazuje na zwiekszong koncentracje w stosunku
do rozktadu normalnego. Inaczej méwiac, wspotczynnik ~» moze stuzyé jako
miara poréwnawcza stopnia wzglednego wznoszenia krzywej gestosci danego
rozkladu w otoczeniu warto$ci modalnej, w odniesieniu do krzywej gestosci
rozkladu normalnego o tej samej wartosci oczekiwanej i wariancji. Dlatego
eksces nazywany jest rowniez wspolczynnikiem splaszczenia.

Entropia zmiennej losowej [entropy of a random variable| Niech X bedzie
zmienng losowa o rozktadzie okreslonym przez dystrybuante F(x). Entropig

zmiennej losowej X nazywamy wartosé
[ee]

H(f) = —E (logy f(X)) = — / log, f(2)dF(z)

—00

—/ f(z)logy f(z)dx, gdy X jest typu ciaglego o gestosci f(x),

- —Z f(z)log, f(x), gdy X jest typu dyskretnego,

(o ile calka istnieje lub szereg jest zbiezny). Zaklada sie, ze 0-log, 0 = 0.
W klasie wszystkich rozktadow cigglych o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji 1,
rozktad normalny A(0,1) ma najwicksza entropie. Pojecie entropii pojawia
sie przede wszystkim w teorii informacji.

Entropie zmiennej losowej X definiuje sie rowniez przez H(f) =
—FE (log f(X)), tzn. w oparciu o logarytm naturalny.

Fraktyl > kwantyl

Funkcja beta [beta function| Funkcja beta (o, 3) — B(a, ) okreslona jest
przez caltke Eulera pierwszego rodzaju

1
B(a,B) = / 21—z Yz, a>0,8>0.
0

Inne uzyteczne przedstawienie analityczne funkcji beta to

e o] yafl
B(a, 8) = —dy.
(o, B) A Tk
Funkcja beta posiada nastepujace wlasnosci:

B(a, ) = B(f,a);

Blaf+1) = 2B+ 1) = B8, a>0.6>0
B(m,n) = %, m,n € N;
Bla,1-a) = Smﬂm, 0O<a<l; (1.6)

B(1/2,1/2) = .




Funkcja beta, niekompletna

Zachodzi nastepujacy zwiazek miedzy funkcja beta a > funkcjg gamma:

L(a)I'(8)
Bl =tara)

Funkcja

Bz(a,ﬂ):/ w1 —wu)Pldu, 0<z <1,
0

nazywa si¢ niekompletna funkcja beta [incomplete beta function].
Oczywiscie Bi(a, 8) = B(a, 5).
Funkcje

nazywamy regularyzowang niekompletng funkcjq beta [regularized incom-
plete beta function]. Nazywa sie ja rowniez ilorazem niekompletnej funkcji
beta [incomplete beta function ratio].

Regularyzowana niekompletna funkcja beta rowna jest dystrybuancie zmien-
nej losowej o > rozktadzie beta Be(a,3) oraz zwiazana jest z dystrybuanta
zmiennej losowej o > rozktadzie dwumianowym i z dystrybuanta zmiennej lo-
sowej o > rozktadzie dwumianowym, ujemnym.

Niektore wlasnosci regularyzowanej niekompletnej funkcji beta:

I()(Oéaﬂ) = 0; Il(avﬂ) = ]-7
L(a,1) = 2%, L(1,8)=1-(1-2)°,
L(a,8) = 1 -1 ,(B,),

_ (1 — )8
L(a+1,8) = Ix(aaﬁ)_mv
_ (1 — )8
Lo B +1) = L{of) + S
IL(m,n—m+1) = Z (?)xj(l—ac)"_j, m,n € Nz € [0,1), (1.7)
j=m
I.(m,n) = (1—30)”2 (n—i_;_l)xj, m,n € N,z € [0,1).

W programie komputerowym Mathematica wartosci I;(«, 5) podaje fun-
kcja BetaRegularized[x,«,5].

Funkcja beta, niekompletna > funkcja beta

Funkcja btedu Gaussa [Gauss error function]| Funkcjg bledu Gaussa lub
funkcjq bledu [error function| nazywamy funkcje

8



Funkcja charakterystyczna

erf(z) = % j exp(—t?)dt = % /01‘ exp(—t%)dt.

Jezeli X jest zmienng losowa o > rozktadzie normalnym N(0,0?), to prawdo-
podobienstwo tego, ze jej wartosci znajduja sie w przedziale [—z, ] rOwna sie
erf(z/o+/2). Definicja funkcji btedu erf(z) opisuje ten fakt w przypadku, gdy
0% = 1/2. Nazwa tej funkcji pochodzi stad, ze w wielu rozpatrywanych mo-
delach statystycznych, probabilistycznych i teorii pomiaréw zmienna losowa X
mozna interpretowac jako blad, tzn. réznice X =Y —Y miedzy zmienna losowa
Y a jej nieobciazonym oszacowaniem (5> estymatorem nieobcigzonym) Y.

Funkcje erfc(z) = 1 — erf(x) nazywamy uzupetniajgcq funkcjg bledu Gaussa
[complimentary Gauss error function].

Funkcja charakterystyczna |[characteristic function| Funkcjg charakte-
rystyczng zmiennej losowej X o rozkladzie okreslonym przez dystrybuante
F(z) = P(X < z) nazywamy funkcje ¢ : R — C okreslong wzorem

o0

o(t) = E (") = / " dF(z)

— 00

o0
/ e f(x)dz, gdy X jest typu ciaglego o gestosci f(z),

Z etTrpy, gdy X jest typu dyskretnego, pr, = P(X = xy)

(v oznacza jednostke urojona, tzn. ¢ = /—1).
Podstawowe wtasnosci funkcji charakterystycznej ¢:

$(0) =
2 |¢()|<1t€R

@(t) jest jednostajnie ciagla wzgledem t € R;

(t) = o(—t)

d)(t) jest dodatnio okreslona, tzn. dla kazdego n € N, dla dowolnych liczb
21, .-+, 2n € C1idowolnych liczb tq,...,t, € R,

1)
)
3)
4)

)

5

6) jezeli zmienne losowe X7, ..., X, sa niezalezne i S,, = Xy + --- + X, to

= Hé‘bx (t)

gdzie ¢y (t) oznacza funkcje charakterystyczna zmiennej losowej Y




Funkcja charakterystyczna

7) jezeli Y = aX + b, gdzie a i b sa stalymi, to
oy (1) = e ox (at);
8) jezeli E (|X|") < oo dla pewnego n € N, to dla kazdego k = 0,1,...,n,

r d¥o(t)

X = (—oF S5

t=0

Na podstawie definicji, danemu rozktadowi przyporzadkowana jest w sposdb
jednoznaczny funkcja charakterystyczna. Z ponizszego twierdzenia, zwanego
wzorem Lévy’ego na odwrdcenie, wynika, ze funkcja charakterystyczna wyzna-
cza rozktad jednoznacznie.

TWIERDZENIE 1.12 (wzdr Lévy’ego na odwrdcenie) [Lévy inversion for-

mula] Jezeli ¢(t) jest funkeja charakterystyczna zmiennej losowej X o dys-
trybuancie F(z), to dla —oco < a < b < o0,

1 ¢ —uta _ ,—ttb
lim — / %d)(t)dt
L

=Pla< X <b)+1[P(X =a)+ P(X =1)]. (1.8)

]

Jezeli a, b sa punktami ciagtosci dystrybuanty F'(z), to prawa strona wzoru
(1.8) redukuje sie do F(b) — F(a).

WNIOSEK 1.13 Miedzy dystrybuanta na R a jej funkcja charakterystyczna

istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie. O

Na mocy Wniosku 1.13, przy rozwiazywaniu probleméw probabilistycznych
mozna uzywacé przemiennie dystrybuant i ich funkcji charakterystycznych.

WNIOSEK 1.14 Jezeli [*_[¢(t)|dt < oo, to dla —o0 < a < b < o0,

1 o] efbta _ efbtb

o Td)(t)dt =Pla< X <b)+ % [P(X =a)+ P(X =1b)]

— 00

— F(b) - F(a),

gdzie F jest absolutnie ciagla dystrybuanta o ograniczonej, ciagtej gestosci
1 o0
flz)=F'(x) = —/ e "o (t)dt. (1.9)
2 J_ o
O
Mowimy, ze ciag dystrybuant (F,(x)) jest stabo zbiezny do dystrybuanty
F(z), jezeli zbieznosé F,(x) — F(x) zachodzi w kazdym punkcie ciaglosci
dystrybuanty granicznej F(z) (> rodzaje zbieznosci zmiennych losowych).
TWIERDZENIE 1.15 (Lévy’ego o ciggtosci) [Lévy continuity theorem)]
Ciag dystrybuant (F,(z)) jest stabo zbiezny do dystrybuanty F(x) wtedy
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Funkcja digamma

i tylko wtedy, gdy ciag ich funkeji charakterystycznych (¢, (t)) jest zbiezny
do ciagtej funkcji granicznej ¢(t). Funkcja ¢(t) jest przy tym funkeja cha-
rakterystyczng granicznej dystrybuanty F'(z) i zbiezno$¢ ¢, (t) — o(t) jest
jednostajna w kazdym skoriczonym przedziale. ]

Ponizsze twierdzenie podaje warunki konieczne i dostateczne na to, aby fun-
kcja ¢(t) argumentu rzeczywistego byla funkcja charakterystyczna.

TWIERDZENIE 1.16 (Bochnera) [Bochner’s theorem| Funkcja ¢ :
R — C jest funkcja charakterystyczng pewnego rozktadu prawdopodobieristwa
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest ciagta, dodatnio okreslona (tzn. ma wlasnosé 5)
oraz spelnia réwnosé ¢(0) = 1. o
Niech X = (Xi,...,X%)T bedzie wektorem losowym o dystrybuancie
Fx) = P(X) < a1,..., Xp < 2), x = (21, . 2)7 € RE
Funkcja charakterystyczna wektora losowego X okreslona jest wzorem

é(t) = E(eLtTX> :/ e i b Xidp(x), t=(t, ..., t)7 € RE.
Rk

Jezeli istnieja tzw. mieszane momenty E (Xlegz X,Z’“) wektora loso-

wego X, to zachodzi wzor

&7 ¢(t)

J1yJ Jk\ — j
B (XX X)) = (o OO ... Ot

)
t=0

gdzie j1, 72, ...,k EN;j = j1 + jo+ -+ jr-
Niech Y bedzie k-wymiarowym wektorem losowym niezaleznym od X. Wte-
dy

Px1v(t) = ox(t)oy(t), teR"

Niech Y = CTX + ¢, gdzie C jest macierza wymiaru k x m, a ¢ € R™.
Wtedy

by (u) = e Cpx(Cu), ueR™.

Funkcje charakterystyczna ¢(t) mozna otrzymac z > funkcji tworzgeej mo-
menty ¥(t) zamieniajac t w funkcji ¥(t) na ut, jezeli ¥ (t) jest skonczona dla
pewnego t # 0.

Funkcja digamma > funkcja gamma

Funkcja gamma [gamma function| Funkcja gamma s — T'(s) okreslona jest
poprzez catke Eulera drugiego rodzaju

o0
T'(s) :/ u*te du, s> 0.
0
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Funkcja gamma

Funkcje gamma nazywa sie rowniez funkcjg gamma Fulera.
Funkcja gamma posiada nastepujace wlasnosci:

P =1, T(1/2) = V7
I(s+1)=sI'(s), T'(n+1)=nl, neN;

T (s+1/2) = \/EFF((QSS))TQS;

'2n+1) = \/Ef(n +1/2)L'(n+1), neN;
1—\ oo
(S) = / wleT®du, a=b+wceC, b>0.
as 0

W statystyce uzywa sie rowniez dwoch postaci niekompletnej funkcji
gamma [incomplete gamma function]: funkcji okreslonej wzorem

(s, ) :/ u* "t exp(—u)du, x>0, (1.10)
0

nazywane]j dolng niekompletng funkcjg gamma [lower incomplete gamma
function] i jej “dopelnienia”

Fs(ac)z/ u* " exp(—u)du,

zwanego gdrng niekompletng funkcjg gamma [upper incomplete gamma
function]. W programie komputerowym Mathematica funkcja I's(x) nazywa
sie niekompletng funkcja gamma [incomplete gamma function| i wywoly-
wana jest przez Gammal[s,x].

Dystrybuanty niektorych rozkltadoéw wyrazaja sie poprzez tzw. regularyzo-
wane niekompletne funkcje gamma [regularized incomplete gamma func-
tions|

P(s,z) = 71(15(;3)0) i Qs,z) = I;f((:))
Oczywiscie,
Y I's(0) = I'(s),
Py(@) +(s.) = T(s),
Q(s,z) = 1— P(s,x).
Ponadto

Ie(z) = (s=1le™™® )y — dlaseN. (1.11)
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Funkcja gamma, niekompletna

Funkcja P(s,z/A), A > 0, jest rowna dystrybuancie zmiennej losowej o > roz-
ktadzie gamma G(s, A), natomiast dla x = 0,1,2, ..., funkcja Q(z+1, ) réwna
sie dystrybuancie zmiennej losowej o > rozktadzie Poissona P()\).
W pogramie Mathematica wartosci funkcji Q(s,z) podaje funkcja
GammaRegularized[s,x].
Pochodna logarytmiczna funkcji gamma, tzn.
d I(x)

vla) = g (@) = 15

nazywa sie funkcja digamma [digamma function].
Funkcja gamma, niekompletna > funkcja gamma
Funkcja hazardu ©> funkcja intensywnosci awarii
Funkcja hazardu, skumulowana ©> funkcja intensywnosci awarii

Funkcja intensywnosci awarii [failure rate function| Niech T bedzie nie-
ujemng zmienng losowa, okreslajaca np. czas pracy pewnego elementu. Taka
zmienng losowa nazywa sie czasem zycia [lifetime| lub czasem przezycia [su-
rvival time]|. Niech F(t) oznacza dystrybuante zmiennej losowej T'. Funkcje

F(t)=P(T>t)=1-F(t)

nazywamy funkcja niezawodnosci [reliability function] lub funkcja
przezycia [survival function]. Niezawodnos$¢ [reliability] elementu
w chwili ¢ jest to prawdopodobienistwo pracy tego elementu przez okres dluzszy
niz t.

Zalozmy, ze T jest zmienng losowa typu ciaglego o gestosci f(t). Funkcja
intensywnos$ci awarii okreslona jest wzorem

f0 _f0_ _F

PO=1"Fm " Fo T

(1.12)

Funkcja intensywnosci awarii nazywana jest rowniez funkcja hazardu [ha-
zard function]| lub stopa hazardu [hazard rate] .

Funkcja intensywnosci awarii w punkcie ¢ jest gestosciag rozktadu prawdopo-
dobienistwa czasu pracy elementu pod warunkiem, ze czas pracy elementu jest
dtuzszy niz t:

Pt<T<t+At) . f()AL+o(AD)

P = I =R A A - F()
o o(At)
= Aam, [p(t) A ] '

Dla > rozktadu wyktadniczego (M) funkcja intensywnosci awarii jest stala,
p(t) = 1/A, a dla > rozktadu Weibulla We(a, ) funkcja intensywnosci awarii

13



Funkcja intensywnosci awarii

jest postaci p(t) = aBf~“t*! (patrz Tabela 1.1). Na Rysunku 1.1 przed-
stawiono wykresy funkcji hazardu dla rozkladu Burra typu XII (> rozktady
Burra).

Interpretacja funkcji intensywnosci  o(¢)
awarii o(t) jest nastepujaca: jezeli 1
w chwili {9 = 0 zostanie podtla-
czony element do pracy i do chwili
t nie nastapila awaria, to prawdo-
podobienistwo, ze ulegnie on awarii
w przedziale (¢,t+ At] mozna osza-
cowaé przez p(t)At.

2.0

o
o ——

Rys. 1.1: Wykresy funkcji hazardu
rozkladu Burra typu XII. 0.0, 2 4 6 8 10 12

W programie komputerowym Mathematica funkcja hazardu o(t)
rozktadu, oznaczonego przez D, okreslona jest przez funkcje postaci
HazardFunction[D,t¢]. Na przyktad, dla funkcji hazardu rozktadu Burra typu
XI1, tzn. Bu® (u, \,0),D = SinghMaddalaDistribution [, \,o] (> rozktady
Burra).

Tab. 1.1: Funkcje hazardu niektorych rozkta-
dow ciagtych.

Rozktad Funkcja hazardu p(t)
Wykladniczy £(N) 1/A
Funkcja ~y(z,a) wystepu-  Weibulla We(a, 3) ap—etet
jaca we wzorze dla funkcji 1 exp(—t/\)

hazardu rozkladu gamma Gamma G(a, A)

w Tabeli 1.1 oznacza zmo-

AT ()[1 =~ (t/A, a)]

X Gompertza Gom(\, «) aXexp(At)
dyfikowang niekompletna At /o)L
funkcje gamma (> funkcja  Burra Bu® (u, \, o) Mi)\
gamma). (typu XII) o[l + (t/0)*]

Przy zalozeniu, ze F(t) > 0, ze wzoru (1.12) otrzymujemy

F(t) =exp ( - /Ot p(u)du), t>0.

A wiec catkowalna funkcja p(t) jest funkcja intensywnosci awarii wtedy i tylko
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Funkcja niezawodnosci

wtedy, gdy

p(t) >0, t>0, / p(t)dt = oco. (1.13)
0
t
Funkcja H(t) = / p(u)du = —In[F(t)] nazywa sie skumulowana funk-
cja hazardu [cumulative hazard function|. Znajac posta¢ funkcji prze-
zycia F(t), warto$¢ oczekiwana i wariancje zmiennej losowej T' mozna obliczy¢
ze WZOrow

E(T) = /Omtf(t)dt/ooof(t)dt,

2[>O tE(t)dt — [AOO F(t)dtr.

Funkcja niezawodnosci > funkcja intensywnosci awarii

Var(T')

Funkcja odwrotna do dystrybuanty [inverse distribution function| Niech
F oznacza dystrybuante zmiennej losowej X : F(x) = P(X < z). Funkcje
odwrotna do dystrybuanty F' definiuje sie w sposdb nastepujacy:

F~'(u)=inf{z: F(z) >u}, gdy0<u<l.

TWIERDZENIE 1.17 Jezeli F' jest ciagla dystrybuanta, to zmienna losowa
U = F(X) ma rozktad jednostajny ¢(0,1). a

TWIERDZENIE 1.18 Jezeli U jest zmienna losowa o rozkladzie U(0,1), to
zmienna losowa X = F~1(U) = inf{z : F(z) > U} ma rozklad o dystrybuan-
cie F. o

Tab. 1.2: Funkcje odwrotne do dystrybuant nie-
Jezeli F jest funkcja ciagla ktorych rozktadow ciaglych.
i rosnaca, to F~! jest funk-

ktad F-1
cja odwrotng do F' w zwy- Rozkla (u)
klym sensie. Tabela 1.2 Beta Be(a, 1) ul/e
zawiera przyklady rozkla- Beta Be(1, 3) 1—(1—u)/?
L ) 1/x
-dow- f:ladglyd-l, dla ktoryc}} Burra Bu(Q)()\,u) ( pu )
istnieje analityczna postaé 1—u

- . 1
funkeji odwrotnej do dys-  Cauchy’ego ClayA)  a+ Atan (7‘(‘ (u — 5))
trybuanty. . B N
Posta¢ funkcji odwrotnej Wykladniczy £(3) Aln(l —u)

3
do dystrybuanty wykorzy- Logistyczny £G(u,0) p—+ —\/_aln (1 v )
T —u

stywana jest w metodzie Zo
przeksztalcenia odwrot- Pareto Pa(zo, @) m
nego > symulacji zmiennej  Jednostajny U(a,b) a+ (b—a)u
losowej. Weibulla We(a, ) Bl—In(1 — u)]/>
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Rozktad wartosci ekstremalnej maksymalnej, uogdlniony

> Funkcja charakterystyczna wyraza sie wzorem
o(t) = e T(1 — 1ot)

(T oznacza > funkcje gamma), a péiniezmienniki (> funkcja tworzgcea kumu-
lanty) dane sa przez ry = (k — 1)lo*¢(k), k =2,3,. ..

W programie komputerowym Mathematica rozktad £V (u, o) okreslony jest
przez funkcje ExtremeValueDistribution [, o].

Rozktad EV(p, o) jest szczegdlnym przypadkiem > rozktadu wartosci ekstre-
malnej, uogdlnionego i > rozktadu wartosci ekstremalnej maksymalnej, uogdl-
nionego, mianowicie
EV(u,0) = GEV(u,0,0) = MaxStab(p, 0,0).

Ponadto zachodza nastepujace zwiazki:
jezell X ~ EV(u,0), to Y = =X ~ Gum(—p, o) = MinStab(—p, 0,0);
jezell X ~ EV(u,0), to Y = exp(—X) ~ We(1/o,exp(—u)); w szczegolnoscei,
jezell X ~ EV(u,1), to Y = exp(—X) ~ E(exp(—p)).

Rozktad EV(u, o) nazywany jest tez rozkladem podwodjnie wykladni-
czym [double exponential distribution| lub > rozktadem Gumbela (zo-
bacz tez > rozktady wartosci ekstremalney).

Rozklad EV(u,0) znajduje zastosowania m.in w teorii niezawodnosci oraz
przy oszacowaniach

Rozktad wartoéci ekstremalnej maksymalnej, uogélniony [generalized ma-
ximum extreme value distribution] Zmienna losowa X ma wuogdl-
niony rozktad wartosci ekstremalnej maksymalnej z parametrami u, o i &
(1, € €R, 0 > 0), jezeli jej gestos¢é wyraza sie wzorem

f(z) = f(x;p,0,6)

%(1 + T M)71/€71 exp {— (1 + §x — u)l/ﬁ] ljy—o/e00) (), >0,

o o
= () e (1 ) 1), € <0
%eXP[feXP(fx;”)f%},xeR, £=0.

Rozklad ten oznaczamy przez MaxStab(u, o,). Nosnikiem tego rozkladu dla
& #£0 jest zbior {x eR: x> &u+o}.

Nazwa rozkltadu MaxStab(u, 0, £) zwiazana jest z tym, ze w teorii wartosci
ekstremalnej uzywany jest termin rozklad max-stabilny [max-stable di-
stribution]| do opisu sytuacji, ktore sa ekstremalnie nieprawdopodobne (tzn.
w ktorych zbiory danych tworzone sa przez zmienne o ekstremalnych odchyle-
niach od mediany). Rozklady te stuza do modelowania wielu zjawisk w takich
dziedzinach jak m.in. finansach i ekonomii.
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Rozktad wartosci ekstremalnej maksymalnej, uogolniony

Dystrybuanta rozktadu MaxzStab(u,o,&) jest postaci

F(x) = F(x;p,0,8)

exp [—(1 +£°””_’V‘)1/1 x> p-ofE, €0,

g

exp [—(1 +£I;”)1/1 r<p-oft £<0,

exp[fexp(fac;'uﬂ, r €R, &E=0,
1, z>p—o/g, £>0,
0, z<p—o/s, £<0.

Uogo6lniony rozklad wartosci ekstremalnej maksymalnej jest jedynym roz-
ktadem asymptotycznym zmiennej losowej X,,., = max{Xy,...,X,}, gdze
X1,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym > rozktadzie
normalnym lub > rozktadzie Cauchy’ego lub > rozktadzie beta. Innymi stowy
jest to rozklad asymptotyczny n-tej (maksymalnej) s> statystyki pozycyjnej
z > proby losowej (X1,...,X,).

Rozktad MaxStab(u,o,) zwiazany jest z innymi rozktadami wartosci eks-
tremalnej, takimi jak > rozktad Gumbela, > rozktad wartosci ekstremalney,
> rozktad Weibulla. Zachodzi bezposredni zwiazek rozkladu MaxStab(pu, 0, §)
z > rozktadem wartosci ekstremalnej minimalnej, uwogdlnionym, mianowicie,
jezeli X ~ MazStab(p,o,€), to
Y = - X ~ MinStab(—p,0,§) = GGum(—p, o, —§).

Ponadto
MazxStab(p, 0,8) = GEV(p, 0, —E);

MazxStab(p, 0,0) = GEV(u,0,0) = EV(u,0);

1
jezeli X ~ MaxStab(0,0,—1/a),a>0,t0 Y = ——X + 0 ~ We(a, 0).
a
W przypadku ¢ < 0, dla z < pp— 0/ dystrybuante mozna zapisaé w postaci

e - ol -552) ] con 22529

o —0/§
— o {( x ;ﬂ*)"‘] |

gdzie p* = p—o/€, o* = —o /&, a = —1/¢. Wynika stad, ze rozktad warto-
§ci ekstremalnej typu III (wg klasyfikacji podanej w temacie > rozktady war-
tosci ekstremalnej), okreslony przez dystrybuante Gs(z;u,o,a),z < p,u €
R,0 > 0, > 0, rownowazny jest uogélnionemu rozktadowi wartosci ekstre-
malnej maksymalnej MaxStab(u — o,0/a, —1/a).
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Rozktad wartosci ekstremalnej maksymalnej, uogdlniony

Zauwazmy, ze jezeli X ~ Gs(x;u*, 0%, a), to

Y=—In(p" — X)~Gs(z; u* —exp(—y),0", a)
—oxp | —exp [~ YN Z G- o
fexp[ exp( Ta )} =Gi(y;—Ino™, 1/a)

~ SV(— 111(70’/5)7 75)7 f < 07

gdzie Gi(z;p,0) oznacza dystrybuante rozktadu wartosci ekstremalnej
typu I (> rozklady wartosci ekstremalnej). Poniewaz MaxStab(u,o0,£) ~
Gs(z;u*, 0", ), wynika stad nastepujacy bezposredni zwiazek rozkladu
MazxStab(p, 0,€), dla £ < 0, z rozktadem wartosci ekstremalnej typu I:

jezell X ~ MaxStab(p,0,€),t0Y = —In(u—oc/§ = X) ~ EV(—1In(—0/E), —£)
dla £ < 0.

Rozklad MaxStab(p,0,€) jest rozktadem jednomodalnym (tzn. z jedna
wartoscig modalng rowng maksimum globalnemu funkcji gestosci) i na przebieg
funkcji gestosci majg wyrazny wpltyw wszystkie trzy parametry tego rozkltadu.

Wartosé¢ oczekiwana, wariancja i mediana rozktadu MaxStab(u, 0,€) réwne
sa, odpowiednio

uw+oC dla ¢ =0,
Bx) = { Bz ot 0 =8 qpe gie<n,

nieokreslona dla ¢ > 1,

(C oznacza stala Eulera)

7202 /6 dla £ =0,
2 _ 2 _
Var(X) = { 2 [ra 25)2 -9 dla € £01i2€ < 1,
nieokreslona dla 2¢ > 1,
@ —oln(ln2) dla £ =0,
_ _ —&
me(X) = w— W dla & # 0.
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Rozktad wartosci ekstremalnej minimalnej, uogolniony

Poniewaz funkcja gestosci
rozkladu jest postaci po-

dwojnie wykladniczej, jej fx:u,0.8) € MaxStab(u,0.8)
wykres przebiega bardzie] | —— u=-2,0=1, &=0 0.7¢
ekspresyjnie w tym sensie, ---- u=—1,0=1,£=-0.5

ze jej piki sa wyzsze i tzw. |---- u=—1,0=1,£=0.5 gl
ogony “cierisze” w stosunku —— H#=0,0=L15,¢&=1 [
do innych rozkladéw. Ogony —  H=l.o=15,6=1.2 ¢ 5/
rozkladu sg cienkie w tym — p=1,0=1.5,8=1.75 ..
sensie, ze funkcja gestosci
maleje bardziej wyktadniczo
niz potegowo dla duzych war-
tosci z.

Rys. 1.40: Wykresy gestosci
uogodlnionego rozktadu war-
tosci ekstremalnej maksy-
malnej MaxStab(u,o,§).

W  programie komputero-
wym Mathematica

rozklad  MaxStab(p, 0, §)
okreslony jest przez funkcje
MaxStableDistribution [,

Rys. 1.41: Wykresy dys-
trybuanty uogoélnionego
rozkladu wartosci ekstre-
malnej maksymalnej

MazxStab(p, 0, ).

Rozkfad wartosci ekstremalnej minimalnej, uogélniony [generalized mini-
mum extreme value distribution| Rozklad ten znany jest réwniez jako
rozklad Fishera-Tippeta [Fisher-Tippet distribution]|. Zmienna losowa
X ma wogdlniony rozktad warto$ci ekstremalnej minimalnej z parametrami
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Rozktad wartosci ekstremalnej minimalnej, uogolniony

o i€ (1€ ER, o> 0), jezeli jej gestos¢ wyraza sie wzorem
f(@) = flzip,0.6)

%(1 e = “)71/571 exp [— (1 — 5%)1/1 Yoo ptose) (), >0,

= l(1 S u>7l/§71 exp [— (1 Y M)l/g} Ljpyo/e00) (@), £ <0,

(o (o (o

1 _ —
—exp[—exp(u)—l—x M}, xR, &E=0.
o o o

Rozklad ten oznaczamy przez MinStab(u,o,€).  Nosnikiem rozktadu
MinStab(u,0,€) dla € # 0 jest zbior {x e R: o < fu+o}.

Nazwa rozktadu MinStab(u, 0,€) zwiazana jest z tym, ze w teorii wartosci
ekstremalnej uzywany jest termin rozklad min-stabilny [min-stable di-
stribution]| do opisu sytuacji, ktore sg ekstremalnie nieprawdopodobne (tzn.
w ktorych zbiory danych tworzone sa przez zmienne o ekstremalnych odchyle-
niach od mediany). Rozklady takie stuza do modelowania wielu zjawisk w ta-
kich dziedzinach jak m.in. finansach i ekonomii.

Dystrybuanta rozkladu MinStab(u,o,€) jest postaci

Flz) = F(z;p,0,8)

— N —1/E
176Xp 7<17£x0_‘u) :|,$§,LL+O'/£,€>O,

— N —1/E
176Xp 7<17£x0_‘u) :|,Z2,LL+O'/£,€<O,

1—exp_—exp<—x7u)}, z € R, £=0,
] o

1, z>p+0/E, £>0,
0, x < p+0o/&, £<0.

Uogdlniony rozktad wartosci ekstremalnej minimalnej jest jedynym rozktadem
asymptotycznym zmiennej losowej X1., = min{ Xy, ..., X,,}, gdzie X1,..., X,
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym > rozktadzie normalnym
lub > rozktadzie Cauchy’ego lub > rozktadzie beta. Innymi stowy jest to rozktad
asymptotyczny 1-szej (minimalnej) 1> statystyki pozycyjnej z 1> préby losowej
(X1,...,Xn).

Rozktad MinStab(u,o,§) zwiazany jest z innymi rozkladami wartosci eks-
tremalnej, takimi jak > rozklad Gumbela, > rozklad wartosci ekstremalnej
(typu I), > rozktad Weibulla. Zwiazany jest bezposrednio z uogdlnionym roz-
ktadem wartosci ekstremalnej maksymalnej, mianowicie
jezell X ~ MinStab(p,0,§), to
Y = —X ~ MazStab(—p,0,£) = GEV(—pu, 0, —&).

Ponadto
MinStab(u, 0,€) = GGum(p, o, —&), w szczegolnosci
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Rozktad wartosci ekstremalnej minimalnej, uogolniony

MinStab(u, 0,0) = GGum(u, 0,0) = Gum(p, 0);

jezeli X ~ MinStab(0,0,—1/a),a >0,t0 Y = éX + o0 ~We(a,o).

Rozklad MinStab(u, 0, €) jest rozktadem jednomodalnym (tzn. z jedna war-
toscia modalng réwna maksimum globalnemu funkcji gestosci) i na przebieg
funkcji gestosci majg wyrazny wpltyw wszystkie trzy parametry tego rozktadu.
Poniewaz funkcja gestosci rozktadu jest postaci podwojnie wykladniczej, jej wy-
kres przebiega bardziej ekspresyjnie w tym sensie, ze jej piki sa wyzsze i tzw.
ogony “cienisze” w stosunku do innych rozkltadéw. Ogony rozktadu sg cienkie
w tym sensie, ze funkcja gestosci maleje wykltadniczo bardziej niz potegowo dla

duzych wartosci .
—p==2,0=1,6=0 07
- p=—1,0=1,£=-0.5
—_——— /12—1, 0'21, §=0.5 0.6
—— u=0,0=1.5,&=1
——u=1,0=1.5,£6212 5
—————— u=1,0=1.5,&=1.75

PEEN
- ~
.

Rys. 1.42: Wykresy gestosci
uogolnionego rozktadu war-
tosci ekstremalnej minimal-
nej MinStab(p,0,€) (dla
tych samych wartosci pa-

f(x;u,0,8) € MinStab(u,o,£)

rametréow jak dla rozktadu __.--
MaxStab(p,0,6) na Ry- == N .
sunku 1.40). N I NN

W  programie komputero-
wym Mathematica

rozklad ~ MinStab(p, 0, §)
okreslony jest przez funkcje
MinStableDistribution[u, o, &].

Rys. 1.43: Wykresy dys-
trybuanty uogoélnionego roz-
ktadu wartosci ekstremalnej ;
minimalnej L ’

MinStab(u, 0, §). R Y 1

TNy S
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