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Mysle, ze dla mnie glowng motywacjq jest satysfakcja, jakq
daje pelne zrozumienie pewnych subtelnych matematycznych
pojec i zaleznosci, 1 wyjasnianie tego innym.

Terence Tao, cyt. wg
https://www.brainyquote.com/authors/terence-tao

Nauczanie ma tylko jednego wroga: nude; ale 6w jest nielito-
Sciwy. Ktokolwiek uczy, winien o tym pamietac, Ze zacheca
albo zniecheca, ze zrazZa albo pocigga; Ze podnieca ciekawosé
1 pozostawia zdziwienie albo tez, kladgc grubg reke na budzg-
cej sie duszy, tlumi jej brzmienie, dlawi jej poryw.

Wtadystaw Natanson, Wspomnienia i szkice,
Wydawnictwo Literackie 1977
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Wstep do 11 tomu

Im bardziej rozwinieta jest matematyka, tym bardziej har-
moniynie 1 jednolicie ksztattuje sie jej struktura © odkrywane
sq nieoczekiwane zwigzki pomiedzy dyscyplinami wczesniej
odrebnymi.

David Hilbert (1862-1943),
cyt. wg https://mathshistory.st-andrews.ac.uk

Drugi tom ksiazki to seria krétkich kurséw z kombinatoryki, teorii prawdo-
podobienstwa, algebry abstrakcyjnej (ciala i grupy), teorii liczb, teorii graféw
z elementami teorii Ramsey’a, geometrii nieeuklidesowych i teorii obliczen.
Czytajac krétki, starannie umotywowany, kurs o objetosci 40-80 stron Czy-
telnik zyska pewne wyobrazenie o charakterze tej dyscypliny, a dzieki ich
zwieztodci mozna byto osiaggnaé spora rozmaitosé tematyki. Lacznie ksiazka
daje stosunkowo rozlegta panorame matematyki w zakresie dostepnym dla po-
czatkujacego adepta tej dyscypliny. Chociaz ponad 90% tego tomu pochodzi
z cyklu Markowe Wyklady z Matematyki ze wzgledu na uktad i dobér mate-
riatu, a takze wiele nowych zadan, jest to zasadniczo nowa ksigzka.

Struktura, przypadek i jeszcze wiecej

Zwiazek podtytutu z tematyka II tomu nie jest tak oczywisty, jak w przypadku
I tomu. Wyraza on wiernie tres¢ pierwszych 200 stron. Ciala liczbowe i grupy
to klasyczne struktury algebraiczne: a teoria prawdopodobienstwa to matema-
tyczna teoria przypadku. Na pograniczu obu motywow znajduja sie twierdzenia
ramseyowskie — pokazujace istnienie regularnych struktur w przypadkowych
uktadach.

Takze w wykltadach poéwieconych geometrii mozna widzie¢ pewne struktury:
sfera i plaszczyzna hiperboliczna to struktury geometryczne. Ale teoria liczb,
wiekszos¢ teorii graféw i teoria obliczen na pewno wychodza poza tematyke
sugerowang przez podtytutl.

XV



Strategie lektury

Kolejnoéé wyktadéow odpowiada w przyblizeniu porzadkowi historyczne-
mu: najpierw dyscypliny starsze, potem nowsze. Z jednym wyjatkiem.

Z historycznego punktu widzenia teoria liczb (pomijajac do$é¢ nowoczesne ele-
menty kryptografii) to matematyka dawna: wszystkie twierdzenia podane z
dowodem pochodza sprzed roku 1830. Powinna zatem poprzedzaé teorie grup,
ktora zaczeta odgrywaé istotng role dopiero pod koniec XIX w. Ale dzi§ w wy-
ksztalceniu matematyka teoria grup odgrywa role wazniejsza niz teoria liczb,
dlatego w naszych wykladach poprzedza ona teorie liczb.

Kolejne czeéci sa niemal niezalezne. Na pewno warto zacza¢ od czeéci I,
i uwzgledni¢ fakt, ze czedé¢ III poprzedza IV. Pod wzgledem trudnosci, naj-
trudniejsze sa chyba czesci IV i VII.

Zadania

Zadania podstawowe — w wiekszosci niezbedne dla bezpiecznego posuwania
sie w gltab materialu — oddziela od zadan uzupelniajacych potrdéjny sym-
bol karo. Te poczatkowe zadania ilustruja wprowadzane pojecia, techniki czy
twierdzenia. Wigkszo$¢ jest stosunkowo prosta.

Dalsze zadania ilustrujg zwiazki wyktadu z resztg materiatu badz poglebiaja
rozumienie pojeé. Zadania oznaczone gwiazdka sa trudniejsze (i ciekawsze).

Wiegkszoéci zadan towarzysza odpowiedzi, wskazowki czy nawet pelne roz-
wiazania. Wyjatkiem sa proste zadania rachunkowe; poprawnos¢ rozwigzania
Czytelnik moze sprawdzié¢ za pomoca programu Wolfram Alpha® lub inne-
go pokrewnego. Nie ma tez odpowiedzi do zadan najtrudniejszych, z dwiema
gwiazdkami. Przypominaja one, ze w prawdziwej matematyce nie zawsze ma-
my gotowa odpowiedZ w zasiggu reki.

10 listopada 2020 Marek Zakrzewski



I

Kombinatoryka



— Wiec pan chciatby przesadzaé czternaScie osob, co dzieri w innej
kolejnosci az do wyczerpania wszystkich mozliwych kombinacji, czy tak?
— Tak jest prosze pana.
— I co Pan sqdzi, jak to dlugo bedzie trwato, az pan te wszystkie moz-
liwe kombinacje wyczerpie?
— No, nie wiem ...moze nawet pare tygodni . .. ale musi byé sprawie-
dliwosé.
— Qwszem, musi byé (... ) — ale bedzie to, panie drogi, trwalo — niech
pan stucha: dwiescie trzydzieSci osiem milionow osiemset czterdziesci
cztery tysigee szescset trzydziesci trzy lata.

Ostupiatem, myslgc, Ze mam do czynienia z wariatem.

Julian Tuwim, Cicer cum caule, czyli groch z kapustq,
Czytelnik Warszawa 1958-59

Kombinatoryka jest fundamentem matematyki dyskretnej. Dwa podstawowe
pytania kombinatoryki — o liczbe permutacji oraz o liczbe kombinacji
— majg dlugg historie. Mozna przyjaé¢, ze w tej lub innej postaci pojawilty
sie one w Chinach, Indiach czy krajach Islamu przynajmniej tysiac lat temu.
Do permutacji i kombinacji sprowadza si¢ mnéstwo zadan kombinatorycznych.
Niektore z nich sg ciekawe, ale przy typowym zadaniu kombinatorycznym trud-
no zrozumieé, dlaczego kogokolwiek to interesuje. Najistotniejsze zastosowania
pojawia sie dopiero w dalszych czeSciach ksigzki.

Przez dluzsza cze$é swej historii (czy raczej prehistorii) rozwazania kombina-
toryczne byly czescia logiki (klasyfikacje), prozodii (badanie rytmiki wiersza)
czy wrecz kwestii zwiazanych z zyciem codziennym.!

Wraz z rozwojem rachunku prawdopodobienstwa (Fermat i Pascal) kombina-
toryka zaczeta nabiera¢ bardziej naukowego charakteru. W roku 1666 Leibniz
publikuje Dissertatio de Arte Combinatoria, dzieto o inspiracji filozoficznej, ale
z wyraznymi elementami matematycznymi, w ktorym po raz pierwszy pojawia
sie sam termin kombinatoryka. Niespetlna 100 lat pdzniej wraz z Eulerem kom-
binatoryka wchodzi w okres dojrzatosci, ale az do polowy XX wieku pozostaje
z dala od gltéwnego nurtu matematyki.

"W roku 1629 Jeremias Drexel, Jezuita, profesor retoryki i wybitny kaznodzieja, opu-
blikowal dzieto, w ktérym wypisatl wszystkie 720 permutacji szeéciu liter. Wykazatl w ten
spos6b, ze mozna 6 0séb przesadzaé przez 360 dni w roku (pomija si¢ tu 5 dni calkowitego
postu) przy obiedzie i kolacji tak, aby za kazdym razem osoby te siedzialy inaczej.



Wyktad 1

Permutacje i kombinacje,
czyli sztuka mnozenia

Trzy plaszczyzny w polozeniu ogélnym (zadne dwie z nich nie sa réwnole-
gle, zadne trzy nie maja wspolnej krawedzi itd.) dziela przestrzen na 8 czesci,
cztery — na 15 czedci, a siedem na 64 czeSci. Z pozoru uzyskanie tych wyni-
kéw wymaga sporej wyobrazni, ale metodami kombinatoryki mozna bez trudu
znalez¢ wzor ogdlny.

1.1 Permutacje i kombinacje bez powtérzen

Mnozyé czy dodawac? - Permutacje - Wzor Stirlinga i szacowanie rzedu -
Zadania

Rozwazaé¢ tu bedziemy dwa rodzaje obiektow: permutacje — w ktorych ko-

lejnoé¢ elementéw jest istotna, oraz kombinacje — w ktorych kolejnosé jest
obojetna.

Mnozyé¢ czy dodawac?

Rozwazmy zbiér 26 liter alfabetu tacinskiego A, B, ..., X, Y, Z oraz 10 cyfr
0,1, ...,9. Gdy mamy wybra¢ litere albo cyfre, mozemy to zrobié¢ na
264+ 10 =36

sposobdw. Jezeli mamy wybraé litere oraz cyfre (w tej wlasnie kolejnosci), to
otrzymamy

26 - 10 = 260
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uporzadkowanych kombinacji A0, Al, ..., A9, B0, ..., Z9. Ogdlnie, wybor
typu albo prowadzi do dodawania, wybér typu oraz prowadzi do mnozenia.
Korzystajac w dalszych rachunkach z tej ostatniej zasady bedziemy sie powo-
tywa¢ na regule mnozenia. Dodawaé¢ bedziemy bez komentarza.

PRzZYKEAD 1.1 Oblicz liczbe przekgtnych n-kgta wypuklego.

ROzZWIAZANIE: Z kazdego wierzchotka wychodzi n — 3 przekatnych, gdyz mu-
simy pomingé¢ ten wierzchotek i jego obu sasiadéw. Mnozac przez liczbe wierz-
chotkéw otrzymujemy n(n — 3). Zauwazmy jednak, ze w ten sposob kazda
przekatna liczymy dwa razy, wiec ostateczny wynik to n(n — 3)/2.

Permutacje

Mowiac nieformalnie, permutacja skoficzonego zbioru, to ustawienie jego ele-
mentéw w pewnej kolejnosci. Dwa elementy 1, 2 mozna ustawi¢ na dwa sposo-
by: 12 albo 21. Dla zbioru zlozonego z trzech elementéw jest takich ustawien
szesc:

123, 132, 213, 231, 312, 321.

Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest
nn—1)-...-2-1=nl
Mozna to ustali¢ bez ich wypisywania: na pierwszym miejscu mamy n mozli-
woéci, na drugim n — 1, na trzecim n — 2 itd.
Wzér Stirlinga i szacowanie rzedu

Talie 52 kart mozna zatem ulozyé¢ na 52! sposobéw. Zawsze warto mieé¢ wy-
obrazenie o rzedzie wielkoéci, jakimi operujemy. Pomoze nam w tym wzor

Stirlinga
n
n! ~V2mn <E> .
e

59 52
52! ~ /27 - 52 (—) .

e

Ze wzoru Stirlinga mamy

Logarytmujac (przy podstawie 10) obie strony otrzymujemy
1 52
log 52! ~ 3 log 1047 + 521log — = 67, 9.
e

Oznacza to, ze 52! jest liczba majaca w zapisie dziesietnym 68 cyfr.
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Permutacje czeSciowe

W analogiczny sposéb definiujemy permutacje czeSciowe (nazywane cze-
sto wariacjami bez powtérzen). Oto wszystkie dwuelementowe permutacje
cze$ciowe o elementach ze zbioru {1,2,3,4}:

12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43.
W ogdlnym przypadku mamy:

TWIERDZENIE 1.1 Wszystkich permutacji cze$ciowych dlugosci k o wyrazach
ze zbioru m-elementowego jest

m)!
mim—1)(m—2)...(m—(k—1)) Dk
DowOD: Rzeczywiscie, na pierwszym miejscu mamy m mozliwosci ustawienia
(bo tyle jest elementéw), na drugim juz m — 1, gdyz nie mozemy powtorzyé
pierwszego elementu, na trzecim m — 2 mozliwoéci, gdyz nie mozemy wyko-
rzystaé dwu pierwszych, ..., wreszcie na k-tym miejscu mamy m — (k — 1)
mozliwosci. Na mocy reguly mnozenia liczba mozliwoéci wynosi

mm—1)(m—-2)...(m—(k—1)) =

k czynnikéw

m(m—1)(m—2)...(m—(k—1))(m —k)! m!

(m —k)! (m—k)

Ten ostatni wzér czesto wykorzystywany jest w postaci poczatkowego iloczynu.
Czasem jednak zapis za pomoca silni okazuje sie bardziej przydatny.

Kombinacje

Kombinacjg k-elementowa z ustalonego zbioru skonczonego nazywamy do-
wolny k-elementowy jego podzbiér. W gruncie rzeczy termin ten jest syno-
nimem stowa podzbior, ale gdy méwimy o kombinacjach zazwyczaj myslimy
o podzbiorach ustalonej wielkosci.

TWIERDZENIE 1.2 Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

wyraza Sie wzorem
n\ n!
k] kl(n—k)



6 Wyktad 1. Permutacje i kombinacje, czyli sztuka mnozenia

Dowob: Niech C(n, k) oznacza nieznana na razie liczbe kombinacji. Wyobraz-
my sobie konkurs, ktéry przebiega w dwu etapach. Najpierw wyltaniamy £ fi-
nalistéw, a nastepnie ustalamy porzadek tych k najlepszych uczestnikow. Po-
niewaz k finalistéw mozna wybraé¢ na C'(n, k) sposobdéw, a ustalié¢ ich kolejnosé
na k! sposobéw, wiec mozliwych wynikéw koncowych jest

C(n,k)k!.

Z drugiej strony to samo mozna uzyskaé, wybierajac najpierw najlepszego
uczestnika konkursu, potem drugiego itd. Mamy tu

nn—1)Mn-2)...(n—(k—1)) = ﬁ mozliwosci.

Poréwnujac obydwa wyniki otrzymujemy

n!
C(n,k)k! = ———
skad zapowiedziany wzor
n!
Con k) = i —mr

Na przyklad sposréd 7 elementéw mozna wybraé 3 na

= 35 sposobow.

Ty 7 4567 7-6-5
3) 34l 34l 3l
Symbol (Z) nazywamy wspolczynnikiem dwumianowym. Zauwazmy, ze
jest on réowny ilorazowi zstepujacego iloczynu n(n—1) ... (n—(k—1)) kolejnych
k czynnikéw przez k!. Ta uwaga okaze sie istotna, gdy rozwazaé bedziemy
wspotczynniki dwumianowe z ,Jicznikiem” ujemnym badz utamkowym.

Podstawowe wtasnosci wspélczynnikéw dwumianowych wynikaja bezposred-
nio z definicji:

O O R Y R (R B

Wzér Newtona

Najwazniejszym i najczestszym zastosowaniem wspoélczynnikéw dwumiano-
wych jest wzor dwumianowy Newtona. Wzér ten znany byl w Indiach zapewne
juz w VI w., Newton uogdélnil go na wyktadniki wymierne.
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TWIERDZENIE 1.3 (wzér dwumianowy Newtona)

(a+b)" =a" + G)a”—lbl +...F <Z>a”—’“b’“ +...F (ni 1>a1b”_1 + b

W Y-notacji wzoér dwumianowy przyjmuje postac:

n
a+0b)" = n)an_kbk.
=3 (;
W I tomie daliSmy wskazéwke (p. str. 14, zad. 12), jak wyprowadzi¢ wzér New-
tona za pomoca indukcji. Dowody indukcyjne rzadko jednak daja prawdziwe
zrozumienie dlaczego jest tak, a nie inaczej. Tutaj dajemy dowdd kombinato-
ryczny.

Na podstawie wzoréw na kwadrat, szeScian i ewentualnie dalsze potegi sumy
mozna przypuszczaé, ze ogdlny wzér bedzie mial postaé:

(a4b)" = a"+2a™ b+ ... +2a"0"F 4 £ 2ab" T 0"

Aby wyznaczy¢ wspotezynniki przy kolejnych sktadnikach, zbadajmy, skad sie
one biora:

(a+b)(a+Db)...(a+b)=...+2a" k..
Sktadnik postaci a® *b* powstaje, gdy z k nawiaséw wybieramy b, z pozosta-
tych a. Wiemy, ze mozna to zrobi¢ na (}) sposobéw. Takie wiec wsp6tczynniki

nalezy wstawi¢ w miejsce znakéw zapytania.

Zadanie o podziale przestrzeni

Formalne pytania o liczbe ustawien, wyboréw czy itd. moga wydawaé sie zu-
pelnie nienaturalne. Malo kto stawia sobie w zyciu takie pytania. Pokazemy
teraz, jak te do$¢ abstrakcyjne metody pozwalaja rozwiazaé¢ problem bardziej
konkretny, i zdecydowanie ciekawszy. Ponizsze zadanie nie jest trywialne nawet
dla n = 4.

PRrzYKEAD 1.2 Na ile czedci dzieli przestrzen n ptaszczyzn w potozeniu ogol-
nym (tzn. zadne dwie z nich nie sa réwnolegle ani zadne trzy nie maja wspolnej
proste;j)?
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RozwIAZANIE: Rozwiazmy najpierw analogiczne zadanie dla plaszczyzny: na
ile obszaréw dzieli ja n prostych w potozeniu ogdlnym?

Mozna zalozyé — ewentualnie obracajac caly uklad — iz zadna z rozwaza-
nych prostych nie jest pozioma. W takim przypadku kazdy z obszaréow ogra-
niczonych z dotu ma dokladnie jeden punkt najnizszy. Obszaréow takich jest
doktadnie tyle, ile punktéw przeciecia prostych, czyli (g)

Poprowadzmy prosta pozioma lezaca ponizej wszystkich punktéw przeciecia
(na rysunku linia przerywana). Pominigte obszary — nieograniczone z dolu
— wyznaczaja na dodanej prostej odcinki. Poniewaz n prostych wyznacza na
tej prostej n 4+ 1 odcinkéw, wiec tyle jest obszaréw nieograniczonych z dotu.
Lacznie wszystkich obszaréw jest zatem

() rer= ) () 0)

Metode te i elegancki wynik latwo przenies¢ na wyzsze wymiary. Dla prze-
strzeni otrzymujemy zatem

(3)+()- )+ )

1. Maly Arturek ma pieé par butéw. Wktadajac buty kieruje sie dwiema zasadami: nigdy nie
wktada lewego buta na lews noge ani prawego na prawa; nigdy tez nie wkitada dwu butéw
z tej samej pary. Na ile sposobéw moze obué obie nogi?

Zadania

2. Ile r6znych par tanecznych mozna utworzy¢ z 10 dziewczat i 10 chtopcéw?
3. Na ile sposobéw mozna przyznaé trzy medale (zloty, srebrny i brazowy) 10 zawodnikom?

4. Z ilu domin sklada sie komplet, zawierajacy po jednym dominie dla kazdej kombinacji
oczek od 0 do 67

5. Ile trojkatéw wyznacza:
a) 12 punktéw, z ktérych zadne trzy nie sa wspétliniowe;
b) 12 punktéw, sposréd ktérych 6 lezy na prostej, a poza tym zadne trzy nie sa wsp6tliniowe?

RV
6. Na ile sposobéw mozna ulozy¢ k réznych ksiazek na n pétkach?

7. Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ na szachownicy 8 wiez tak, aby zadna z nich nie znaj-
dowala sie w polu bicia drugiej przy zalozeniu, ze wieze sa: a) nieodréznialne; b) odréznialne.
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8. Ile jest prostokatéw na rysunku ponizej (z lewej strony)?

9. Ile jest tréjkatéw na rysunku powyzej (z prawej strony)? Jaka bedzie odpowiedz, gdy
z obu dolnych wierzchotkéw wychodzi¢ bedzie po n linii zamiast 57

1.2 Ustawienia i kombinacje z powtérzeniami

Ciggi - Kombinacje z powtdrzeniami albo rozmieszczenia - Zadania

W pierwszej czesci wyktadu nie dopuszczaliSmy powtérzen. Teraz rozwazad
bedziemy analogiczne struktury, w ktorych elementy moga sie powtarzaé: ciggi
i kombinacje z powtérzeniami.

Ciagi

Spojrzmy, ile jest ciagéw dlugosci k o wyrazach ze zbioru m-elementowego.
Oto dla przyktadu wszystkie 3-elementowe ciagi o wyrazach 0, 1:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

W ogdlnym przypadku na pierwszym miejscu mamy m mozliwosci, na drugim
tez m i tak samo dalej. Zachodzi zatem nastepujace:

TWIERDZENIE 1.4 Wszystkich ciggow dlugosci k o wyrazach ze zbioru m-
elementowego jest mb.

Szczegdlnie waznym wnioskiem jest ponizsze:
TWIERDZENIE 1.5 Zbior n-elementowy ma 2™ podzbiorow.

Dowob: Niech X = {x1,x9,...,2,}. Wowczas kazdy podzbiér A C X moz-
na w pelni scharakteryzowaé ciggiem zerojedynkowym diugoéci n. Na i-tym
miejscu dajemy 1, gdy z; € A, a 0 w przeciwnym przypadku.

Na przyklad dla X = {1,2,3} odpowiednie ciagi wygladaja nastepujaco:
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O — 000 {1,2}y — 110
{1} — 100 {1,3% — 101
{2} — 010 {2,3y  — o011
{3} — 001 {1,2,3} — 111

Tak wiec istnieje jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy podzbiorami zbioru
n-elementowego, a ciagami zerojedynkowymi dlugoéci n. Pozostaje zauwazy¢,
ze ciaggoéw takich jest 2", gdyz na kazdym miejscu sg tylko dwie mozliwoéci:
0 albo 1.

Kombinacje z powtérzeniami albo rozmieszczenia

W zadaniach o kombinacjach zakladaliSmy, ze kazdy obiekt mozna wybraé
tylko raz. Rozwazmy teraz pokrewne zadanie o kombinacjach z powtorze-
niami:
Na ile sposobow mozna wybraé k elementow sposréd n (rodzajow) obiektow,
przyjmujgce, ze dopuszczamy powtorzenia?

Kazda taka kombinacje mozemy zakodowaé¢ w postaci serii kotek i kresek,
gdzie kétka odpowiadajg wybieranym elementom, a kreski — przegrédkom
oddzielajacym obiekty pierwszego rodzaju, drugiego rodzaju itd. Ustalmy dla
przyktadu n = 3, kK = 10. Przedstawiony ponizej kod odpowiada wybraniu 3
obiektow pierwszego rodzaju, 5 — drugiego i 2 trzeciego.

©coo|] cooo of oo

Zauwazmy, ze kazdy uklad dwu kresek i 10 kétek jednoznacznie koduje pewna
kombinacje z powtérzeniami. Na przyktad

|| o0 00000000

odpowiada wyborowi 10 obiektow trzeciego rodzaju.

Uktadow ztozonych z 10 kétek i 2 kresek jest (QJ{&O), gdyz ustalenie, na kto-

rych 10 pozycjach sposrod 12 umieszczone sa kotka w pelni okresla caly kod.
Ogodlnie:

TWIERDZENIE 1.6 Liczba kombinacji z powtorzeniami k elementow sposrod n

rodzajow jest rowna
k+n-—1
i .



1.2. Ustawienia i kombinacje z powtorzeniami 11

Zauwazmy jeszcze, ze kombinacje z powtdérzeniami mozna interpretowac jako
rozmieszczenia. Powyzszy wzér méwi wowcezas, na ile sposobéw k jednako-
wych przedmiotéw mozna roztozyé do n szuflad. To n — 1 we wzorze pokazuje
wéwcezas liczbe Scianek pomiedzy nimi.

Jedli we wspotezynniku dwumianowym dopuscimy ujemne liczniki”, to wzér
ten mozna zapisa¢ w postaci niemal identycznej ze wzorem na liczbe kombi-
nacji bez powtérzen. Wystarcza dwa proste przeksztatcenia:

<k+n—1> _(k+n—Dk+n-2)...(k+n—(k—1)(k+n—k)
k k!

Zadania

10. Przyjmijmy, ze kod PIN moze byé dowolnym uktadem czterech cyfr.
a) Ile jest wszystkich PIN-6w?
b) Ile jest takich, w ktérych jakas cyfra si¢ powtarza?

11. Ile jest wielomianéw zmiennej x stopnia n o wspdétczynnikach ze zbioru:
a) {0,1};  b) {0,1,2}7

12. Palindromem nazywamy slowo, ktére czyta sie tak samo od poczatku i od konca, np.
kajak. Ile jest palindroméw 8-literowych, jesli alfabet sklada sie z 26 liter? A ile 9-literowych?

13. Liczba 500 = 22 - 5° ma (2 4+ 1) - (3 + 1) = 12 dzielnikéw:
1 5 25 125
2 10 50 250
4 20 100  500.

Ile dzielnikéw ma 10! = 28 - 3% .52 .77

14. Rozwazmy wszystkie ciagi dtugosci n > 4 o wyrazach A, T, G oraz C. Ile jest:
a)) takich ciaggdéw, w ktérych zadna litera nie wystepuje dwa razy pod rzad;
b) takich ciagéw, ze wsréd kazdych kolejnych czterech wystepuje kazda z czterech liter?

15. Uogdlnionym wspétczynnikiem dwumianowym nazywamy wyrazenie

n _ n!
ki ko, . ki) Ekilka!. . KD

gdzie k1 + k2 + ... + k; = n. W szczegdlnosci,

(ko) = ()
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Zapisz za pomoca takich wspolczynnikéw liczbe wszystkich:
a) rozdan 52 kart pomiedzy czterech graczy;
b) stéw, jakie mozna otrzymaé przestawiajac litery stowa TRATATATA.

16. Na ile sposobéw mozna rozdaé¢ 52 karty pomiedzy czterech graczy tak, aby:
a) kazdy mial jednego asa, jednego krola, ..., jedng dwdjke;
b) ktérys z nich mial wszystkie cztery asy?

17. Ile rozwiazan ma réwnanie t + x 4+ y + z = 10:
a) w liczbach catkowitych nieujemnych;
b) w liczbach catkowitych dodatnich?

18. Wykaz, ze liczba podziatéw n jednakowych przedmiotéw pomiedzy k oséb tak, aby kazda

co$ dostala wynosi
n—1
k—1)"

19. Za pomoca uogdélnionych wspoétczynnikéw dwumianowych mozna zapisaé¢ wzér Newtona
dla wigkszej liczby sktadnikéw. Dla trzech sktadnikéw otrzymamy

(a+b+c)" = Z (z ?k>aibjck.

i+j+k=n

Podobnie dla wigkszej liczby sktadnikow.

a) Podaj koticowa postaé¢ wzoru na (a 4 b + c)®.

b) Ile sktadnikéw wystepuje w rozwinieciu (a + b+ ¢+ d)"?

¢) Znajdz sume wszystkich wspoélezynnikéw w rozwinigciu z punktu b).

AR

20.* W grze w koétko i krzyzyk rozgrywanej na planszy 3 x 3, trzy pola lezace na jednej linii
mozna wybraé na 8 sposobéw — 3 linie poziome, 3 pionowe i 2 przekatne. A ile jest takich
tréjek w tréjwymiarowej grze 3 x 3 x 37

21.* Komplet do gry SET' sklada sie z 3 = 81 réznych kart. Niektére uktady trzech kart
zwane sg setami. Mozna wykazaé, ze kazdy uktad dwu kart da si¢ uzupetnié do seta dokladnie
na jeden sposob.

a) Znajdz liczbe wszystkich setdw.

b) Ile srednio setéw zawiera uktad 12 kart?

¢) Wykaz, ze przy kazdym podziale wszystkich 81 kart na dwie czesci przynajmniej jedna
z nich zawiera seta.

d)* Pokaz, ze kazdy ukltad 37 kart zawiera seta.

!Zadanie zyska na motywacji, gdy sprébujesz rozwigzaé¢ jaka$ zagadke ze strony
www.setgame.com. Tam tez Czytelnik znajdzie kilka matematycznie ambitniejszych arty-
kutéw na temat tej gry.



Wyktad 2

Wspélczynniki dwumianowe
i liczby Fibonacciego

Wspodlezynniki dwumianowe sa obok silni najwazniejszymi funkcjami kombi-
natorycznymi. Niemal wszystkie inne istotne funkcje kombinatoryczne wyra-
zaja sie za ich pomoca.

2.1 Wspodlczynniki dwumianowe i tréjkat Pascala

Trojkqt Pascala - Tozsamo$é Pascala - Zadania

Przygladajac sie kolejnym wierszom tréjkata Pascala bez trudu odkryjemy, ze
suma wyrazéw w (n + 1)-szym wierszu jest réwna 2". A czy potrafisz znalezé
wzér na sume ich kwadratéw?

Tréjkat Pascala

Znany byt juz w XI w. lub niewiele pézniej w Chinach, Indiach i krajach
Islamu.

13 3 1
1 4 6 41
1 510 10 5 1
16 15 20 15 6 1

Wiersze tréjkata pokazuja kolejne wspétezynniki (7) dlan =0, 1, 2 itd.

13
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W tréjkacie Pascala wyrazy skrajne sa réwne 1, pozostate powstaja przez
dodanie dwu wyrazéw sasiednich z poprzedniego wiersza. W kazdym wierszu
wspotczynniki dwumianowe rosng do polowy wiersza, a dalej maleja.

Tozsamosé Pascala

Trojkat Pascala opiera sie na tozsamosci

)= () ()

zwanej dalej tozsamoscig Pascala. Mozna jg tatwo wykazaé za pomocg bez-
posrednich rachunkéw. Ponizszy dowdéd kombinatoryczny pozwala rachunkéw
uniknaé. Sprowadza sie on do poréwnania wynikéw, jakie otrzymujemy roz-
wigzujac na dwa sposoby ponizsze zadanie:

Na ile sposobow mozna wybraé k + 1 roznych liczb sposrod liczb 0, 1, 2, ...,
n?

Wiemy, ze takich sposobéw jest (Zﬁ) Policzmy to inaczej: osobno kombinacje

zawierajace zero, a osobno te, ktére zera nie zawieraja.

n

Kombinacji pierwszego typu jest (1), kombinacji drugiego typu (,,},

otrzymujemy
n n n
k k+1)

Pozostaje zauwazy¢, ze obie metody musza daé ten sam wynik.

). W sumie

Zadania

1. Ponizsze liczby ustaw w kolejnosci od najwiekszej do najmniejsze;j:
7 s 7 s 97 99
37)° 47)’ 57)° 67 )’ 37)° 47)°

2. Korzystajac z tozsamosci Pascala przedstaw ponizsze sumy w postaci pojedynczego wspol-
czynnika dwumianowego.

2 (55 0 0)-0) ()6 ()

3. Korzystajac ze wzoru Stirlinga wykaz, ze zachodzi asymptotyczna réwnosé

2n\ 4"
n) = Vrn
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4. Udowodnij tozsamo$¢ Pascala metoda algebraiczna.

¢O0

5. Na ile sposobéw mozna przej$é¢ od lewego dol-
nego wierzchotka kraty 8 x 5 do prawego gérnego
poruszajac sie po kracie zawsze w gbére badz w
prawo? Rozwazajac podobne ogdlniejsze zadanie
wyprowadz tozsamosé Pascala.

6. Wykaz, ze iloczyn k kolejnych liczb naturalnych dzieli si¢ przez k!.

1 2n
n+1\n

7.* Wykaz, ze liczba

jest naturalna.

2.2 Tozsamosci kombinatoryczne

Sumowanie wspotczynnikow dwumianowych - Dowodzenie tozsamosci - Jeszcze
jedna tozsamosé - Tozsamosci kombinatoryczne i liczby zespolone - Zadania

Tozsamosci kombinatoryczne czesto pozwalaja zastapi¢ dluzsza sume krétkim
wyrazeniem. Niektére z tozsamosci wykorzystamy juz w tym wyktadzie, nie-
ktore okaza sie przydatne dopiero w rachunku prawdopodobienstwa. Jednak
wyklad ten warto przesledzi¢ do konca, gdyz same metody sa czasem dosé
zaskakujace. W szczegblnosci skorzystamy z pochodnych i liczb zespolonych.

Sumowanie wspdélczynnikéw dwumianowych

W analizie wzor Newtona pozwala zastapi¢ wyrazenie (a+b)"™ suma prostszych
sktadnikéw. W kombinatoryce wzér Newtona czesto stosujemy w odwrotna
strone — sume prostych skladnikéw zastepujemy potega (a+b)". Na przyklad

)+ Qe (e (e

W szczegélnosci dla x = 1 otrzymujemy

(g)+<q)+<g)+...+<nﬁl)+<g) (oo

Zatem suma wyrazow kazdego wiersza w tréjkacie Pascala jest potega dwdjki.
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Podobnie dla z = —1

(0) (1) (3) o2 o) =

Przenoszac ujemne sktadniki na prawa strone otrzymujemy

066 ) -0 L2

Wynika stad, ze podzbioréw liczebnosci parzystej jest tyle samo co nieparzy-
stej. Dla zbioréw o nieparzystej liczbie elementéw jest to oczywiste. Dlaczego?
Trzy metody

Poréwnamy teraz trzy metody dowodzenia tozsamosci kombinatorycznych: al-
gebraiczna, kombinatoryczna i analityczna.

PRzZYKEAD 2.1 Wyprowadz tozsamoscé

() o) oo e rnn ()7 ) o) e

ROZWIAZANIE:

I. Metoda algebraiczna:

" i n! i n!
X:: () 2k K-k = E-Din-k)!

k=1 k

B B n-! (n—1)! B i1 _ yon-
Zk' k:+1)] ”;k![(n—n—k]l_”z ko)

II. Metoda kombinatoryczna:

Rozwiagzmy dwiema metodami zadanie: Na ile sposobow mozna wybraé sposrod
n 0sob komisje wraz z przewodniczgcym, jesli dopuszczamy réowniez komisje
jednoosobowe?

Mozna najpierw wybraé przewodniczacego na n sposobéw, po czym dokoop-
towaé¢ pewng liczbe czlonkéw komisji na 2”1 sposobéw, co daje prawsa strone
tozsamosci. Albo najpierw wybraé k-osobowa (k > 1) komisje — mozemy to
uczynié na (Z) sposob6w, po czym jednego z jej cztonkéw uczynié przewodni-
czacym, co daje lewa strone.
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ITI. Metoda analityczna:
Ze wzoru Newtona wynika, ze

3 nxkzl )",
> (1) =0em

Zrézniczkujmy te réwnosé stronami. Mamy

Z k (Z) 2 =1+ 2)n L
k=1

Sumowanie zaczyna sie teraz od k = 1, poniewaz pochodna stalej jest réwna
zeru. Podstawiajac = 1 otrzymujemy zadana tozsamo$c.

Tozsamosci kombinatoryczne i liczby zespolone

Na zakonczenie wyprowadzimy jeszcze jedna, niezbyt uzyteczna, ale do$¢ ta-
jemnicza tozsamo$é¢. Pokazemy, ze

():()-()r-orvt w7

Lektura dowodu wymaga znajomosci wzoru de Moivre’a (str. 107).

Sumowanie wspoétczynnikéw parzystych opierato sie na wykorzystaniu wzoru
Newtona dla (14 1)" oraz (1 —1)". To drugie wyrazenie mozna zapisa¢ w po-
staci (1 4+ (—1))", a wowczas widaé, ze korzystaliémy tu ze wzoru Newtona
dla (1 + z)™ podstawiajac w miejsce = dwa pierwiastki drugiego stopnia z 1.
Nasuwa sie zatem my$l, aby teraz wykorzystaé¢ ten sam wzoér dla pierwiastkéw
czwartego stopnia.

Rozwazmy cztery réwnosci:

n
0

o= )0+ 6+ ()-

()00 00
0-)-0)-
0-6)- 6

;
o) -)-
0-6)
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Dodajmy te cztery rownosci stronami. Zauwazmy, ze znikng wszystkie kolum-
ny, oprocz tych, ktore odpowiadaja krotnosciom czworki. Zatem

1666

Na mocy wzoru de Moivre’a

Re(1+1)" =Re {(\/i)n <cosnz7r —i—z’sinﬂ)] = (\/E)ncosn—ﬂ.

= 2"+ (1+0)" + (1 — i)™

4

Fatwo sprawdzi¢, ze z +Z = 2Re z. Tak wiec

n n n 2 (1) (1 =)
(o)« (3)+ (3) - / -

2Re (1 +4)" —2
_ g2 e(4+z) :2n_2+(\/§)n s

Zadania
8. Oblicz:

a) 101 n 101 n 101 I 101  b) 101 n 101 + 101 I 101
0 1 2 50 )’ 1 3 5 101 /)"
9. Upro$¢ sume:
n n n n
2 4 L2 .
(6)+2(5) +4(3) ()
10. Wykaz tozsamosé
n n n n _ _ n—2
2-1 <2)+3 2 <3)+...+(n 1)(n 2)<n_1)+n(n 1)<n>—n(n 12",
11. Udowodnij tozsamosé
2 3 n n+1
() C)e o ()-(3)

Wyprowadz z tej tozsamosci wzér na sume kwadratéw 12 4+ 2% + ... 4+ n?.
Wsk.: Rozwigz dwiema metodami zadanie: Na ile sposobéw mozina wybraé trzy rozdzialy
z ksiqzki majgcej ich n + 17

12. Rozwiaz dwiema metodami zadanie: Na ile sposobow mozna wybraé k osobowq komisje
sposréd m mezczyzn i n niewiast?! Wywnioskuj stad tozsamoéé Vandermonde’a

!Ten delikatny archaizm pozwala dopasowaé treéé zadania do zmiennych wystepujacych
w tozsamosci.
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(B) )+ (G5 () e (1) 6) = ()

13. Z tozsamo$ci Vandermonde’a wynika w oczywisty sposdb ponizszy wzér na sume kwa-
dratéow wspotczynnikéw dwumianowych:

<g)2+ (’;)Z <2)++ <g)2+...+ (Z)Q— (*)

Wyprowadz go jeszcze raz, rozwigzujac na dwa sposoby zadanie: Jacek i Placek majg po n
znaczkow. Na ile sposobéw mogg wymienic sie znaczkami, przy zaloZeniu, Ze znaczki wymie-
niajg jeden za jeden?

14. Rysunek przedstawia sie¢ drég laczacych miasta A oraz B. Na ile sposobéw mozesz
dotrze¢ z miasta A do B nie odwiedzajac zadnego miasta dwukrotnie?

B

¢O 0

15. Wykaz tozsamos$¢ algebraicznie i kombinatorycznie
n\(n " n n n n n R n\(n—k\ _xfn
0/ \k 1)\k—1 2/\k—2) " \k 0o/ k)
16. Udowodnij, ze dla n > k > i zachodzi tzw. tozsamo$¢ podkomisji
n\(k\ (n\[{n—1
k)\i) \i k—i)

17.* Wykaz, ze kazde dwa wyrazy (oprécz skrajnych) tego samego wiersza trojkata Pascala
maja wspollny dzielnik wigkszy od 1.

18.*% Znajdz wzoér na sume

19.%* Wykaz, ze

2 2 2 2 2 .
n n n n n et (=1)" n\ 0, gdy n nieparzyste;
0 1 2 3 o n) 1 (=12 (7172)7 gdy n parzyste.
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2.3 Liczby Fibonacciego

Liczby Fibonacciego i tozsamosé Cassiniego - Wzor Bineta - Liczby Fibonac-
ciego a wspotczynniki dwumianowe - Zadania

Liczby Fibonacciego sa prawdopodobnie najstarszym przykladem ciggu za-
danego rekurencyjnie. Pojawily sie one w dziele Liber abaci (1202) Leonar-
da z Pizy, zwanego Fibonaccim (ok. 1175-1250). Z pozoru nie maja zadnego
zwiazku ze wspélczynnikami dwumianowymi, ale pokazemy, ze tak nie jest.

Liczby Fibonacciego i tozsamos$¢ Cassiniego
Liczby Fibonacciego 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... definiowane sg rekurencyjnie:

f1:f2:1) fn:fn—1+fn—2-
Czesto przyjmuje sie dodatkowo fo = 0.

Ich znaczenie wynika nie tylko stad, ze jest to historycznie zapewne najstarszy
ciag rekurencyjny, ale przede wszystkim stad, ze pojawiajg si¢ w rozwigzaniach
bardzo réznych zadan. Wystepuja tez w przyrodzie, w zwiazku ze zjawiskiem
filotaks;ji.

Nawet nie dysponujac wzorem jawnym mozemy odkryé wiele interesujacych
wtasnosci tych liczb.

TWIERDZENIE 2.1 Dla dodatniej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

n
fn-l—l fn _ 11
f n f n—1 10 ’
Prosty dowod indukcyjny pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Latwo
z niego wyprowadzi¢ nieoczywista, a czasem uzyteczna tozsamosé. Jej odkryw-

ca, astronom Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) do historii przeszed! jako
odkrywca satelitow Saturna.

WNIOSEK 2.1 (tozsamo$¢ Cassiniego)
Dla n > 1 zachodzi réwnosé

fatifoo1 — fo=(-1)"

Rzeczywiscie,

f”+1f"‘1_f3:det[f?:1 ffﬂ]zdet“ H = (-1)".
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Wzér Bineta

Wyprowadzimy teraz jawny wzor na n-ta liczbe Fibonacciego. Sa dwie pod-
stawowe metody wyprowadzenia tego wzoru. Metode réwnan charakterystycz-
nych przedstawiliémy w pierwszym tomie. Tu pokazemy metode funkcji two-
rzacych. Cho¢ metoda funkcji tworzacych jest bardziej uniwersalna, to w przy-
padku liczb Fibonacciego i innych réwnie prostych rekurencji jest rachunkowo
trudniejsza. Z funkcjami tworzacymi zetkniemy sie jeszcze w teorii prawdopo-
dobienstwa.

Rozwazmy funkcje
f(@) = fo+ fix+ for® + fax® + ...,

zwang funkcja tworzaca ciggu Fibonacciego. Wowczas

f@)=fo+ frix+ Y fax" = fo+ iz + Y fryor™? =
n=2 n=0

o o0 o0
=x+ Z(an + f)a" =z 42 Z frgp1z™ T+ 22 Z fox™ =

n=0 n=0 n=0
—ot e Y far™ 422 (@) = 7+ 2(f(z) — fo) + 22 (x) =
n=1

= +f(z) + 2*f(2).
Zatem f(x)(1 —x — 2?) = z, skad

flx) =

Cl—z— a2

X

Przedstawmy prawg strone réwnosci w postaci sumy utamkdéw prostych.
W tym celu roztézmy mianownik na czynniki. Rozklad ten warto wyrazié
za pomocy liczby zlotej ¢ i jej ,sprzezenia”:

o= (1+V5)/2, p=(1-5)/2
Latwo sprawdzié, ze
P +r—1=(p—2)(¢p—1).

Po rutynowych przeksztalceniach otrzymamy

_ — /e
f(m)_x2+x—1_\/5(g5+x ¢+x>'
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Poniewaz @ = —1, wiec

10 =z (5o 1) -

1 1 1 1 &
o p— — — = — — x .
\/5<1—90:B 1—3033) \/37;)(90 ")

Wspélczynnik przy wyrazie " daje ponizszy wzoér:

TWIERDZENIE 2.2 (wzér Bineta)
1
fn - =

459 -(52)]

Nazwa wzoru, upamietniajaca Jacquesa Bineta (1786-1856), jest ogélnie przy-
jeta, cho¢ wzor ten odkryt niemal 100 lat wcze$niej Abraham de Moivre. Byto
to jedno z najwczesniejszych zastosowan funkcji tworzacych.

Zauwazmy, ze wartos¢ bezwzgledna drugiego sktadnika we wzorze Bineta jest
mniejsza od 1/2, wiec f,, jest réwna zaokragleniu do liczby catkowitej pierw-

szego sktadnika. Stad
1 (1+v5\"
frn = round [—( +\/7> ],

S\ 2

gdzie round oznacza zaokraglenie do najblizszej liczby calkowitej.

Liczby Fibonacciego a wspo6tczynniki dwumianowe

Niemal wszystkie podstawowe funkcje kombinatoryczne wyrazaja sie za po-
moca silni i badZ wspotezynnikéw dwumianowych. Dotyczy to takze liczb Fi-
bonacciego, cho¢ wzér ten jest bardzo niepraktyczny. Spdjrzmy jeszcze raz na
tréjkat Pascala:
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Sumujac wyrazy po ,przekatnych” dostajemy kolejno 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
Mozna zatem przypuszczaé, ze zachodzi ponizsza zaleznoscé.

TWIERDZENIE 2.3 Dla dodatniej liczby naturalnej n zachodzi tozsamosc

= ()4 (74 (59 (57)

Zauwazmy, ze w tym zapisie sktadniki od pewnego miejsca sa zerami. Pozo-
stawienie tych ukrytych zer daje prostszy wzor.

DowOD: Rozwiazemy na dwa sposoby nastepujace zadanie:

Na ile sposobéw mozna prostokat n x 1 pokryé
kwadratami 1 x 1 i prostokatami 2 x 17

Rozwiazemy je na dwa sposoby:

I. Niech a, bedzie liczbg tych sposobéw. Oczywiscie a; = 1, as = 2. Ob-
liczmy liczbe takich pokry¢ dla prostokata dtugosci n + 2. Jest a,, takich po-
kryé¢ konczacych sie kwadratem i a,+1 — konczacych sie prostokatem. Lacz-
nie apy2 = apy1 + an. Zauwazmy, ze jest to przesuniety ciag Fibonacciego:
an = fny1-

n n+1
4 A 4 A

II. Zastan6éwmy sie, ile pokry¢ prostokata n x 1 wykorzystuje k prostokatow.
Takie pokrycie sktada sie z n — k elementéw. Potozenie k prostokatéw mozna
wyznaczy¢ na (";k) sposobéw. Lacznie takich pokry¢ jest zatem

() () (5 ()

Poréwnujac obydwa wyniki otrzymujemy zadana tozsamosc¢.

Zadania
20. Na ile sposobéw prostokat n x 2 mozna rozbi¢ na monomina 1 x 1 i tetramina 2 x 27
21. Korzystajac z funkcji tworzacych znajdz wyraz ogdlny ciagu zadanego podana rekurencja:

a) ant1 =2an +3, a0 =1; b) bpya = bpt1 +2bp, bo = b1 = 3; ¢) cpy1 = 3cn — 2", co = 4.
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YR

22. Wykaz, ze prawdziwe sg tozsamosci:

a) fos1 — fafnsr— fa=(=1)" b) fant1 = far1 + fa5 ©) fon = fasifn+ fufa-1.

23. Wykaz twierdzenie Zeckendorfa: kazda liczba naturalna da si¢ przedstawi¢ w postaci
sumy réznych liczb Fibonacciego, z ktorych zadne dwie nie sg kolejne, np. 17 = 13 + 3 + 1.
Wykaz, ze przedstawienie takie jest jednoznaczne.

24. Wykaz, ze zachodzg réwnosci:

fon = fon—1+ fon—3+ ...+ fa+ fi,
font1 = fon + fon—2+ ...+ fo+ 1.

25. Rozktadem liczby naturalnej nazywamy jej przedstawienie w postaci sumy dodatnich
liczb naturalnych; np. liczba 3 ma cztery takie przedstawienia: 1+1+1, 1+2, 241 oraz 3.

a) Znajdz liczbe wszystkich rozkltadéw n.

b)* Wykaz, ze wszystkich rozkladéw n na sktadniki nieparzyste jest fn.

26.* Niech

01 0 0
1 0 1 0
4= 01 0 1
0 0 1 0

Wykaz, ze dla dowolnego n € N wszystkie wyrazy macierzy A™ sg liczbami Fibonacciego.

2.4 Pascal

Blaise Pascal (1623-1662) francuski matematyk, fizyk i mysliciel religijny.
Podstawowe wyksztalcenie matematyczne zapewnil mu ojciec Etienne Pascal
(krzywa znana jako $limak Pascala jest odkryciem ojca). Majac lat 17 doko-
nal pierwszego waznego odkrycia w geometrii rzutowej. Niedtugo potem, aby
pomdc ojcu w zmudnych obliczeniach rachunkowych zbudowal w latach 1642-
44 pierwsza maszyne liczaca, ktéra dodawala i odejmowata (maszyne zdolna
wykonywaé cztery dzialania zbudowal dopiero Leibniz). W roku 1654 ukon-
czyt Traktat o trdjkgcie arytmetycznym, w ktérym wytozone s teoretyczne
podstawy tréjkata zwiazanego z jego nazwiskiem. Pojawia sie tam takze —
zdaniem niektérych historykéw po raz pierwszy w sposéb jawny — zasada
indukcji matematycznej. Jego korespondencja z Fermatem uwazana jest za
moment narodzin rachunku prawdopodobienstwa. Wymieniany jest tez jako
jeden z waznych prekursoréw rachunku rézniczkowego.

Pascal zajmowal sie takze intensywnie eksperymentami zwigzanymi z ci$nie-
niem atmosferycznym i kwestia istnienia prézni. A jako mysliciel religijny i au-
tor Myslii Prowincjatek uchodzi za jedng z czotowych postaci w dziejach fran-
cuskiej prozy.



Wyklad 3

Wzér wlaczen i wylaczen,
czyli sztuka dodawania

Wzér wlaczen i wytaczen pozwala wyznaczy¢ liczebnosé sumy zbioréw nieroz-
tacznych. Za jego pomoca rozwiazemy kilka klasycznych zagadnien kombina-
torycznych, w tym stawne zadanie o roztargnionej sekretarce.

3.1 Wzoér wlaczen i wylaczen i jego zastosowania
Najprostsze przypadki i wzor ogdlny - Zadanie o liczbie surjekcji - Zadania

O ile reguta mnozenia pozwalata nam rozwigzywaé zadania wymagajace nie-
mal wytacznie mnozenia i dzielenia, to wzér wlaczen i wylaczen pokazuje, jak
dodawaé¢ w nietrywialnych sytuacjach.

Najprostsze przypadki i wzér ogdlny

Dalej symbol # A oznaczaé¢ bedzie liczebnosé skonczonego zbioru A.

Zacznijmy od wzoru
#(AUB)=#A+#B - #(ANB).

Rzeczywiscie, aby znalezé #(AUB) nalezy
od sumy #A+# B odjac liczbe elementow
liczonych dwukrotnie.

Rozwazmy teraz przypadek trzech zbioréow. Z rysunku mozna odczytac, ze

#(AUBUC) = #A+#B+#C—#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNC).

25
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menty iloczynéw AN B, ANC, BNC liczymy

dwukrotnie, a elementy zbioru A N B N C na- '
wet trzykrotnie. Aby ten blad naprawié¢ odej- ‘ ‘
mujemy skladniki #(A N B), #(A N C) oraz

#(BNO).

Rzeczywiscie, sumujac # A, #B oraz #C ele- ‘

Teraz jednak powstal pewien niedomiar: elementy zbioru A N B N C byly
co prawda trzykrotnie dodawane, ale zostaly tez trzykrotnie odjete. Dodajac
sktadnik #(A N B N C) otrzymujemy ostatecznie poprawny wynik. Mozna
dostrzec analogie miedzy tym wzorem a wzorem dla dwu zbioréw, i na tej
podstawie odgadnaé¢ ogdlny wzor:

TWIERDZENIE 3.1 (wzér wlaczen i wylaczen)

Dla dowolnych zbioréw Ay, As, ..., Ay, liczebno$é sumy Ay U Ao U ... U A,

WYNOost

Yo#A =Y H#HANA)+ Y FHANANA) — A+ (FD)"TTH#(AIN AN N Ay).
i i<j i<j<k

Po prawej stronie wzoru pojawiaja sie na przemian znaki plus (skladniki do
sumy wlgczamy) i minus (sktadniki wylaczamy). Stad nazwa wzoru.

DowOD: Nalezy pokazaé, ze kazdy element sumy Ay U Ao U...U A, jest przy
tym sumowaniu liczony dokladnie raz. Dla ustalonego elementu a tej sumy
niech m oznacza liczbe zbioréw A;, zawierajacych a. Zauwazmy, ze wowczas
a jest liczony dokladnie (') razy przy dodawaniu skladnikéw [A;], (%) razy
przy odejmowaniu sktadnikow |A; N A;| itd. Lacznie liczony jest zatem

(0)-6)+ () ()

razy. Pozostaje zauwazy¢, ze ta suma jest réwna 1. Ale skoro (’g) =1, to
rownos¢ ta wynika bezposrednio z tozsamosci

(0 () (5) () o

Przypomnijmy, ze cytowana tozsamos¢ (str. 16) wynika bezposrednio ze wzoru
Newtona. Oznacza to, ze wzor wlaczen i wyltaczen jest stosunkowo prostym
wnioskiem ze wzoru Newtona.
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Zadanie o liczbie surjekcji

Wyprowadzimy teraz wzoér na liczbe surjekcji f: {1,2,...,n} — {1,2,... k}.
Dla uproszczenia zapisu dalsze rozwazania prowadzi¢ bedziemy dla k = 4.

Niech A; oznacza zbioér wszystkich funkcji f: {1,2,...,n} — {1,2,3,4}. nie-
przyjmujacych wartoéci ¢ dla ¢ = 1, 2, 3, 4. Wéwcezas A1 U Ao U A3 U Ay bedzie
zbiorem wszystkich funkcji nie bedacych surjekcjami.

Obliczmy liczebno$¢ sktadnikow wystepujacych we wzorze wlaczen i wylaczen:
#A; =3" #(A,NA;) =27, #(A,NA;NA) =1

Oczywiscie A1 N Ay N Az N Ay jest zbiorem pustym.

Skladnikéw pojedynczych mamy ('), podwéjnych (3), potréjnych (3). Zatem
ze wzoru wlaczen i wylaczen mamy

#(AluAguA3UA4):Z#Ai—Z#(AiﬁAj)—k S HANANA) =

1<J 1<j<k

n n n M\ on (7 on, (™) n
= <1> HA;— <2> #(AiﬂAj)-l- <3> #(AmA]ﬂAk) = <1>3 <2> 2"+ <3> 1",
Tyle jest funkcji nie bedacych surjekcjami. Zatem surjekcji jest
4 4 4 4
4" — " 22" — 1".

W podobny sposéb otrzymujemy wynik ogélny. W ponizszym wzorze dodali-
$my ostatni (zerowy) wyraz, co czyni wzér bardziej eleganckim.

TWIERDZENIE 3.2 Liczba surjekcji {1,2,...,n} — {1,2,...,k} wyraza sie
wzorem

k ke

> (1) ( ) (k—4)"

=0 v
Zadania

1. Tle liczb naturalnych z przedziatu [1, 1000] dzieli si¢ przez 2 lub 3 lub 57

2. Na ile sposobow mozna podzieli¢ n réznych przedmiotéw pomiedzy 4 osoby tak, aby kazda
co$ dostata?

3. Ile uktadéw 5 kart z talii 52 kart zawiera karty w kazdym z czterech koloréw?

4. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze losowy uklad 13 kart (jak w brydzu) zawiera wszystkie
4 kolory?
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R

5. Dla naturalnych n funkcja Eulera ¢(n) jest réwna liczbie liczb naturalnych z przedzialu
[1,n] wzglednie pierwszych z n. Pokaz, ze jesli n = pgr jest iloczynem trzech réznych liczb

pierwszych, to
1 1 1

3.2 Liczby Stirlinga i liczby Bella

Liczby Stirliga II rodzaju - Liczby Bella - Zadania

Rozwazymy teraz dwa naturalne zagadnienia zwiazane z podziatami zbioru na
czesci. Wykorzystamy przy tym twierdzenie o liczbie surjekcji.

Liczby Stirlinga II rodzaju

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem bardziej szczegbétowym: na ile sposobdéw moz-
na podzieli¢ zbiér n-elementowy na k niepustych czesci? Liczbe takich podzia-
16w oznaczamy symbolem S(n, k) i nazywamy liczbg Stirlinga IT rodzaju.
Oczywiscie

S(n,1) =1, S(n,n)=1.

Zachodzi zaleznos¢ rekurencyjna

S(n+1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k).

Istotnie kazdy podzial zbioru {1,2,...,n,n+ 1} na k czesci powstaje na jeden
z dwu sposobdw:

— nowy, n+ 1 element tworzy osobna czesé, takich podziatéw jest S(n, k—1));
— nowy, n+1 element dodajemy do ktoérejs z k czesci wezesniejszego podziatu,
takich podzialéw jest kS(n, k).

Latwo wyprowadzi¢ jawny wzér na liczby S(n, k)

TWIERDZENIE 3.3
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Dowo6b: Kazdemu podzialowi zbioru {1,2,...,n} na k niepustych czesci od-
powiada k! surjekcji

f:A{L2,...,n} —{1,2,...,k}

przyporzadkowujacych réoznym cze$ciom rozne liczby sposrod 1, 2, ..., k. Licz-
ba wszystkich takich surjekeji jest zatem réwna k!S(n, k).

Woezesdniej pokazaliSmy, ze jest ona réowna

k
Nk
> (-1 ( ) (k—)"
. i
Poréwnujac obydwa wyniki otrzymujemy zadany wzor.

Liczby Bella

Liczbe podzialéw zbioru n-elementowego na niepuste czeéci oznaczamy sym-
bolem B, i nazywamy n-ta liczba Bella. Na przyktad Bs = 5, odpowiednimi
podziatami zbioru tréjelementowego sa

123, 1203, 13)2, 1)23, 1]2[3.

Oczywiscie B; = 1, By = 2. Ponadto przyjmujemy konwencje By = 1.

Zachodzi oczywista zalezno$é
n
B, = Z S(nv k))
k=1

ale jest ona niezbyt uzyteczna. Widzieliémy przed chwila, ze obliczanie nawet
pojedynczych liczb S(n,k) jest rachunkowo klopotliwe. Na szczescie liczby
Bella mozna wyznaczy¢ korzystajac z dosé prostej rekurencji.

Kazdy podzial zbioru {1,2,...,n,n+ 1} powstaje z pewnego podziatu zbioru
{1,2,...,n} przez dodanie elementu n + 1 do jednej z czesci podziatlu albo
utworzenie nowej czesci {n+ 1} (czyli dodanie tego elementu do zbioru puste-
go). Spdjrzmy na te czesé, ktéra zawiera dodany element.

Niech k bedzie liczba pozostatych elementéw tej czesci, mozliwe, ze k = 0. Te
k elementéw mozna wybraé na (Z) sposobow, a pozostale n — k elementéw
podzieli¢ na czesci na B,,_j sposobéw. Lacznie mamy zatem

L TN

k=0 k=0 k=n



30 Wyktad 3. Wzor wlaczen i wylaczen, czyli sztuka dodawania

Odwracajac porzadek sktadnikéw otrzymujemy zaleznoscé

Bni1 = Z <Z> By,

k=0

W szczegdlnosci

3 3 3 3
By = <0>Bo+ <1>B1+ <2>32+ <3>33=1+3-1+3'2+5=15-

Zadania

6. Wypisz wszystkie podzialy zbioru piecioelementowego na trzy niepuste czesci.

7. Znajdz jawne wzory dla: a) S(n,1); b) S(n,2); c) S(n,n—1); d) S(n,n).
ARV

8. Przy zalozeniu, ze kolejnos¢ czynnikéw jest nieistotna, liczbe 30 mozna roztozy¢ na czyn-
niki na 4 sposoby: 2-3-5,2-15, 3-10, 5-6. Na ile sposobéw mozna roztozy¢ 1111117

3.3 Nieporzadki i punkty stale permutacji

Roztargniona sekretarka i nieporzqdki - Srednia liczba punktéw stalych* - Za-
dania

Wyobrazmy sobie absolutnie roztargniona sekretarke, ktora wktada catkowicie
przypadkowo n listéw do n zaadresowanych kopert, po jednym liscie do kazde;j.
Kiedy prawdopodobienstwo, ze wszystkie listy wlozy Zle jest wieksze: przy 100
listach, czy przy 10007

Roztargniona sekretarka i nieporzadki

Obliczmy najpierw liczbe takich rozmieszczen listéw, przy ktérych choé jeden

list jest umieszczony witadciwie. Niech A; oznacza wszystkie rozmieszczenia,

w ktorych i-ty list trafit do i-tej koperty. Wowczas #A; = (n — 1)!. Podobnie
#(AZQAJ) = (n—2)', #(AzﬂAjﬂAk) = (n—3)', itd.

Zatem #(A; U A U ... U A,) jest réwne sumie

n-(n—1t= (Z)'("_2)!+<§>’("—3)!—---”—1)"“(2) -

_,_nt nl (—1)"*1in!



3.3. Nieporzadki i punkty stale permutacji 31

Rozmieszczen, przy ktorych wszystkie listy zostaly zle wlozone jest
n! nl n! n! n!  n! n!
() () = _1)n
n! (n ) n!>_2! L (I
Poniewaz wszystkich rozmieszczen listow jest n!, wiec prawdopodobienstwo,
ze sekretarka zle wlozy wszystkie wynosi
111 (—1)”_1 1 1 1 1 (=)™
L T TR TN TR A
Zatem dla duzych n prawdopodobienstwo to niemal w ogéle nie zalezy od n.
W szczegdlnosci, dla 1000 kopert i 100 kopert jest praktycznie taka sama.

~e lx0,37.

PrzenieSmy teraz powyzsze obliczenia na grunt formalny. Permutacja 32415
elementy 2 oraz 5 pozostawia na miejscu: 2 pozostaje na pozycji drugiej, 5 —
na pozycji piatej. Takie elementy nazywamy punktami stalymi permutacji.
Permutacje bez punktéw stalych nazywamy nieporzadkiem.

Liczbe nieporzadkéw na zbiorze 1, 2, ..., n oznaczamy symbolem d,, (od ang.
derangement - nieporzadek). Przyjmujemy umowe, ze dy = 1. W $wietle po-
wyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace:

TWIERDZENIE 3.4 Liczba nieporzgdkow na zbiorze n-elementowym jest rowna

1 1 1 L1
TEE N N )

Wielkos$é ta jest réwna w przyblizeniu n!/e.
Srednia liczba punktéw statych*
Spéjrzmy na punkty stale permutacji zbioru {1, 2, 3}:
123 132 213 231 312 321.

Pierwsza permutacja ma 3 punkty stale, druga, trzecia i szésta po jednym.
W sumie 6 punktow statych, wiec érednio na jedna permutacje wypada jeden
punkt staly. Pokazemy, ze tak jest réwniez dla permutacji zbioru {1,2,...,n}.

Obliczmy najpierw liczbe punktow statych we wszystkich n-elementowych per-
mutacjach tacznie. Zalézmy, ze punktami stalymi permutacji jest zadane k
sposrod n liczb i tylko te liczby. Oznacza to, Ze na pozostatych n — k miejscach
permutacja jest nieporzadkiem. Takich nieporzadkéw jest d,, . Poniewaz te
k liczb mozna wybraé na (Z) sposobow, wiec tacznie jest (Z)dn_k permutacji
majacych dokladnie k punktéw statych. Laczna liczba punktéw statych to

n n
;;)k<k> dyy .
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Pierwszy sktadnik, odpowiadajacy k = 0 mozna pomingé, ale przypomina on,
ze niektére permutacje (konkretnie nieporzadki) nic do tej sumy nie wnosza.

Dla dowodu, ze $rednia liczba punktéw stalych przypadajaca na jedng z n!
permutacji jest réwna 1, wystarczy zatem wykazaé, ze zachodzi tozsamos$é

- n
Zk( )dn_k =nl.
k=0 k

Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej. Dla n = 1 tozsamosé jest oczy-
wista. Przy przejsciu indukcyjnym skorzystamy z prostej do sprawdzenia row-

n+1 n
(%) /-c( P )Z(n+1><k—1>'

Zalbézmy, ze tozsamosé zachodzi dla n, pokazemy, ze zachodzi dla n+ 1. Mamy

ntl n+1 n+1

n+1 n+1 % n
§ k dn+1—k = § k dn+1—k = § (n + 1) dn+1—k =
k=0 k k=1 k 1

n k=1 -

n

=(n+1)> <Z> dp—k = (n+1nl = (n+ 1)L

k=0
Przedostatnia réwnoéé wynika z sumowania liczby permutacji majacych kolej-
no 0, 1, 2, 3, ... punktéw stalych.

W wyktadzie 7. pokazemy, jak znalez¢ Srednia liczbe punktéw statych permu-
tacji bez zadnych rachunkéw, za pomocg metod teorii prawdopodobiefistwa.

Zadania

9. Wyobrazmy sobie maszyne do tasowania kart, ktora tasuje karty w ten sposob, ze kazdy
uktad kart jest rownie prawdopodobny. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienstwo, ze
przy tasowaniu talii 52 kart ktora$ z kart znajdzie si¢ na swojej wczeéniejszej pozycji?

AR
10. Na ile sposobéw mozna ustawié¢ na szachownicy 8 jednakowych wiez tak, aby zadne dwie
sie nie bily, a ponadto zadna z nich nie znajdowala sie na przekatnej Al - B2 - ...- H8?

11. Wykaz, ze liczba nieporzadkéw na zbiorze n-elementowym jest réwna zaokragleniu n!/e
do najblizszej liczby catkowitej, tzn.

!
d,, = round E.

e

12.* Wykaz, ze dla nieporzadkéw zachodza réwnosci:

a) dn+1 = (n + 1)dn + (—1)n+1; b) dn+1 = n(dn + dn_l).



Wyktad 4
Rownowaznosci i porzadki

Te dwa rodzaje relacji dwuargumentowych odgrywaja w matematyce (zwlasz-
cza dyskretnej istotna role, cho¢ w naszych wyktadach rola porzadkéw bedzie
malo widoczna.

4.1 Relacje r6wnowaznosci, typy i rozbicia na klasy

Rownowaznosci, podzialy @ klasy abstrakcji - Zadanie o rozdawaniu kart - Za-
dania

Relacje rownowaznoéci sa narzedziem klasyfikacji. O ich istotnym znaczeniu
przekonamy si¢ w teorii grup i teorii pierécieni (grupy i pierécienie ilorazo-
we), a takze w teorii liczb. Wystepuja tez czesto w sposéb niejawny, o czym
przekonamy sie rozwigzujac zadanie o rozdawaniu kart.

Relacje ro6wnowaznosci, podzialy i klasy abstrakcji

Relacje = na zbiorze X nazywamy relacja réwnowaznosci, lub krécej réw-
nowaznoS$cia, jezeli spelnia trzy ponizsze warunki:

a=a ZWrotnosé;
(a=b, b=c) = (a=c) przechodnios¢;
a=b=b=a symetria.

Przyktadami sa rownosé liczb, przystawanie figur i ich podobienstwo. O ele-
mentach réwnowaznych mowimy, ze sa tego samego typu badz tej samej klasy.
Latwo pokazaé, ze kazda relacja réwnowaznosci wyznacza podzial zbioru na
roztagczne klasy zlozone z elementéw parami réwnowaznych. Nazywamy je kla-
sami abstrakcji. Oto dwa przyktady.

33
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Rozwazmy relacje
a =b<= b— a jest liczba podzielna parzysta.

Wyznacza ona podzial zbioru liczb catkowitych na dwie klasy abstrakeji: liczby
parzyste i liczby nieparzyste.

Przyjmijmy, ze dwa wielokaty sa rownowazne, gdy maja te sama liczbe bokdw.
Tak okreslona relacja wyznacza podzial wszystkich wielokatéw na nieskonczo-
ng liczbe klas abstrakcji: trojkaty, czworokaty, pieciokaty itd.

Odnotujmy jeszcze, ze kazdy podzial zbioru X na zbiory niepuste i roztaczne
wyznacza na nim relacje rownowaznosci: za réwnowazne przyjmiemy elementy
nalezace do tej samej klasy.

Tak wiec pomiedzy relacjami réwnowaznoéci a podziatami zbioru istnieje wza-
jemnie jednoznaczna odpowiednio$é: kazda réwnowaznosé wyznacza podzial,
a kazdy podzial — relacje réwnowaznosci.

Zadanie o rozdawaniu kart

Czesto z relacji réwnowaznosci korzystamy nieSwiadomie. Ilustruje to I me-
toda rozwiazania ponizszego przyktadu.

PrzYKEAD 4.1 Na ile sposobéw mozna rozdaé¢ 52 karty pomiedzy czterech
graczy, dajac kazdemu po 13 kart?

ROZWIAZANIE:

Metoda I. Mamy obliczy¢, na ile sposobéw mozna 52 karty podzielié po réw-
no pomiedzy czterech graczy. Zauwazmy, ze sam sposob rozdawania nie ma
wplywu na liczbe mozliwych rozdan. Wyobrazmy sobie, ze karty rozdajemy
w ten sposob, ze najpierw dajemy 13 kart sposréd wszystkich 52 pierwszemu
graczowi, nastepnie 13 sposréd pozostalych 39 kart drugiemu graczowi itd.

Takich rozdan jest

52 39 26 13y 52! 39! 26! 3! 52!

13 13 13 13/ 13139! 13!26! 13!13! 13!0!  13!13!113!113!"
Metoda II. Zastan6éwmy sie, ile jest permutacji odpowiadajacych konkretne-
mu rozdaniu. Jasne jest, ze permutacja, ktéra przestawia pierwsze 13 kart,

drugie 13 kart itd. zmienia tylko kolejnosé, w jakiej gracze otrzymaja karty,
ale z punktu widzenia graczy sa to permutacje rownowazne. Permutacji takich




4.1. Relacje réwnowaznosci, typy i rozbicia na klasy 35

jest 13!-13!-13!- 13!, zatem takiej wielkosci sg klasy abstrakeji tej relacji. Skoro
wszystkich permutacji 52 kart jest 52!, a kazde rozdanie moze by¢ otrzymane
na 13!+ 13! 13! 13! sposob6w, to réznych rozdan jest

52!
13113113113!"

Zadania
1. Czy jest relacjg réwnowaznosci na zbiorze Z relacja x ~ y okreslona warunkiem:
a) 3 dzielix —y; b) 3dzieliz +2y; c¢) 3 dzielix + y?

2. Caltke nieoznaczong funkcji f mozna zdefiniowaé jako klase abstrakcji tej funkcji wzgledem
pewnej relacji rownowaznosci. Jaka to relacja?

3. Przyjmijmy, ze dwa PIN-y sg réwnowazne (na pewno nie dla bankomatu!), gdy r6znig sie
tylko porzadkiem cyfr. Jakiej liczebnosci klasy wyznacza ta relacja?

4. Réznicg symetryczng zbior6w A, B nazywamy zbiér A+ B = (A\ B)U (B \ A). Dowodzi
sie, ze (A+B)+C=A+(B+C).

a) Wykaz, ze ze relacja ,A ~ B <= (A + B) ma parzysta liczbe elementéw” jest relacja
réwnowazno$ci na rodzinie skonczonych podzbioréw N.

b) Ile klas abstrakcji wyznacza ta relacja?

5. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 2n chtopcow w n dwuosobowych pokoi, jezeli dwa
rozmieszczenia uznajemy za réwnowazne, gdy:

a) kazdy dostaje to samo t6zko;

b) kazdy jest zakwaterowany w tym samym pokoju:

c¢) kazdy jest zakwaterowany z ta sama osoba?

6. Ile jest relacji rownowaznosci na zbiorze sze$cioelementowym?

W zadaniach 7 i 8 mozesz skorzystaé¢ z hipotezy continuum (p. I tom), cho¢ nie jest to
konieczne.

7.* Wykaz, ze relacja ,A ~ B <= (A + B) jest zbiorem skoniczonym” jest relacja réwno-
waznosci na rodzinie P(N) podzbioréw N. Ile klas abstrakcji na P(N) wyznacza ta relacja?

8.* Okreslmy na zbiorze liczb rzeczywistych R relacje
r~y<—=zxz—yecqQ.

a) Sprawdz, ze jest to relacja réwnowaznosci.

b) Wykaz, ze kazda z klas przecina dowolny niepusty przedzial otwarty.

¢) Ile klas abstrakcji wyznacza?

d) Wykaz, ze istnieje funkcja f : R — R taka, ze na dowolnym niepustym przedziale otwartym
przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste.
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4.2 Porzadki i twierdzenie Spernera

Porzqdki liniowe i porzqdki czeSciowe - Elementy skrajne - Lancuchy, anty-
taricuchy i twierdzenie Spernera - Zadania

Wiegkszoé¢ zbioréw rozwazanych w matematyce ma pewna strukture, porzad-
kujaca ich elementy. Na przyklad, gdy myslimy o zbiorze liczb naturalnych
przedstawia si¢ on nam w naturalnym porzadku 0, 1, 2, ..., a nie w postaci
chaotycznie rozrzuconych liczb. W matematyce dyskretnej rzadko stykamy sie
z porzadkami az tak oczywistymi.

Porzadki liniowe i porzadki czesciowe

Relacje < na zbiorze X nazywamy relacjg porzadku, lub krécej porzad-
kiem, jezeli spelnia trzy ponizsze warunki:

a<a ZWrotnosé;
(a<b, b<c)= (a<c) przechodnio$é;
(a<b, b<a)=a=10> slaba antysymetria.

Najwazniejszymi przyktadami porzadku sg relacja < na liczbach i relacja za-
wierania C na zbiorach. Gdy a < b, to méwimy, ze a jest poprzednikiem b
(albo b jest nastepnikiem a).

Te dwa porzadki réznia si¢ zasadniczo. Dla dowolnych dwu liczb mamy a < b
lub b < a. Porzadek spelniajacy taki warunek nazywamy porzadkiem li-
niowym. Porzadek nie spelniajacy tego warunku nazywamy porzadkiem
czeSciowym. Najwazniejszym przykltadem porzadku czesciowego jest relacja
zawierania C.

Na kursie analizy dominuje porzadek liniowy, na kursach matematyki dyskret-
nej w praktyce wystepuja tylko porzadki czeSciowe.

Porzadki czeéciowe graficznie przed- {1.2,3}
stawia sie za pomocyg diagramoéw

Hassego. Diagram obok przedstawia

rodzine wszystkich podzbioréw zbioru {1,2} {2,3}
{1,2,3} uporzadkowang przez relacje

zawierania. Pokazuje on tylko linie la-

czace dany element z jego bezposredni- {13 {3}
mi nastepnikami i poprzednikami. Po-

zostale zaleznosci wnioskujemy z prze-

chodnio$ci porzadku. 0



4.2. Porzadki i twierdzenie Spernera 37
Elementy skrajne

W porzadkach czesciowych trzeba odrézniaé element maksymalny od najwiek-
szego. Niech < bedzie czesciowym porzadkiem na X. Element bedacy na-
stepnikiem kazdego elementu nazywamy najwiekszym; element, ktéry nie
ma innych nastepnikéw niz on sam nazywamy maksymalnym. Analogicznie
okreslamy element najmniejszy oraz minimalny. Porzadek na rysunku ma
jeden element najwiekszy (zarazem maksymalny) a i trzy minimalne: b, d, e.
Najmniejszych nie ma.

Oczywidcie element najwiekszy jest maksymalnym, ale nie kazdy maksymalny
jest najwiekszym. Element najwiekszy jest co najwyzej jeden, maksymalnych
moze by¢ wiele. Podobnie jest z elementami najmniejszymi i minimalnymi.

Lancuchy, antylancuchy i twierdzenie Spernera

Jak juz wspomnieliSmy na wstepie, w naszych wyktadach pojecie porzadku
odgrywa role skromng. Tu chcemy pokazaé, ze nawet na bardzo elementarnym
poziomie pojawiaja sie w tej tematyce nietrywialne twierdzenia.

Niepusty podzbiér porzadku czesciowego ztozony z elementéw parami porow-
nywalnych nazywamy lancuchem, ztozony z elementéw parami niepordwny-
walnych — antytancuchem. Na powyzszym diagramie tancuchami sg zbiory
{a,b}, {a,c,d} i {a,c,e} i kazdy ich niepusty podzbiér. Antylancuchami sa
zbiory {b,c}, {b,d}, {b,e} oraz {b,d,e}. Zbiory jednoelementowe sa zarazem
tancuchami i antytancuchami, ale zazwyczaj je pomijamy.

TWIERDZENIE 4.1 (Spernera, 1928)
Antylancuch w rodzinie podzbioréw zbioru n-elementowego ma co najwyzej

(4)

elementow.
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Dow6D: Wykazemy, ze rodzine P({1,2,...,n}) wszystkich podzbioréw zbioru
{1,2,...,n} mozna rozbi¢ na ( Lg J) tancuchéw. Poniewaz kazdy antylanicuch
moze mie¢ z tancuchem co najwyzej jeden element wspdlny, wynika stad za-
dana nieréwnos¢.

Kazdy tancuch maksymalny ma postac
0c {al} C {al, (12} C {al, (Ig,ag} cC...C {al, as,as, ... ,an}.

Takich tancuchéw jest n!.

Wezmy k = [n/2] i rozwazmy wszystkie lancuchy zawierajace ustalony zbiér
k-elementowy. Kazdy taki tancuch powstaje przez kolejne odrzucanie k ele-
mentéw i kolejne dodawanie n — k-elementéw. Jest ich zatem k!(n — k)!. Po-
zostaje zauwazy¢, ze kazdy element P({1,2,...,n}) jest elementem ktorego$
z tych kl(n — k)! tancuchow.

Zadania

9. Wskaz elementy najmniejsze, najwieksze, minimalne i maksymalne w rodzinie niepustych
podzbioréw {1,2,...,n} uporzadkowanej przez relacje zawierania.

10. Uzasadnij, ze element najwigkszy (najmniejszy) jest co najwyzej jeden i jest elementem
maksymalnym (odpowiednio: minimalnym). Pokaz tez, ze jesli w zbiorze skonczonym jest
tylko jeden element maksymalny (minimalny), to jest on elementem najwiekszym (odpo-
wiednio: najmniejszym).

11. Na zbiorze {2,3,4,...,40} okreslamy porzadek czeSciowy x < y, jezeli x dzieli y. Ile
elementéw minimalnych, a ile maksymalnych ma ta relacja?

AR

12. Na zbiorze ciagéw zerojedynkowych dlugosci n okreslmy naturalny porzadek po wspoét-
rzednych. Jak dtugie tancuchy i antytancuchy wystepuja w tym porzadku.

13.* Wykaz, ze rodzina P(N) podzbioréw N uporzadkowana przez relacje zawierania zawiera:
a) laicuch mocy continuum; b) antytaficuch mocy continuum.



