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Dla wielu studentow jest pewnym rozczarowaniem, Ze nigdy
nie majg kursu matematyki. Majq kursy rachunku [réznicz-
kowego i calkowego], algebry, topologii itd., ale podzial pracy
przy nauczaniu zdaje sie uniemozliwiac polgczenie tych roz-
nych przedmiotow w jedng calosé.

John Stillwell, Mathematics and Its History,
Springer Verlag 1989

Panuje bledne przekonanie, iz jedynie prowadzenie badar
naukowych jest rzeczg godng wuznania, a przedstawianie
1 upowszechnianie wynikow to rzecz podrzedna i uboczna.
A przeciez wymaga to takich samych uzdolnieri i glebokie-
go rozumienia [przedmiotu.

Emil Timerding 1910,
cyt. wg V. Remmert, U. Schneider, Fine Disziplin
und thre Verleger, transcript Verlag 2010
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Wstep

Odkrywanie zwigzkéw pomiedzy roznorodnymi obiektamsi
matematycznymi mozna poréownac do odkrycia zwigzku po-
miedzy elektrycznosciq a magnetyzmem w fizyce, czy tei —
w geologii — odkryciem podobieristwa pomiedzy wschodniq
linig brzegowqg Ameryki Poludniowej a zachodniq Afryki.
Emocjonalne znaczenie takich odkryé w nauczaniu trudno
przecenic. To one uczg nas szukac i odkrywaé cudowng har-
monie Wszechswiata.

Wiadimir I. Arnold (1937-2010),
O nauczaniu matematyki, wyktad wygloszony
w Palais de Découverte w Paryzu w 1997 r.

Mimo rosngcej specjalizacji fizycy, biolodzy, historycy, a ostatnio tez informa-
tycy podejmuja trud uchwycenia swej dyscypliny jako pewnej catosci i kresla
$miale syntezy. Wydaje sie, ze matematycy te ambicje dawno juz porzucili.

Niniejsze dwa tomy sa proba calo$ciowego spojrzenia na matematyke w
zakresie odpowiadajacym z grubsza studiom licencjackim. Chociaz okoto 70%
tekstu pochodzi z trzech poczatkowych toméw cyklu Markowe Wyklady z Ma-
tematyki jest to zasadniczo nowa ksigzka: ma inny cel, inny ukltad i nieco
innego adresata.

Spojrzenie na cato$é¢ tym sie rézni od szczegdltowego studiowania poszczegdl-
nych dyscyplin, czym ogladanie mapy $wiata rézni sie od studiowania map
poszczegblnych krajéw czy regionéw: nie widzimy szczegdtéw, ale lepiej do-
strzegamy zwiazki. W typowym kursie analizy nie ma czasu na pokazanie
jej zastosowan w teorii liczb, na kursie teorii graféw rzadko wspomina sie
o parkietazach. Wyktad liczb zespolonych niezmiernie rzadko jest wiazany z
konstrukcjami geometrycznymi czy geometrig hiperboliczng.

XV



xvi Wstep

Uzyskanie w miare spojnej perspektywy byto mozliwe gtéwnie dzieki temu, ze
odszedtem znaczaco od standardowego porzadku. Tradycyjny uktad materiatu
ma zapewne swoje uzasadnienie dydaktyczne, ale zbyt czesto wykladowca musi
mowié o rzeczach, ktérych znaczenie bedzie widoczne w dalekiej przysztosci.
Piszac te ksiazke trzymalem sie bezwzglednie zasady, ze problemy musza
pojawia¢ sie naturalnie.

Idealny czytelnik

Kolejne tomy cyklu MWM w przyblizeniu odpowiadaly pojedynczym dyscy-
plinom matematycznym, wiec byty prawie dopasowane do standardowych kur-
sow. Synteza matematyki narzuca nietypowy uklad materiatu i nie odpowiada
zadnemu realnemu kursowi. W konsekwencji wymaga od Czytelnika wiekszej
samodzielnosci. Wymarzonym Czytelnikiem ksiazki jest osoba powaznie zain-
teresowana matematyka, chcaca zrozumie¢ jej motywacje i powigzania.

Mam nadzieje, ze dla wielu studentéw matematyki i fizyki wyktady te stang sie
naturalna lektura uzupetniajaca poczawszy od I roku studiéw przynajmniej
do ich konca, a moze jeszcze dituzej. Moga by¢ tez lektura podstawowa, ale
student I roku moze uznaé, ze czasem tempo wyktadu jest za szybkie.

Matematyka dawna czy nowa?

Obowiazujacy kanon wyksztalcenia matematycznego ogranicza sie niemal wy-
tacznie do matematyki sprzed ponad 100 lat. Z nowsza matematyka student tej
dyscypliny styka sie jedynie na wyktadach specjalistycznych badz nielicznych
wykladach inspirowanych nowszymi zastosowaniami (np. teoria graféw czy
matematyka finansowa). Tak wiec w gruncie rzeczy nasza ksiazka poswiecona
jest prawie w calosci matematyce dawnej. Ale dawno$é dawnosci nieréwna.

Gdzies pomiedzy rokiem 1830 a 1880 matematyka zmienia swéj charakter,
przechodzi na wyzszy poziom abstrakcji. W tym czasie pojawiaja sie no-
we przestrzenie (geometria hiperboliczna, geometrie wielowymiarowe), nowe
struktury algebraiczne (grupy, pierécienie i ciala), a niedlugo pdzniej — wraz
z powstaniem teorii mnogosci i uznaniem aksjomatu wyboru — rosnie rola
twierdzen egzystencjalnych.

Funkcje i przestrzenie

Tematem I tomu sg funkcje i przestrzenie. Juz na ich przyktadzie widaé wy-
razng réznice pomiedzy raczej konkretng matematyka dawna a abstrakcyjng
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matematyka nowa. Poki méwimy o funkcjach, a wiec o matematyce sprzed ro-
ku 1830 mozemy sie skupi¢ na pojedynczych obiektach takich, jak eksponenta,
sinus, cosinus czy logarytm naturalny. Gdy przechodzimy do przestrzeni —
czyli do matematyki II pol. XIX w. i XX w. — operujemy wytacznie pojecia-
mi ogélnymi. W algebrze liniowej sa to przede wszystkim przestrzenie i prze-
ksztalcenia liniowe, w topologii — rozmaite klasy przestrzeni topologicznych
i przeksztalcenia ciagle.

Jak widaé¢ z powyzszych uwag, pierwszy tom mozna traktowaé jako taczony
kurs rachunku rézniczkowego i calkowego jednej zmiennej, algebry liniowej
i elementéw topologii. Z wyraznym naciskiem na motywacje, na ogdlne powia-
zania itd., kosztem sprawno$ci rachunkowych.

Zarysowany tu podzial na analize, algebre liniows i topologie nie jest Scisty.
Na przyktad liczby zespolone — temat zasadniczo algebraiczny — pojawia
sie w analizie, co pozwoli odkry¢ fascynujacy zwiazek pomiedzy eksponenta
a funkcjami trygonometrycznymi. Aproksymacje — jeden z wiodacych tema-
téw przewodnich analizy powraca w algebrze. Przestrzenie metryczne (czesé
topologii) pojawiaja sie juz w algebrze. Takie sploty sa nieuniknione, gdyz
matematyka jest catoscia. W istocie caltoscia wélizgujaca sie w fizyke, biologie,
nauki spoteczne itd., ale tych aspektéw nie mogltem juz pokazad.

Inny charakter ma drugi tom. Sklada si¢ on z serii prawie niezaleznych mi-
nikurséw kombinatoryki, teorii prawdopodobienstwa, teorii grup, teorii liczb,
teorii graféw z elementami geometrii kombinatorycznej, geometrii nieeuklide-
sowej 1 teorii obliczen. Czytajac krotki, starannie umotywowany kurs o obje-
tosci 40-80 stron Czytelnik ma szanse zorientowaé sie w charakterze wybranej
dyscypliny.

Przy tak rozleglej tematyce, a mocno ograniczonej objetosci musiatem i$¢ na
powazne kompromisy nie tylko w doborze materiatu, ale tez w poziomie Sci-
stoéci. Czesto ograniczam sie do szkicu dowodu, pomijam tez sporo dowoddw
rutynowych nie wnoszacych nowych idei.

Zadania

Zadania podstawowe — w wiekszosci niezbedne dla bezpiecznego posuwania
sie w gltab materialu — oddziela od zadan uzupelniajacych potrdéjny sym-
bol karo. Te poczatkowe zadania ilustruja wprowadzane pojecia, techniki czy
twierdzenia. Wigkszo$¢ jest stosunkowo prosta.

Dalsze zadania ilustrujg zwiazki wyktadu z resztg materiatu badz poglebiaja
rozumienie pojeé. Zadania oznaczone gwiazdka sa trudniejsze (i ciekawsze).



Wigkszoéci zadan towarzysza odpowiedzi, wskazowki czy nawet pelne roz-
wigzania. Wyjatkiem sa proste zadania rachunkowe; poprawnos¢ rozwigzania
Czytelnik moze sprawdzi¢ za pomoca programu Wolfram Alpha® lub inne-
go pokrewnego. Nie ma tez odpowiedzi do zadan najtrudniejszych, z dwiema
gwiazdkami. Przypominaja one, ze w prawdziwej matematyce nie zawsze ma-
my gotowa odpowiedZ w zasiegu reki.

AR

Ksiazka powstala na bazie Markowych Wykladow z Matematyki. Prace nad
nimi zaczatem w roku 2008, tak wiec niniejsza ksiazka jest ukoronowaniem 12
lat pracy. Przy tej okazji dziekuje raz jeszcze wszystkim, ktorzy pomagali mi
w pracy nad tym cyklem, a takze Czytelnikom, ktérzy zauwazyli bledy czy
potkniecia redakcyjne w moich ksiazkach i przekazali je Wydawcy lub mnie
osobiscie. Ksiazka zawdziecza tez wiele — czesto anonimowym — Internau-
tom aktywnie dziatajacych na forum Mathematics Stack Exchange. Dzieki nim
odkrylem wiele interesujacych zadan i pomystowych rozwiazan.

Jak pisatem we wstepie do Analizy wiele zawdzigczam dwém wspanialym
ksigzkom: Approximately calculus Shahriaria Shahriariego i Excursions in cal-
culus Roberta M. Younga. Te dwie ksigzki w znacznym stopniu ksztaltowaly
moj wlasny styl.

Przede wszystkim jednak chciatbym podzigkowaé¢ moim Kolegom-Wydawcom:
Marianowi Gewertowi i Zbigniewowi Skoczylasowi. Pierwszy z nich zajmo-
wal sie gltéwnie redakcja techniczna ksigzki, w szczegdlnosci wykonat rysunki.
Drugi zajmowal sie przede wszystkim redakcja merytoryczna i jezykowa, bar-
dzo wnikliwie przestudiowal niemal konicowa wersje ksigzki, wychwytujac nie-
zamierzone niedcistosci, niekonsekwencje czy potkniecia jezykowe. Dzieki Ich
wysitkowi ksigzka na pewno lepiej wyglada i przyjemniej ja si¢ czyta.

Doswiadczenie i teoria prawdopodobienstwa podpowiadaja, ze wiele innych
btedéw — mam nadzieje, ze niegroznych — pozostato. Oczywiscie odpowiada
za nie wylacznie autor.

7 listopada 2020 Marek Zakrzewski



Liczby



Bag stworzyt liczby catkowite, wszystkie inne sq¢ dzietem czlo-
wieka.

Leopold Kronecker, wg Heinricha Webera
cyt. wg The MacTutor History of Mathematics
archive, http: www-history.mcs.st-andrews.ac.uk

Jeszcze do niedawna matematyke definiowano jako nauke o liczbach i figurach.
Zadne z tych dwu pojeé nie jest écisle. Zaréwno rozumienie pojecia liczby, jak
i figury zmienialo sie na przestrzeni wiekéw, ale mozna przyjacé, ze wspolcze-
sne rozumienie liczb uksztaltowato sie w II polowie XIX w. wraz z uscisleniem
pojecia liczby rzeczywistej (Dedekind), formalizacja liczb zespolonych (Ha-
milton) i odkryciem liczb kardynalnych (Cantor). Nalezy pewnie wspomnieé
jeszcze o kwaternionach (Hamilton) i liczbach p-adycznych (Hensel).

Na poziomie elementarnym sa dwa podstawowe rodzaje liczb: liczby natu-
ralne okreslaja liczebnos$é zbioru, liczby rzeczywiste wyrazaja miare (np.
dlugosé). Liczby kardynalne sg rozszerzeniem liczb naturalnych na zbiory
nieskoniczone.

Na poziomie nieco bardziej zaawansowanym liczbami najbardziej naturalnymi
okazujg sie liczby zespolone. Pojawig sie one dopiero w wyktadzie 25.

Najwazniejsza wlasnoscia liczb naturalnych jest zasada indukcji matema-
tycznej. Charakterystyczna wtasnoscig liczb rzeczywistych jest zasada Ar-
chimedesa czy tez rownowazny jej lemat Cantora. W kolejnych wyktadach
nie przedstawimy co prawda formalnej definicji ani liczb naturalnych, ani liczb
rzeczywistych, ale pokazemy role obu tych fundamentalnych zasad.



Wyktad 1

Liczby naturalne i zasada
indukcji matematycznej

Twierdzenie matematyczne to konicowy produkt zlozonego procesu. Najpierw
trzeba jakas prawidtowos¢ czy zalezno$¢ odkryé, potem doprecyzowaé, wresz-
cie udowodnié. W teorii liczb naturalnych najwazniejsza, specyficzng technika
dowodzenia jest zasada indukcji matematycznej.

1.1 Odkrywanie wzoréw i zasada indukcji

Odkrywanie wzorow - Zasada indukcji matematycznej - Sumowanie kwadratow
- Sumy innych poteg - Srednie - Sumowanie kwadratéw i objetosé kuli - Zadania

Gdy siedmioletni Gauss mial obliczy¢ sume liczb naturalnych od 1 do 100,
szybko odkryl, jak uniknaé¢ rachunkéw. Powtorzmy jego rozumowanie. Wy-
obrazmy sobie te liczby wypisane raz w porzadku rosnacym, a raz w porzadku
malejacym:

1 2 3 ... 98 99 100
100 99 98 ... 3 2 1

Suma liczb w kazdej z kolumn jest réwna 101. Kolumn jest 100, a wiec dwu-
krotno$¢ szukanej sumy to 100 - 101. Zatem suma to (100 - 101)/2 = 5050.
W podobny sposéb mozna pokazaé, ze

n(n—i—l).

14+24+3+...+n= 5

Pomyst ten znany byl juz w VIII w. uczonym z otoczenia Karola Wielkiego.
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Odkrywanie wzoréw

Zalézmy, ze nie mamy zadnego pomystu, jak wyglada wzér na sume poczatko-
wych liczb naturalnych S, = 1+2+3+...4+n. péjrzmy na kilka konkretnych
przypadkow.

Mamy kolejno 1, 3=1+42, 6=1+243 i dalej, jak nizej:

1 23 4 5 6 ... n
bbbl !
1 3 6 10 15 21 ... ?

Prawdopodobnie nie uda nam si¢ odgadnaé¢ tu zadnego ogélnego wzoru. W ta-
kiej sytuacji mozemy nasz problem zmodyfikowaé¢. Zbadajmy podwojenie szu-
kanej sumy:

1 2 3 4 5 6 ... n
bbbl |
2 6 12 20 30 42 ... ?

Teraz mamy juz spore szanse na odkrycie wzoru:
2=1-2, 6=2-3, 12=3-4, 20=4-5, 30=5-6, 42=6-7, ...

Mozemy przypuszczaé, ze podwojona suma S, jest réwna n(n + 1), a wiec
Sp = [n(n + 1)]/2. Niestety, takie eksperymentalne podejscie nie daje zadnej
pewnosci, ze hipoteza jest prawdziwa.

Wraz z rozwojem metod informatycznych coraz wiecej waznych odkry¢ uzyski-
wanych jest eksperymentalnie za pomoca komputera. Ale dowéd znajdujemy
niemal zawsze metodami tradycyjnymi.

A oto kilka dalszych podobnych pytan:

1 = 1
1+3 =
14345 = 9
1+3+...+2n—-1) = ?
1?2 = 1
1P+23 =

13423438 = 36

B+24334+... 403 = 2



1.1. Odkrywanie wzoréw i zasada indukcji )

1-11 = 1

1-1142-21 = 5
1-1'+2-214+3-31 = 23
1-1'4+2-214+3-31+4-4 = 119
1-1'+2-214+3-3!'+...4n-n! = 7

Zasada indukcji matematycznej

Rozwazmy jakakolwiek tozsamo$é T'(n) dotyczaca liczb naturalnych 0, 1, 2,
3, ... Aby przekonaé sie o jej prawdziwodci, mozemy zaczaé od sprawdzenia,
czy zachodzi ona dla poczatkowych liczb naturalnych:

T(0), T(1), T(2), T@M), T(4),

W naukach przyrodniczych rozumowanie oparte na analizie czeéci przypad-
kéw nazywa sie indukcjg. Czasem dla podkreslenia faktu, ze nie obejmuje
ona wszystkich przypadkéow nazywamy ja indukcjg niezupeing. Sprawdzanie
przypadkéw moze wzmacnia¢ nasza wiare w prawdziwo$é¢ twierdzenia, ale nie
zastapi dowodu.

Wyobrazmy sobie, ze o tozsamosci T'(n) umiemy pokazaé co§ wiecej. Potra-
fimy wykazaé, ze prawdziwa jest tozsamos$é T'(0), a takze wszystkie ponizsze
wynikania:

T0) = T(1)
T1) = T(2)
T2 = 1T(3)
T3) = T4)

Skoro zachodzi T'(0) oraz wynikanie 7'(0) = T'(1), to zachodzi tez T'(1). Na
mocy kolejnego wiersza zachodzi wowczas takze T'(2) itd. W takim przypadku
wykazalibySmy oczywiscie prawdziwosé T'(n) dla wszystkich liczb naturalnych,
ale dowdd taki trwaltby nieskonczenie dtugo.

Na szczescie w wielu przypadkach wszystkie dalsze wynikania mozna uzasad-
nié, postepujac wedlug tego samego schematu. A wéwczas, zamiast nieskon-
czenie wielu wynikan, wystarczy sprawdzié¢, ze T(0) oraz ze dla kazdej liczby
naturalnej k zachodzi wynikanie T'(k) = T'(k+1). Rozumowanie takie stano-
wi juz kompletny dowdd, a dotyczy¢ moze nie tylko tozsamosci, ale tez innych
wlasnosci liczb naturalnych. Punktem wyjsciowym nie musi by¢ liczba 0.
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TWIERDZENIE 1.1 (zasada indukcji matematycznej)

Niech T'(n) bedzie pewng wlasnosciq liczb naturalnych. Zalézmy, Ze:
1. dla pewnej liczby naturalnej ng zachodzi T(ny);

2. dla kazdej liczby naturalnej k > ng zachodzi wynikanie

Tk) = T(k+1).
Wowczas wlasnosé T'(n) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n > ng.

Zasada indukcji matematycznej nazywana byla niegdys$ zasada indukcji zupel-
nej, gdyz w istocie sprawdza wszystkie przypadki.

PRzZYKEAD 1.1 Za pomoca metody indukcji matematycznej wykaz tozsamosé

n(n—l—l)'

142+...+n= 5

RozwiAzZANIE: Dowdd sklada sie z dwu krokow.
1. Krok poczatkowy: Dla n = 1 tozsamosé¢ zachodzi, gdyz

1-2
1=—=,
2

2. Zalézmy, ze tozsamos$é zachodzi dla dowolnej ustalonej liczby natural-
nej k, tzn.
k(k+1
1424 +k= %
Wykazemy, ze zachodzi tez dla k + 1, tzn.

1+2+...+k+(k+1):w.

Rzeczywiscie,

1+24 . +k+(k+1) =[1+2+... +k + (k+1) 22
E(k+1)

= T—F(k‘—l—l):
_kG+1)  20k+1) (Rt 1)(k+2)
2 2 N 2 '

Réwnoéé oznaczona znakiem ind pokazuje przejécie, w ktorym skorzystalidémy
z zalozenia indukcyjnego.

7 zasady indukcji matematycznej wynika, ze tozsamos¢ prawdziwa jest dla
wszystkich dodatnich liczb naturalnych.
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Dowody indukcyjne moga wygladaé rozmaicie, ale ich zasadniczy schemat jest
niemal zawsze taki sam. Zwrdéémy jeszcze uwage na wyrdznione stowa dowolnej
ustalonej. Kto zastapi te stowa stowami dla wszystkich zdradza, ze nie rozumie
metody. Zastanéw sie, dlaczego.

Zauwazmy jeszcze, ze indukcja matematyczna jest metoda dowodzenia. Jednak
w zadnym stopniu nie podpowiada, jak odkry¢ dowodzone twierdzenie.

Sumowanie kwadratow

Sprébujmy teraz wyprowadzi¢ wzér na sume kwadratéw liczb naturalnych od
1 do n:

1P4+22432+...+n2=...

Naturalnym podejsciem jest analiza konkretnych przypadkéw. Spojrzmy na
poczatkowe sumy:

12422=5 12422432 =14, 124+22432442=230,...

Chyba trudno odgadnaé tu jakas prawidlowosé.

Poniewaz znamy juz wzér na sume poczatkowych liczb naturalnych, wiec spro-
bujmy poréwnaé sume kwadratéw 12 +22+ ... +n? z sumg 1+ 2+ .. +n. Oto
odpowiednie ilorazy:

12422 5 124+2243° 7 12422432 +47 9

142 3 1+2+3 3 1+2+3+4 377

Ostatni iloraz jest oczywiscie réwny 3, ale zapis w postaci utamka pozwala
latwiej dostrzec ogdlng prawidtowosc:

12+22+... 40> 2n+1
1+2+...4n 3

A stad

2 1 1)(2 1
124224, +n2=(1+2+...+n)- n;— :n(n—l— )6(n+ )

Osobng sprawa jest dowdd tego wzoru. Standardowy dowdd otrzymujemy za
pomoca indukcji matematycznej. Inny podpowiadamy w zadaniu 14.
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Sumy innych poteg

Wzér na sume szedcianéw odgadnaé jest bardzo tatwo:

1P4+22=9=32 13423433 =36=062, 13+23+334+4%=100=10% ...

Gdy zauwazymy, ze 3=14+2,6=1+2+3, 10 =1+ 2+ 3+ 4, to bez trudu
sformutujemy hipoteze

n?(n+1)2
YR

Réwnoéé te tatwo udowodnié za pomoca indukcji matematycznej. Ogélny pro-
blem znalezienia wzoru na sume

B+ 4+ . +n3=014+2+...+n)?=

F 4ok y 3k 4k

dla naturalnych wykladnikéw k rozwiazal Jacob Bernoulli. Wzér ten (bez
dowodu) przytaczamy w zadaniu 26.10.

Spéjrzmy jeszcze na przypadek wykladnikéw catkowitych ujemnych. Problem

ma tu zupelnie inny charakter. Dla wykladnika k = —1 otrzymujemy
1+ L + ! +...+ !
sttt

Sume te nazywamy n-tg liczba harmoniczng (badz suma harmoniczng)
i oznaczamy symbolem H,. Dokladnego wzoru dla liczby H,, nie znamy. Ale
szacowaniem sum takich jak powyzsza, czy analogiczna dla odwrotnosci kwa-
dratéw, zajmiemy si¢ w dalszych czesciach ksiazki.

Srednie

Powszechnie znana jest Srednia arytmetyczna liczb x1, z9,. .., z, okreslana

wzorem
Ttz +...txy

n

A=

Dla liczb dodatnich okreslamy $rednig geometryczna

G= ¥Yrixzo... 2y,

a takze Srednig harmoniczng
n

H_—
1 1

1
In

Wszystkie te érednie znane byly juz starozytnym Grekom.
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TWIERDZENIE 1.2 (nieréwnosé¢ o $rednich)
Pomiedzy sredniq arytmetyczng A dowolnych liczb dodatnich, ich Srednig geo-
metryczng G oraz ich $rednig harmoniczng H zachodzi podwdina nierownosé

A>G> H.
Obie nierownosci stajg sie rownosciami tylko, gdy wszystkie liczby sq réowne.

Wskazéwke, jak udowodnié¢ te nietrywialng nieréwnosé dajemy w zadaniu
11.Mniej elementarne dowody podpowiadamy w zad. 11.5 oraz 13.11.

Spéjrzmy na te Srednie dla liczb 1,2,...,n:
g lt2tetn  MHH n4l
N n on 27
G:n12 :nn'a
n
H = .
1 1
I+s5+...+4

W mianowniku s$redniej harmonicznej pojawia si¢ wspomniana juz wczesniej
n-ta liczba harmoniczna. Gdy poznamy oszacowanie H,, otrzymamy tez po-
Srednio oszacowanie powyzszej Sredniej harmonicznej. W zad. 20.2 dajemy tez
oszacowanie Sredniej geometrycznej tych liczb.

Sumowanie kwadratéw i objetos¢ kuli

Pokazemy teraz, jak wykorzysta¢ wzér na sume kwadratéw do wyprowadze-
nia wzoru na objetos¢ kuli. Zacznijmy od wyprowadzenia wzoru na objetosé
poétkuli o promieniu 1.

Podzielmy pétkule na n plastrow o jednakowej wysokosci. Objetosé¢ kazde-
go z plastréw mozna oszacowaé poréwnujac ja z objetoécia walca wpisanego
w plaster i objetoscig walca na nim opisanego.
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Kazdy z walcéw ma wysoko$¢ 1/n. Promienie walca wpisanego w i-ty plaster
oraz walca na nim opisanego to odpowiednio

Ze wzoru na objetosé walca wynika zatem, ze objetos¢ i-tego plastra opisanego

jest rowna
i—1\% 1
Vi=m|1l— -
SN

Stad otrzymujemy gérne oszacowanie na objetosé pétkuli V:

<o (- @1 -G -

:ﬂl1_02+12+...+(n—1)2 1] :ﬂ{l_(n—l)n(Qn—l)l

+ + .+

n2 n 6n3

Podobnie mozemy otrzymaé oszacowanie dolne na V', poréwnujac objetosci
plastréow z objeto$ciami walcéw wpisanych.

Po prostych przeksztatceniach otrzymamy podwojna nieréwnosé

s 1 1 T 1 1

Pozostaje zauwazyé, ze gdy podzial na plastry jest odpowiednio drobny (tzn. n
dostatecznie duze) utamki 1/n oraz 1/2n przyjmuja wartosci dowolnie bliskie
zeru. Zatem obydwa wyrazenia ograniczajace V zblizaja si¢ dowolnie blisko
do 27 /3. Taka jest zatem objetos¢ rozwazanej pétkuli. Stad objetosé kuli jed-
nostkowej to 47 /3.

Kazde dwie kule sa podobne. Skalg podobienistwa kuli o promieniu R do kuli
jednostkowej jest stosunek ich promieni, czyli R. Stosunek ich objetoéci to R3,
skad znany wzér na objetoéé kuli V = 47 R3/3.

Zadania

1. Korzystajac z zasady indukcji matematycznej wykaz tozsamosci:
n(n+1)(n+2)
3 ’
+ ! + ! +...+ S
1+v2  V2+v3 V14 m

a)l-24+2-3+...+n(n+1)=

b) 1 N
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2. Odgadnij wzér na sume i wykaz jego prawdziwosé

RIS S
1-2 23 777 nn+1)
3. Wykaz, ze dla n > 5 zachodzi nieréwnogé¢ 2" > n2.

4. Sprawdz, ze srednia geometryczna dwu liczb dodatnich jest srednia geometryczna ich
$redniej arytmetycznej i harmonicznej. Czy jest tak dla trzech i wiecej liczb?

5. Pitagorejczykom zawdzigczamy spostrzezenie, ze w szescianie liczba wierzchotkéw jest
$rednig liczby $cian i liczby krawedzi. O jakiej $redniej tu mowa?

6. Sprawdz, ze w ciagu 1,1/2,1/3,1/4, ... kazdy wyraz jest $rednia harmoniczna dwu sasied-
nich.

7. Sprawdz, ze zachodzi tozsamosé

kk+1)\>  [k(k—1) 2_k3
2 B 2 B

Wyprowadz stad wzér na sume szesciandéw liczb naturalnych od 1 do n.

8. Wykaz nieréwno$é o érednich dla n = 2.

OO

9. Sprawdz, ze zachodzi tozsamo$é

(a+b+¢)

a® + % + ¢ — 3abc = 5

-[(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2].

Wywnioskuj stad, ze (a® + b® + ¢*)/3 > abe, a nastepnie wyprowadz nieréwnosé o srednich
dlan = 3.

10. Wykaz na dwa sposoby, ze dla dodatnich z1, x2, ..., £, zachodzi nieréwnosé
1 1 1
(1 4+ 224 ... +20) (—+—+..,+—) >n2:
X1 X2 Tn

a) korzystajac z nieréwnosci o $rednich;
b) nie korzystajac z niej.

11.* Wykaz, ze $rednia arytmetyczna n dodatnich liczb jest wigksza badz réwna ich $redniej
geometrycznej. Wywnioskuj stad, ze srednia geometryczna n liczb dodatnich jest wieksza
badz réwna ich sredniej harmonicznej.

Wsk.: Niech T'(n) oznacza nieréwno$é pomiedzy srednig arytmetyczna a geometryczna dla
n liczb. Z zadania 12 wiemy, ze zachodzi T'(2). Wykaz, ze

T(n) = T(2n) oraz T(n) = T(n—1).

Wyjasnij, dlaczego wynika stad prawdziwos¢ nieréwnosci o $rednich dla dowolnego natural-
nego n.
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1.2 Dwumian Newtona i Y-notacja
Wzor dwumianowy Newtona - X-notacja - O jeden krok za daleko? - Zadania

Przypomnimy tu wzér dwumianowy Newtona i pokazemy jego interesujace
uogolnienie na wyktadniki niecatkowite.

Wzér dwumianowy Newtona

Wzér dwumianowy Newtona jest uogélnieniem znanych wzordéw na kwadrat
i szescian sumy. Dla dowolnego wykltadnika naturalnego n zachodzi réwnosé

(a+b)" =a" + G)a”—lbl +...F <Z>a”—’“b’“ +...F (nﬁ 1>a1b”_1 + b

Wspdlezynniki dwumianowe maja naturalny sens na gruncie kombinatoryki
(p. drugi tom tego kursu). Tam tez latwiej podaé¢ naturalny dowéd wzoru
Newtona. Tu wspoélczynniki dwumianowe wprowadzimy formalnie, a dowdd
wzoru dwumianowego Newtona pozostawimy jako zadanie (p. zad. 12.).

Dla liczb naturalnych 0 < k < n wspoétczynniki dwumianowe definiujemy

wzorem

n\ n!

k] kl(n—k)
gdzie k! =1-2-3-... k. Przyjmujemy ponadto umowe, ze 0! = 1.
Y-notacja

Powyzszy zapis wzoru Newtona ma charakter nieformalny. Swiadectwem nie-
formalnosci sa kropki ... Ten nieformalny zapis mozna zastgpié¢ zapisem bar-
dziej formalnym i krotszym, stosujac tzw. X-notacje. Stuzy ona do zapisywania
sum. Na przyktad

n n
i=1 k=3

Dolny indeks wskazuje, od ktérego wyrazu zaczynamy sumowaé, gérny — na
ktorym koniczymy. Po znaku ¥ dajemy ogdélna postaé¢ sktadnikéw.

W Y-notacji wzoér dwumianowy przyjmuje postac:

(a+b)" = i <Z> a™Fbk.

k=0
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Podstawmy w tym wzorze a = 1 oraz b = x. Otrzymamy wowczas

I+x)"=1+ <1>m+ <2>m2+... (n— 1>m"_1 + <n>m"

W szczegblnosci dla x = 1 otrzymujemy

J0 T 0 T A IR ) [ B
0 1 2] 7 \n-—1 n) T
Tak wiec suma wspotczynnikow we wzorze Newtona jest réwna 2.

O jeden krok za daleko?

Wzér dwumianowy dla naturalnych wyktadnikéw n znany byt na dtugo przed
Newtonem. Newton chyba jako pierwszy zastosowal ten wzor dla wyktadnikéw
innych niz naturalne. Rozwazmy szczegdlny przypadek wzoru dwumianowego
— wzér na (1 + z)" i zastosujmy go dla n = 1/2. Otrzymamy

vVit+zrz=1+ <%>x—|— <%>x2+ <%>x3—|—

1

Na razie nie wiadomo, jak rozumieé¢ utamkowe wspdlczynniki dwumianowe.
Zauwazmymy, ze dla naturalnych n mamy

<n> (=R —k+ D). (= -Dn _an-1)n-2)...(n—k+1)

k (n— k)'K! - k!

Wydaje sie zatem rozsadnym przyjac

1 1 1
s)\_3_ 1 (3\_zG-D_ 1
1)1 2 \2 9! 8’

Uwzgledniajac kilka dalszych wspotczynnikéw otrzymujemy

1 145 1 4 5 4 7 5 21
\/H——x:1+§a:—§ac +Ex —@x +%x —ﬁa}
Tu pojawia sie nowa trudnosé. Wszystkie kolejne wspotczynniki sg rézne od
zera, a wiec suma po prawej stronie sktada sie z nieskonczenie wielu sktadni-
kéw. W przysztosci przyjrzymy sie takim sumom blizej. Na razie przyjmijmy,
ze ograniczajac sie tylko do skonczenie wielu sktadnikdéw otrzymujemy pewne
przyblizenia. Na przyktad

\/1—|—acz1—|—; albo \/1—|—xz1+§—%.

64 ...

2



14 Wyktad 1. Liczby naturalne i zasada indukcji matematycznej
Te przyblizenia sa do$¢ dobre, gdy x sa bliskie zera.

Ale dla x = 1 nawet drugie z tych przyblizen daje tylko v/2 ~ 1, 375. Aby otrzy-
maé doéé stabe przyblizenie v/2 &~ 1,41 trzeba wzia¢ kilkanascie sktadnikéw.
Nasz przyblizony wzér wyraznie nie nadaje sie do obliczania v/2 = /1 + 1,
gdyz 1 jest za daleko od zera.

Pierwsze z tych przyblizen ma prosta

. . LY
interpretacje geometryczna. W przy-
sztosci przekonamy sie, ze prosta X - VITE
T y=1+3
=1+=
Y 2
jest styczna do wykresu y = 1+« -1 T

w punkcie P = (0,1).

Zadania

12. Udowodnij tozsamo$é Pascala

(8) ()= ()

Korzystajac z tej tozsamosci i zasady indukcji matematycznej wykaz wzér Newtona dla
wyktadnikéw naturalnych.

13. Korzystajac ze wzoru na (1 + )" wykaz, ze

06+ ()+()+0) -

Wywnioskuj stad, ze
n n—1
.=2 .

14. Wykaz tozsamosé

(3 () ) e () ()= 7)

i wywnioskuj z niej wzér na sume kwadratow. Wyprowadz w podobny sposéb wzér na sume
szeéciandéw.



Wyktad 2

Liczby rzeczywiste
i lemat Cantora

Czlowiek (o ile nie jest matematykiem!) w zyciu codziennym uzywa wylacz-
nie liczb wymiernych. Ale przygladajac sie na przyktad ponizszemu deseniowi
odkryjemy, ze duzy kwadrat zbudowany na przekatnej d kwadratu jednostko-
wego ma pole 2. Zatem d? = 2, a wiec d = /2. Zauwaz, ze dlugosé¢ przekatnej
kwadratu wyznaczyliSmy nie korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

Juz w V w. p.n.e. Grecy wiedzieli, ze v/2 jest liczba niewymierna. Niedtu-
go péZniej Eudoksos (390 p.n.e. - 337 p.n.e.) zbudowal teoretyczne podstawy
(dodatnich) liczb rzeczywistych. Jedno i drugie — odkrycie niewymiernosci
i stworzenie teorii liczb rzeczywistych — wciaz zdumiewa. Zadna inna z wiel-
kich cywilizacji nawet nie zblizyta sie do tego tematu, a matematycy europej-
scy odczuli potrzebe unowoczeénienia systemu Eudoksosa dopiero w drugiej
polowie XIX w., gdy wspolczesna teorie liczb rzeczywistych stworzyt Richard
Dedekind. Inne podejscie do teorii liczb rzeczywistych zaproponowal Georg
Cantor.

W elementarnych wyktadach Scista teoria liczb rzeczywistych nie odgrywa
istotnej roli. Odnotujemy tu jedynie najwazniejsze nieoczywiste witasnosci
zbioru liczb rzeczywistych.

15



16 Wyktad 2. Liczby rzeczywiste i lemat Cantora

2.1 Liczby wymierne i niewymierne

Zbior liczb wymiernych - Dowdd niewymiernodci /2 - Liczby rzeczywiste i
rozwiniecia dziesietne - Zadania

Skoro liczby maja stuzyé¢ do mierzenia, to konieczne sa utamki. Juz w Egipcie
4000 lat temu operowano utamkami biegle, w szczegdlnosci rozwinieto wyra-
finowana technike przedstawiania liczb w postaci utamkéw o liczniku 1, np.

2_1.1,1 2 1,11 1
17 12 51 68’ 101 101 202 303 606

Liczby ujemne pojawity sie zdumiewajaco pozno. Przyjmuje sie, ze wprowadzili
je kupcy arabscy ok. VII w. n. e. Gdy w XIII w. Leonardo z Pizy, zwany
Fibonaccim, pisal swoje traktaty matematyczne moégt juz operowaé pelnym
zbiorem liczb rzeczywistych.

Zbioér liczb wymiernych

W naszych rozwazaniach pojawiaé¢ si¢ beda cztery rodzaje liczb: naturalne,
calkowite, wymierne i rzeczywiste. Zbiory tych liczb oznaczane sa odpowied-
nio przez N, Z, Q oraz R. Symbol N, Q, oraz R oznaczaja odpowiednie
podzbiory liczb dodatnich.

7Z matematycznego punktu widzenia zawsze jest istotne, jakie dzialania sa
wykonalne w danym zbiorze. W zbiorze liczb naturalnych wykonalne sa do-
dawanie i mnozenie. Innymi stowy suma liczb naturalnych oraz iloczyn liczb
naturalnych sg liczbami naturalnymi. W zbiorze liczb catkowitych wykonalne
jest takze odejmowanie, w zbiorze liczb wymiernych wszystkie cztery podsta-
wowe dzialania arytmetyczne: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie
(oczywiscie z wyjatkiem dzielenia przez zero).

Dowéd niewymiernosci /2

Jednak w matematyce bardzo szybko okazuje sie, ze musimy tez pierwiastko-
waé, a wowczas pojawiaja sie liczby niewymierne. Nasuwa sie pytanie: skad
wiemy, ze liczby takie, jak v/2, v/3, /5 itd sa niewymierne. Przypomnijmy
standardowe rozumowanie.

Zalézmy, ze

va=2,
q

gdzie p, ¢ dodatnie liczby naturalne, a ulamek p/q jest nieskracalny.
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Wéwcezas p? = 2¢°. Zatem p?, a wiec takze p dzieli sie przez 2. Niech p =
2m, wéwczas mamy (2m)? = 2¢2, skad ¢®> = 2m?. Tak wiec réwniez ¢ dzieli
sie przez 2, wbrew zalozeniu, ze ulamek p/q jest nieskracalny. Otrzymana
sprzecznosé konczy dowdd.

Podobnie dowodzi sig, ze /p jest liczba niewymierng dla dowolnej liczby pierw-
szej p. Nieco modyfikujac to rozumowanie mozna tez wykazaé, ze /n jest liczba
wymierng wtedy i tylko wtedy, gdy n jest kwadratem liczby naturalne;j.

Liczby rzeczywiste i rozwiniecia dziesietne

Przypomnijmy, ze kazda liczba rzeczywista ma nieskonczone rozwiniecie dzie-
sietne, np.

1 1
3= 0, 5000 00000 ... 3= 0,333333333..., m=3,1415926535. ..

Oczywiscie 1/2 = 0,5, ale daliémy rozwiniecie nieskonczone, aby pokazaé jed-
nolito$é¢ zapisu.

To przedstawienie nie jest jednoznaczne, np. 1,00000... = 0,99999... Proste
uzasadnienie tej rownosci pojawi sie w wykladzie 4.

Przypomnijmy jeszcze, ze rozwiniecia liczb wymiernych sa skoficzone lub okre-
sowe (okres nie musi zaczynaé sie bezposrednio po przecinku), a rozwiniecia
liczb niewymiernych sa nieokresowe.

Zadania
1. Wykaz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p liczby /p oraz {/p sa niewymierne.
2. Wykaz, ze kazda z ponizszych liczb jest niewymierna:
a) 1+v2 b)V2++V3; ) vV2+V3; d)log,3.
GO0
3. Wykaz, ze dla n € N liczba log, n jest albo liczba naturalng albo niewymierna.

4. Wykaz niewymiernosé¢ cosinusa kata: a) 15°; b) 20°; ¢)* 1°.

5. Oblicz (\/ﬁ\/§ . Pokaz, ze istnieja liczby niewymierne a, b takie, ze ab jest liczba

wymiernag.

)\/5



18 Wyktad 2. Liczby rzeczywiste i lemat Cantora

6. W roku 2000 Tom Apostol przedstawil nowy B

dowdd niewymiernosci V2.

Zatbzmy, ze /2 = p/q, zatem p* = ¢® + ¢*>. Wyni-

ka stad, ze istnieje rownoramienny trdojkat prosto- C

katny o bokach catkowitych. Niech OAB bedzie

najmniejszym takim tréjkatem. o) D A

Okrag o srodku B i promieniu AB przecina przeciwprostokatna w punkcie C. Styczna do
okregu poprowadzona w punkcie C' przecina przyprostokatna w punkcie D.

a) uzasadnij, ze odcinki CO i C'D maja dlugo$é catkowita;

b) to samo dla odcinka OD.

Wywnioskuj stad sprzecznosé¢ z zatozeniem.

2.2 Kiresy i lemat Cantora

Zasada Archimedesa i lemat Cantora - Zbiory ograniczone i kresy - Gestosé Q
- Zadania

Trzy wlasnosci zbioru liczb rzeczywistych decyduja o jego szczegdlnej roli w
matematyce:

— mozliwo$é wykonywania czterech podstawowych dziatan;
— mozliwo$¢ poréwnywania liczb;
— nieobecno$é ,dziur”.

Pierwsza wlasno$¢ ma charakter algebraiczny, druga porzadkowy. Zauwazmy,
ze porzadek na R jest zgodny z dzialaniami: nieréwnosci mozna dodawadé i
mnozy¢ stronami przez liczbe dodatnig.

Trzecia wlasno$é ma charakter geometryczny. Ten brak luk to zasadnicza wila-
snosé, ktéra odrdznia zbiér liczb wymiernych od zbioru liczb rzeczywistych.
W przysztosci zobaczymy, ze ten rodzaj geometrii w istocie wiaze sie z topo-
logia, dlatego czesto méwi sie w tym kontekscie o topologii proste;j.
Nieobecnosé dziur oznacza, ze o$ liczbowa jest linig ciagta. Pojecie linii ciaglej
nietatwo $cisle zdefiniowaé, ale w praktyce wystarczy, gdy temu trzeciemu
warunkowi nadamy Scisty sens.

Zasada Archimedesa 1 lemat Cantora

,Prosta” zlozona z samych punktéw wymiernych sklada sie niemal wylacznie
z ,dziur”. Uzupelniajac zbiér Q o liczby niewymierne wypelniamy te luki.

Intuicyjne przekonanie, ze w zbiorze liczb rzeczywistych nie ma dziur wyrazié
mozna Sci$le na wiele sposobéw. Dwa najczesciej spotykane to zasada Archi-
medesa i lemat Cantora.
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Zasada Archimedesa glosi, ze dla dowolnej dodatniej liczby a istnieje liczba
naturalna n taka, ze na > 1. Wydaje si¢ ona bardzo oczywista, ale chyba nie
od razu widaé¢, ze ma ona jaki$ zwiazek z ciggloscig proste;j.

Idee braku luk lepiej wyraza ponizszy lemat:

LEMAT 2.1 (Cantora o przedzialach zstepujacych)
Niech I, C R, n € N bedzie ciggiem domknietych ograniczonych przedzialow,
pray czym

IpDL1DIbDI3D...

Jezeli dlugosci przedzialow dgzq do zera, to czesé wspolna tych przedziatow
sklada sie dokladnie z jednej liczby.

Jezeli wyrazenie ,dlugosci daza do zera” nie jest intuicyjnie jasne, warto do
tego miejsca wrocié po lekturze wyktadu 3.

Dowodzi sie, ze zasada Archimedesa i lemat Cantora sa réwnowazne. Zazwy-
czaj zasada Archimedesa przyjmowana jest jako aksjomat charakteryzujacy R,
a lemat Cantora jest z niej wyprowadzany. Ponizej pokazujemy wazne zasto-
sowania obu tych wlasnosci.

Zbiory ograniczone i ich kresy

Zbiér A C R nazywamy ograniczonym, jezeli istniejg liczby m oraz M takie,
ze dla dowolnego = € A zachodzi podwdjna nieréwnosé

m<zT<M.

Liczby m i M nazywamy odpowiednio ograniczeniem dolnym i gérnym zbio-
ru A. Zauwaz, ze zbiér ograniczony ma nieskonczenie wiele ograniczen. Np.
ograniczeniem gérnym przedziatu [0, 1] jest dowolna liczba M > 1. Najmniej-
sze sposrod wszystkich ograniczen goérnych zbioru nazywamy jego kresem
gérnym, najwieksze sposréd ograniczen dolnych — kresem dolnym.
Rozwazmy zbiér A = {x € Q : 2% < 2}, czyli czeéé wspdlng zbioru Q i prze-
dziatu (—v/2,v/2). Jego kresem gérnym jest v/2, kresem dolnym —+/2. Zauwaz,
ze kres zbioru ztozonego z liczb wymiernych moze by¢ liczbg niewymierna. Jest
to konsekwencjg istnienia luk w zbiorze Q.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, iz takie przypadki w zbiorze R nie moga si¢

zdarzyc¢.

TWIERDZENIE 2.1 Kazdy niepusty podzbiér A C R ograniczony z gory (z dotu)
ma w zbiorze liczb rzeczywistych kres gorny (odpowiednio dolny).
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Twierdzenie to jest w istocie réwnowazne lematowi Cantora. My wykazemy
jedynie, ze jest jego konsekwencja.

DowOD: Niech A bedzie ustalonym niepustym zbiorem ograniczonym. Zdefi-
niujemy zstepujacy ciag przedziatéw Iy D Iy D Is D ... Niech Iy = [ag, bo],
gdzie ag € A, by jakiekolwiek jego ograniczenie gérne. Niech ¢ bedzie Srodkiem
przedziatu Iy. Jezeli ¢ € A, to przyjmijmy a; = ¢, by = bg; w przeciwnym
razie przyjmijmy a; = ag, by = c¢. Niech Iy = [a,b1]. Podobnie okreslamy
kolejne przedzialy. Na mocy lematu Cantora czesé¢ wspdlna tych przedzialéw
zawiera dokladnie jeden punkt. Nietrudno uzasadnié, ze jest on najmniejszym
ograniczeniem goérnym zbioru A, czyli jego kresem.

Dowdd dla kresu dolnego jest analogiczny.

Gestosé Q
Pokazemy, ze kazdy niepusty przedzial otwarty (a,b) zawiera liczbe wymierna.

Wiasnosc¢ te formutuje sie czesto inaczej: zbidr liczb wymiernych jest gesty w
R. To samo odnosi si¢ do liczb niewymiernych, ale rzadziej jest istotne.

Na mocy zasady Archimedesa istnieje n € N taka, ze n(b — a) > 1, zatem

1
—<b—a.
n

Posuwajac sie od zera krokiem dlugosci 1/n otrzymujemy liczby 1/n, 2/n,
3/n,. .. (albo przeciwne do nich). Poniewaz dlugo$é kroku jest mniejsza niz
dlugosé przedzialu, wiec ktéras z tych liczb nalezy do przedziatu (a,b).

Zadania
7. Znajdz kresy ponizszych zbioréw:
a) A={zcQ:a® <2} b)B:{IH_Lm:I@mEI\M}; c) C={527:neN}

8. Wykaz, ze kazdy niepusty przedzial otwarty zawiera nieskonczenie wiele liczby wymiernych
i nieskonczenie wiele liczb niewymiernych.

9. Pokaz, ze w lemacie Cantora zalozenie ograniczonosci i domknietosci przedziatoéw jest
istotne. Dokladniej: pokaz, ze gdy przedzialy sa tylko otwarte albo tylko ograniczone, to ich
czes¢ wspolna moze by¢ pusta.

VRV
10. Dla zbioréw A, B C R okreslmy A+ B ={a+b:a € A, b€ B}. Znajdz:
2)Q+Q; b)Q+R\Q); ¢ R\Q)+R\Q).

11. Wiedzac, ze kresami zbioru {sinn : n € N} sa liczby 1 oraz —1 uzasadnij, ze takie same
kresy ma zbiér {cosn : n € N}.



Wyktad 3
Ciggi 1 granice

Do niedawna uwazano, ze pojecie granicy stanowi granice pomiedzy matema-
tyka elementarna a wyzsza. Troche to sie zmienilo, ale nadal jest to jedno z
kluczowych poje¢ dajacych dostep do poczatkéw matematyki wyzszej.

3.1 Intuicje i rachunki

Pojecie granicy i nagprostsze przypadki - Granica ciggu geometrycznego i ciqgi
rozbiezne - Twierdzenie o trzech ciggach © zbieznosé pierwiastkéow - Zadania

Formalna definicja granicy ciagu pojawita si¢ przynajmniej 2000 lat pdézniej
niz samo pojecie. Nie styszeli o niej ani Archimedes, ani Newton czy Euler.
Zaczniemy zatem od intuicji, a $ciste okreslenie pojawi sie wkrotce,

Pojecie granicy i najprostsze przyklady
Przy n dazacym do nieskonczonoéci wyrazy ciagu a,, = 1/n staja sie dowolnie
bliskie zera. Zapisujemy to za pomocg symbolu granicy:

1
Iim — =0.
n—oon

Ogodlnie, jezeli wraz ze wzrostem n (gdy n dazy do nieskonczonosci) wyrazy
ciagu a,, stajg sie dowolnie bliskie pewnej skoniczonej liczbie g, to méwimy, ze
ciag a, ma granice g albo ze jest zbiezny do g. Symbolicznie:

nh_)néo a, =¢ albo krécej a, — g.

Gdy moéwimy o zbieznoéci ciagdéw, to zawsze zakltadamy, ze n dgzy do nieskon-
czonosci, nawet gdy nie jest to zaznaczone.

21



22 Wyktad 3. Ciagi i granice

Wychodzac od prostych, oczywistych granic, mozemy oblicza¢ granice ciggdw
bardziej skomplikowanych. Obliczmy granice ciagu a, = (3n + 1)/(2n + 5).
W tym celu podzielmy licznik i mianownik utamka przez n:

3n+1 . 3++ 340 3

nie2n£5  nee24 s 240 2

KorzystaliSmy tu z intuicyjnej wlasnosci granicy ciggdéw: granicg ilorazu dwu
ciggdw jest ilorazem ich granic. Analogiczne wiasno$ci zachodza tez dla granic
sumy, réznicy i iloczynu ciagow.

TWIERDZENIE 3.1 (arytmetyka granic)
Zalozmy, ze ciggi an oraz b, majg granice odpowiednio a, b. Wowczas:

nlinéo(an +b,) =a+Db, nlinéo(an —by) =a—0b, nli_)ngo(anbn) = ab.

Jezeli ponadto b # 0, to takze

Granica ciggu geometrycznego i ciagi rozbiezne

Przyjrzyjmy si¢ ciagom geometrycznym a, = (1/2)" oraz b, = (—2/3)™:
1/2, 1/4, 1/8, 1/16, ... —2/3, 4/9, —8/27,16/81,...

Intuicyjnie jest jasne, ze obydwa dazg do zera. Mozna wykazaé, ze te intuicje
sg trafne. Odnotujmy zatem to spostrzezenie jako osobne twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.2 Jezeli|q| < 1, to cigg geometryczny q" jest zbiezny do zera.

Nie kazdy ciag ma granice. Na przyklad ciag a, = (—1)" ma wyrazy na prze-
mian —1 oraz 1, wiec nie ma zadnej liczby, do ktorej zblizalyby sie te wyrazy.
Podobnie jest z ciagiem a,, = (—2)", ktéry oscyluje pomiedzy coraz wiekszymi
liczbami dodatnimi i coraz wigkszymi (co do wartosci bezwzglednej) liczbami
ujemnymi. Ciagi, ktére nie maja skoniczonej granicy, nazywamy rozbieznymi.

Poéréd ciggdéw rozbieznych na osobna uwage zastuguja dwa szczegdlne typy.
Ciagi takie, jak np. a, = n? czy b, = 2" daza do plus nieskoficzonosci. Sym-
bolicznie zapisujemy to

lim n? = oo, lim 2" = co.
n—oo n—oo
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7Z kolei ciagi takie, jak a, = —n czy b, = —2" daza do minus nieskonczonosci.
Symbolicznie:
SN o ony
Am (—n) = —oo,  lim (-2%) = —oo.

Takie nieskonczone granice nazywamy niewlasSciwymi, a o samych ciggach
mowimy, ze sg rozbiezne do plus albo minus nieskonczonosci. Ponizsza wia-
snoé¢ takich ciagéw wykorzystujemy w wielu obliczeniach.

TWIERDZENIE 3.3 Jezeli ciqg |a,| jest rozbiezny do nieskoriczonosci, to

lim — =0.
n—oo q,

Rzeczywiscie, jezeli wartosci |a,,| wraz ze wzrostem n przyjmuja dowolnie duze
wartoéci dodatnie, to ich odwrotnosci 1/|a,| staja sie dowolnie bliskie zera.
A woéwcezas takze ciag 1/a, dazy do zera.

PRZYKEAD 3.1  Oblicz granice ciagu a, = vn? +n —n.

ROZWIAZANIE: Zastosowanie twierdzenia o granicy réznicy ciaggdéw nie jest
tu mozliwe, gdyz ani ciag v/n? + n, ani ciagg n nie maja granicy skonczonej.
Aby wyznaczy¢ granice tego ciagu, przeksztalémy go korzystajac ze wzoru na
roznice kwadratow:

ap =Vn2+n—n= ( n2+n\/—n:%j2n+n+n) —

n n 1 1 1

— — — = —.
vaitntn on(i4le1) ielen D2

Zauwazmy, ze z pozoru oczywiste podejscie
lim a, = lim (\/n2+n—n) = 00 — 00,
n—oo n—oo

datoby btedny wynik zero. Na ogél nie mozna stosowaé twierdzen o arytme-
tyce granic dla granic nieskonczonych. Dwa najwazniejsze wyjatki to: suma
oraz iloczyn ciggdw rozbieznych do oo tez jest ciagiem rozbieznym do oo.
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Twierdzenie o trzech ciggach i zbiezno$¢ pierwiastkéow
Nastepujace twierdzenie jest dosé oczywiste, ale bardzo uzyteczne:
TWIERDZENIE 3.4 (o trzech ciggach)

Jezeli a, < b, < ¢, oraz

lim a, = lim ¢,,
n—oo n—oo

to ta wspolna granica jest tez granicg ciggu by,.
Pokazemy, jak za pomoca tego twierdzenia wykazaé, ze lim,, ., V/2 = 1.

Niech ¥/2 =1+ r,. Wéwczas r, > 0. Pozostaje wykazaé, ze r, — 0. Przypo-
mnijmy poczatek wzoru Newtona dla (1 + x)™:

(1—1—3:)":1—1—71:17—1—(;)3:2—1—...

Zatem n
2= (V2)" = (W 4r) =1t arg + ... > L,

gdyz dla dodatniego r, wszystkie dalsze wyrazy tez sa dodatnie. Tak wiec
1 > nry, skad

1
0<r, <—.
n
Poniewaz skrajne ciagi daza do zera, wiec takze r, dazy do zera, a stad

Vo=1+r,—1+0=1.

W podobny sposéb mozna udowodnié, ze zachodzi ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.5 Dla dowolnego dodatniego a

lim /a =1.

n—oo

Zadania

1. Oblicz granice ciggéw

2) an = 14+24...4+n
"T1424...4+2n’

1+24...4n

b) bn = m+1)+(n+2)+...+2n

2. Oblicz granice ciagéw:

2" 43"
a) an=vVn+2—+n; b)bp=vVnZ+2n—n; c)an= 5+ ,
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3. Niech L, oraz S, oznaczaja odpowiednio obwdd i pole m-kata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu 1.

a) Podaj granice obu ciagéw. Nie wykonuj zadnych rachunkéw!

b) Wywnioskuj stad granice ciagu a, = 2nsin(w/n).

4. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach oblicz granice ciagbw:
a)an= V1" £27" +37; b)b,= Y1 +2+...+n.

AR
5. Wykaz, ze lim /n=1.

n— oo

6. M6wimy, ze funkcja f(n) jest asymptotycznie rzedu mniejszego niz g(n), gdy granica
ich ilorazu przy n — oo jest réwna zeru. Gdy granica ta jest skonczona i rézna od zera, to
méwimy, ze funkcje f(n) i g(n) sa asymptotycznie tego samego rzedu. Wykaz, ze:

a) 12+ 2% + ...+ n? jest rzedu n®;  b) n® jest rzedu nizszego niz 2".

3.2 Troche teorii i algorytm Herona

Formalne pojecie granicy ciggu - Zbiezno$¢ i ograniczonos¢ - Heron, rekursja
1 pierwiastki - Zadania

Pokazemy tu, dlaczego w niektérych rachunkach istotna role odgrywaja twier-
dzenia o istnieniu. A ponadto poznamy zdumiewajaco prosty algorytm obli-
czania pierwiastkéw, znany Heronowi (I w. n.e.), a mozliwe, ze nawet Babi-
lonczykom — 4000 lat temu.

Formalne pojecie granicy

Zaczniemy jednak od Scistego okreélenia granicy ciagu. Ponizej widzimy wy-
kresy przyktadowych ciagéw zbieznych. Zwréé uwage, ze punkty (n,a,) odpo-
wiadajace kolejnym wyrazom ciagu zblizaja sie do przerywanej linii odpowia-
dajacej granicy ciagu.

an b
1 777777777 Ny 77:7:77:7:77077!77- 2 7777777777777777 :7:77.77:77.
. 1 .
| 1234567891011 n | 1234567891011 n
(="

2
Ciag ap, =1+ ma granice 1. Ciag b, = % ma granice 2.
n

2n
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Przyjrzyjmy sie pierwszemu z nich. Zauwaz, ze wyrazy ciagu leza coraz blizej
linii odpowiadajacej jego granicy g = 1. Algebraicznie oznacza to, ze odleglosé
pomiedzy wyrazem a, a granica ciagu, czyli warto$¢ wyrazenia |a,, — g| zbliza
sie do zera. W tym konkretnym przypadku mamy

an—gl = (14 &) o[ = 2
@n =91 = 2n - 2n

Widzimy, ze dla n > 3 r6znica ta jest mniejsza od 1/5. Z kolei wyrazy o nu-
merach n > 6 r6znig sie¢ od granicy o mniej niz 1/10. Rozwazana doktadnosé
(w pierwszym przypadku 1/5, w drugim 1/10) tradycyjnie oznaczamy grecka
litera € (czyt. epsilon). Zauwaz, ze w obu przypadkach nieréwnosé |a, —g| < €
zachodzi dla wszystkich wyrazéw ciggu oprécz skonczenie wielu. Méwimy, ze
zachodzi ona dla prawie wszystkich wyrazéw tego ciagu.

Moéwimy, ze liczba g jest granica ciggu a, przy n — oo, jezeli dla kazdego
e > 0 nier6wno$¢ |a,, — g| < € zachodzi dla prawie wszystkich wyrazéw ciagu.

W naszym przykladzie nieréwnosé |a, —g| = 1/2n < e zachodzi dla wszystkich
wyrazéw spelniajacych warunek n > 1/2e. Zatem dla kazdego ustalonego e
nieréwnos¢ te spelniaja prawie wszystkie wyrazy ciagu, tak wiec istotnie liczba
1 jest granicg rozwazanego ciagu.

Podobnie mozna zdefiniowaé zbieznosé¢ do granic niewlasciwych. Méwimy, ze

ciag a, jest rozbiezny do plus (minus) nieskonczono$ci, jezeli dla dowol-
nego M prawie wszystkie jego wyrazy sa wigksze (odp. mniejsze) od M.

Zbieznos¢ a ograniczonoscé

Moéwimy, ze ciag a,, jest ograniczony, jezeli wszystkie jego wyrazy leza w prze-
dziale [m, M]. Liczby m oraz M nazywamy ograniczeniem dolnym (odp. gor-
nym) ciagu a,.

Zauwaz, iz zbiezno$¢ ciggu geometrycznie oznacza, ze dalekie wyrazy ciggu
leza w poblizu pewnej prostej. Ograniczono$é¢ oznacza tylko, ze wyrazy ciggu
mieszcza sie w pewnym pasie ograniczonym prostymi. Tak wiec zbieznosé jest
warunkiem mocniejszym niz ograniczono$¢, co wyraza ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.6 Kazdy cigg zbiezny jest ograniczony.

DowOD: Niech g bedzie granica ciggu a,,. Z definicji granicy wynika, ze prawie
wszystkie jego wyrazy leza w przedziale (¢9—1, g+1). Niech N bedzie numerem
ostatniego wyrazu, nie lezacego w tym przedziale. Wowczas liczby

M = max(aq,az,...,an,g+ 1), m = min(aq,az,...,an,g — 1)

sa odpowiednio gérnym i dolnym ograniczeniem ciagu a,.
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Twierdzenie odwrotne nie zachodzi, o czym $wiadczy ciag a, = (—1)" — jest
ograniczony, ale nie jest zbiezny. Zachodzi jednak twierdzenie nastepujace:

TWIERDZENIE 3.7 Cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

DowOD: Idee dowodu przedstawia rysunek.

37

1 2 3 4 5 6

Zalézmy, ze ciag jest rosnacy. Niech M bedzie jego kresem, czyli najmniejszym
ograniczeniem gérnym. Wezmy ustalone € > 0. Skoro g jest ograniczeniem
najmniejszym, to pewien wyraz ay spelnia nieréwno$é g — ¢ < ay < g. Po-
niewaz ciag jest rosnacy, wiec te same nieréwnosci spetniajg wszystkie dalsze
wyrazy ciggu. Tak wiec dla prawie wszystkich wyrazéw zachodzi nieréwnosé
lan, — g| < €, zatem ciag a,, ma granice g.

Zauwaz, ze w dowodzie skorzystaliSmy z twierdzenia o istnieniu kresu, wiec
poérednio z lematu Cantora.

Heron, rekursja i pierwiastki

Jak juz wspominali$émy, pomystowy algorytm obliczania pierwiastkow kwadra-
towych znany byl juz Heronowi, prawie dwa tysiace lat temu. W literaturze
znany jest jako algorytm Herona badz algorytm babilonski, gdyz istniejg po-
szlaki (do$¢ stabe), ze mogli go znaé juz Babilonczycy.

Obliczmy ta metoda /2. Algorytm Herona polega na wyznaczaniu kolejnych
wyrazéw ciagu zadanego warunkami

Sama idea tego algorytmu jest prosta: gdy wyraz a, przybliza v/2 od dotu, to
2/ay, przybliza go od gory. Okazuje sie, ze wyraz a,11 bedacy Srednia arytme-
tyczna tych dwu liczb jest przyblizeniem (duzo!) lepszym niz poprzednie.
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Skad wiemy, ze w granicy musimy dostaé¢ rzeczywiscie v/2. Na razie zatézmy,
ze granica istnieje i jest rowna g. Wéowczas

an—l—% g—l—%
—
2 2

Ale ant+1 — g, gdyz an41 jest to ciag a, przesuniety o jeden wyraz. Zatem

Gp41 =

Mnozac obie strony przez 2g otrzymamy 2¢°> = ¢ + 2, skad g> = 2. Poniewaz
ciag o wyrazach dodatnich nie moze mieé¢ granicy ujemnej, wiec g = v/2.

Poprawno$¢ rachunkéw wymaga uzasadnienia, ze ciag ten ma granice. W tym
celu pokazemy, ze jest on ograniczony z dotu przez v/2 i malejacy.

1. Ciag jest ograniczony z dotu.
Zauwazmy, ze (a, — v/2)? > 0, skad po rutynowych przeksztalceniach

a%+2>\/§
2a, ~

A stad

Oczywiscie takze a1 = 2 > /2.
2. Ciag jest malejacy.

Korzystajac z nieréwnosci a,, > v/2 pokazemy, ze réznica a,41—ay, jest ujemna:

2
an + o= ar —On _ 2—al
an+1—an:T—an: = < 0.

Zadania

2n

7. Korzystajac z definicji granicy wykaz, ze granica ciagu a, = 1

jest liczba 2.

8. Zmodyfikuj algorytm Herona tak, aby w granicy otrzymaé /2.

9. Znajdz granice ciggu zadanego rekurencja ao = V2, ant1 = v/2 + an. Granice te zapisuje
sie niekiedy w postaci

\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+....
ARy
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an:(l—&—l)
n

jest ograniczony z géry i rosnacy, a wigc zbiezny. Stala e definiuje sie¢ zazwyczaj jako liczbe
bedaca granicg tego ciagu, ale u nas e pojawi sie naturalnie w kontekscie réwnan rézniczko-
wych.

Wsk.: Dla dowodu monotonicznosci rozwaz liczbe 1 oraz n innych liczb i skorzystaj z nie-
réwnoséci o srednich.

10.* Wykaz, ze ciag

3.3 Liczba 7

Dwa klasyczne wzory - Od Egipcjan do Archimedesa - Jak to robil Archimedes?
- Zadania

Liczbe m okredla sie jako stosunek obwodu okregu do jego srednicy. Jest jedng
z dwu (obok liczby e) najwazniejszych staltych w matematyce. Kazdy algorytm
jej obliczania wykorzystuje przejécia graniczne.

Dwa klasyczne wzory

7 samej definicji m wynika, ze pomiedzy obwodem L okregu, a jego érednica
2r zachodzi zalezno$¢ L/2r = 7, skad znany wzoér na obwdd okregu

L = 2mr.

Koto mozna przyblizaé¢ za pomoca wpisanych =
wielokatéow foremnych. Kazdy taki wielokat / \
dzieli sie na n tréjkatéw réwnoramiennych,

o podstawie a,, oraz wysokosci h,. Wraz z n

dazacym do nieskonczonodci, iloczyn na,, da-

zy do obwodu okregu, a wysoko$¢ h,, do jego

promienia.

Zatem pole kola o promieniu r jest réwne

h
P = lim nan = lim na,— = Lz = 27rr£ = 7.

Obydwa wzory maja praktyczna warto$¢ pod warunkiem, ze znamy wartosé
7w z odpowiednig doktadnoscia. Dzi§ odczytamy ja z dowolnego kalkulatora:
7 & 3,141592654, a Wolfram Alpha® poda ja z doktadnoscia do 1000 miejsc
po przecinku. Ale uzyskanie nawet kilku miejsc po przecinku nie jest zadaniem
trywialnym.
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Od Egipcjan do Archimedesa

Przyblizona warto$¢ m mozna wyznaczy¢ poréwnujac obwodd okregu z obwodem
wielokata foremnego wpisanego w ten okrag badz na nim opisanego. Mozna
zakladaé, ze okrag ma promien 1. Wpisujac w taki okrag szesciokat forem-
ny otrzymujemy oczywiste szacowanie 2w > 6, skad m > 3. To najprostsze
przyblizenie m ~ 3 pojawia si¢ w Biblii (II Ks. Kronik 4:2, Biblia Tysiqclecia).

Egipcjanie wyrazali pole kota za pomocg $rednicy d = 2r. W dzisiejszej sym-

bolice: )
8
P~ |=d
(59)

co odpowiada wartosci m ~ 3,16. Obwdd szedciokata foremnego opisanego
wynosi 4v/3. Y.aczac to szacowanie z szacowaniem biblijnym otrzymamy

3 <7< 2V3~ 3,46.

Wartosé srednia tych ograniczen to okoto 3,232051. Ale juz w III w. p.n.e.
Archimedes otrzymal szacowanie doktadniejsze

10 1
3— 3-.
71 << 7

Wartosé érednia obu ograniczen to 3,14185.

Jak to robil Archimedes?

Spéjrzmy, jak otrzymaé szacowanie Ar-
chimedesa. W tym celu wyznaczymy naj-

pierw zaleznos¢ pomiedzy bokiem forem-
nego 2n-kata wpisanego w okrag o promie- AL
niu 1, a bokiem analogicznego n-kata. <SS

Oznaczmy przez a, oraz h, odpowiednio bok i wysokos$¢ trojkata w n-kacie
foremnym. Wéwczas

2 an\? 2 an\? 2

A poniewaz h2 =1 — “7”)2 , wiec

2 2 2
a3, = (7) +1—2hn+1—<a2—”) =2-2h, =2-2|/1 - (%) = 2-\/4—a2.
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aon = 2—“4—&%.

Bok szesciokata foremnego wpisanego w okrag jednostkowy to ag = 1. Z po-

Zatem

wyzszego wzoru otrzymujemy ajp = /2 — V3 &~ 0,5176381. Przyblizenie
obwodu kota za pomoca 12-kata foremnego odpowiada zatem przyblizeniu

21 ~ 12a19, skad m ~ 61/2 — /3 ~ 3,105828.
Wychodzac od ai2 otrzymamy kolejno as4, ass oraz agg. Ta ostatnia wartosé

pozwala uzyska¢ dolne szacowanie Archimedesa. W podobny sposob, analizu-
jac wielokaty opisane, otrzymamy szacowanie gérne.

Zadania
11. Oblicz obwdd szesciokata foremnego opisanego na okregu o promieniu 1.

12. Przyjmijmy ao = 2v/3, bo = 3 oraz

20, bn
An+1 = bn+1 =V an+1bn-

an + by
Mozna wykazaé, ze oba ciagi maja wspolng granice w. Oblicz wyrazy a: oraz b;.

3.4 Archimedes

Archimedes (ok. 287 p.n.e. - 212 p.n.e.), powszechnie uchodzi za naj-
wiekszego matematyka starozytnosci. Niemal cate zycie spedzit w Syrakuzach
na Sycylii (w owym czasie byla to grecka kolonia), choé¢ przez jakis czas prze-
bywal prawdopodobnie w Aleksandrii — najwazniejszym centrum naukowym
epoki. Tam mégl spotkaé¢ Eratostenesa i innych nastepcéw Euklidesa. Zginat
z reki rzymskiego zolnierza podczas oblezenia Syrakuz. Archimedes przeszedt
tez do historii jako wielki wynalazca (m.in. $ruba Archimedesa) i oczywiscie
fizyk (Eurekal).

Jego dorobek matematyczny obejmuje m.in. wspomniang w tek$cie metode
przyblizania 7, obliczenie pola odcinka paraboli, a przede wszystkim odkry-
cie metody obliczania objetosci kuli. Archimedes odkryt te metode za pomo-
cg bardzo finezyjnego rozumowania, wykorzystujac prawo dzwigni. PézZniej,
w rozprawie O kuli i walcu dal Sciste, geometryczne wyprowadzenie swojej
metody pokazujac, ze objeto$é kuli to 2/3 objetosci opisanego na niej walca.
Wiynik ten byt dla Archimedesa zrédlem szczegdlnej dumy. Archimedes zyczyt
sobie, aby motyw kuli wpisanej w walec umiesci¢ na jego grobie. Gréb taki
widzial w Syrakuzach jeszcze Cyceron okoto roku 75 p.n.e.



Wyktad 4

Szeregi geometryczne, ulamki
lanncuchowe i reprezentacja
liczb rzeczywistych

Jak juz zauwazyliémy wczedniej
1=0,999...

Sciste uzasadnienie tej réwnosci wykorzystuje szeregi geometryczne. Zajmiemy
sie nimi w pierwszej czesci wykladu. Ale réwnosé ta uswiadamia nam pewnag
stabos¢ standardowego zapisu liczb rzeczywistych: niektére liczby maja dwa
rozne zapisy. Za pomoca utamkow tancuchowych zaproponujemy inny sposéb
zapisu, wolny od tej wady.

4.1 Szeregi geometryczne i liczby rzeczywiste

Suma szeregu geometrycznego - Szeregi a rozwiniecia dziesietne - Wymierna
czy niewymierna? - Zadania

Szeregami zajmiemy sie blizej w wyktadach 22-26. Tu ograniczymy sie do sze-
regu geometrycznego. Za jego pomoca zrozumiemy, dlaczego liczby wymierne
majg rozwiniecia okresowe albo skonczone, a liczby niewymierne — rozwiniecia
nieokresowe.
Suma szeregu geometrycznego
Rozwazmy szereg geometryczny

a+aq+aq2+aq3+...,

gdzie a oraz ¢ ustalone.

32
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Ze wzoru na sume poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego otrzymujemy
n-ta sume czesciowa:

1 —
S,=a+aqg+a*+...+ag" t=a- 7

Przypomnijmy, ze dla |¢| < 1 ciag ¢" jest zbiezny do zera, wiec

1—4q¢" a
— .
1—g¢q 1—-g¢

S,=a-

Przy zalozeniu, ze |g| < 1 suma S = lim S,, nieskonczonego szeregu geome-
n—oo

trycznego wyraza si¢ zatem wzorem

a

a+aq+aq2+aq3+...: 1—q

W $wietle powyzszego, szereg geometryczny o ilorazie |g| < 1 jest zbiezny. Dla
pozostalych wartosci ¢, tzn. gdy |q| > 1, szereg geometryczny jest rozbiezny
(pomijajac trywialny przypadek a = 0).

Szeregi a rozwiniecia dziesietne

W gruncie rzeczy z szeregami stykamy sie od dziecinstwa. Jak wiemy, kazda
liczbe rzeczywista mozna przedstawi¢ w postaci nieskonczonego rozwiniecia
dziesietnego, np.

1 1 1
5 = 0,5000..., 5:@%&“,-£=Lm%nm%nnw r=3,1415...

Zauwazmy, ze kazde takie rozwiniecie to formalnie suma pewnego szeregu.

Liczba
a9 as
+ 103

a
ap, 10203 ... = ag + — + ...

0 " 102
Idealem byloby, gdyby kazda liczba miata dokladnie jeden zapis. Niestety:

9 9 9 2
0.999... — — 4+~ 4+ 7 4 —_10_ _
’ w+1m+uﬁ+ 1-— L

=1=1,000...

Slelzle

Podobnie jest z kazda liczba o skonczonym rozwinieciu dziesietnym. Liczba
taka ma zawsze dwa rozwiniecia nieskonczone, np. 0,450000... = 0,44999. ..



34 Wyktad 4. Szeregi geometryczne i utamki tancuchowe
Wymierna czy niewymierna?
Spoéjrzmy na przykladowe rozwiniecie okresowe:

23 23 23 B 23

10° 7105 T a0r T T TS T 9907

0,0232323 ... =

Podobne rachunki pokazuja, ze kazda liczba o rozwinieciu okresowym (i oczy-
wiscie kazda o rozwinieciu skoficzonym) jest liczba wymierna.

Ze szkolnego algorytmu zamiany utamkéw zwyklych na dziesietne tatwo wy-
wnioskowaé, ze albo otrzymamy rozwiniecie skonczone albo okresowe. Zatem
liczby niewymierne to doktadnie te liczby rzeczywiste, ktore maja nieskonczo-
ne nieokresowe rozwiniecia dziesietne.

Zadania

1. Oblicz sume szeregu geometrycznego:

DY w Y GE o Y o S
n=1 n=0 n=1 n=0

2. Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
sprawdz, ze 0, (37) = 37/99.
3. Korzystajac z rysunku obok wywnioskuj rownoscé
L SO IR
ittt =3
GO0

4. Niech f, bedzie ciagiem Fibonacciego (p. str. 271). Wykaz, ze
Sk
277,
n=0
jest liczba wymierng.

5. Na rysunkach pokazano kolejne fazy powstawania tzw. krzywej Kocha.

Zaczynamy od tréjkata réwnobocznego o boku 1. Kazdy z bokéw dzielimy na trzy réw-
ne odcinki. Srodkowy usuwamy, a na jego miejsce dodajemy dwa pozostate boki tréjkata
réwnobocznego. Otrzymana figure znéw modyfikujemy w podobny sposéb itd. Jaka dhugosé
bedzie miata krzywa, jaka otrzymamy powtarzajac te operacje nieskonczenie wiele razy?
Zmnajdz pole figury ograniczonej ta krzywa.
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4.2 Utlamki lancuchowe

Wprowadzenie - Rozwiniecia tancuchowe liczb wymiernych - Rozwiniecia tan-
cuchowe liczb niewymiernych - Redukty i aproksymacje - Zadania

Niejednoznaczno$é zapisu to tylko jedna z wad zapisu dziesietnego; druga jest
jego umowno$é. Gdyby historia potoczyta sie inaczej, moglibyémy stosowaé
zapis szes¢dziesigtkowy — jak u Babiloniczykéw — albo system dwunastkowy,
pod kazdym wzgledem lepszy od dziesietnego.

Umownos¢ zapisu dziesietnego powoduje, ze informacja typu ,,17-ta cyfra roz-
winiecia 7 jest 3”7 sa bez znaczenia. Zapis za pomoca utamkéw tancuchowych
ma charakter obiektywny, a w konsekwencji — jak sie wkrotce okaze — kolejne
cyfry rozwiniecia niosa informacje matematycznie znaczaca.

Wprowadzenie

Utamkiem lanicuchowym nazywamy (skonczone badz nieskonczone) wyra-
zenie postaci

1
a0+ 1 3

N
as +

as+ ...

gdzie ag jest dowolng liczba naturalna, a dalsze a; dodatnimi liczbami natu-
ralnymi. Ze wzgledow typograficznych zazwyczaj utamek taki zapisujemy w
postaci

[ag; a1, a2, as, .. .].

Zwroé uwage, ze czesé catkowita ag oddzielamy od dalszych wyrazéw Sredni-
kiem, a nie przecinkiem.

Sens skonczonego utamka tancuchowego powinien by¢ jasny, na przyktad

1 R S B
A N AR TR T
2+ — 2+ 212
2 —_
T3

[1:2,2,2] =1+

Wartosé nieskonczonego utamka tancuchowego okreslamy jako granice

[ag; a1, a2, as,...] = lim [ag;a1,as,...,ay,).
n—oo
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Rozwiniecia lancuchowe liczb wymiernych

Jest rzecza oczywista, ze skonczony ulamek tancuchowy przedstawia liczbe
wymierng. Na odwrét: kazda dodatnia liczba wymierna daje sie przedstawié
w postaci skoficzonego utamka tancuchowego. Zastanéwmy sie, dlaczego tak sie
dzieje. W tym celu przyjrzymy sie, jak powstalo powyzsze rozwiniecie 17/12:

17 5 1 1 1 1

o
[\

]|
[\
_l_
lo] =
[\
+

Postepujac podobnie mozemy znalezé skoficzone rozwiniecie tancuchowe do-
wolnej liczby wymiernej.
Rozwiniecia tancuchowe liczb niewymiernych

Dowodzi sie, ze kazdy nieskoniczony ulamek tancuchowy ma sens, tzn. jest
zbiezny. Na odwrdt: kazda dodatnia liczba ma rozwiniecie: wymierna skonczo-
ne, niewymierna nieskonczone.

Spéjrzmy, jak otrzymaé rozwiniecie v/3:

1 1 1
V3=1+V3-1=1+—F—=1+ =1+ =
[ ] = 1V3+1) 1+3(V3-1)
1 1 1
= T s NP
Stad
V3=1[1;1,2,1,2,...].

Zazwyczaj zapisujemy to krécej: v/3 = [1; T, 2].

Redukty i aproksymacje
W podobny sposéb mozna wykazaé, ze

1

V2=1[1;2,2,2,...] =1+ 1
2+ —5—

2+

2+...

Kolejne przyblizenia, powstajace przez usuniecie (redukeje) koncowej nieskon-
czonej czesci utamka tancuchowego nazywamy jego reduktami.
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Poczatkowe redukty to

1

Nastepne to 17/12, 41/29, 99/70, 239/169, 577/408,. ..Kolejne redukty daja
coraz lepsze przyblizenia — na przemian z nadmiarem i niedomiarem — szybko
zbiezne do wartoéci dokltadne;j.

Mozna zauwazy¢, ze posrdéd tych reduktéw znalazty sie tez kolejne przyblize-
nia /2 otrzymane (duzo szybciej) za pomoca algorytmu Herona. Cho¢ droga
do tych przyblizen byla tu bardziej uciazliwa, to korzystajac z ogdlnej teorii
utamkéw tancuchowych otrzymujemy dodatkows informacje.

Dowodyzi sie, ze jezeli p/q jest reduktem rozwiniecia tancuchowego pewnej licz-
by, to jest on najlepszym przyblizeniem tej liczby po$réd wszystkich utamkéw
o mianowniku mniejszym badz réwnym q.

Wynika stad np., ze utamek 577/408 jest najlepszym przyblizeniem /2 po-
$r6d wszystkich utamkéw o mianowniku mniejszym badz réwnym 408. Lepsze
przyblizenie mozna otrzymac tylko za cene zwiekszenia mianownika.

Zadania
6. Przedstaw w postaci utamka taincuchowego: a) 51/19; b) 233/144.

7. Wyprowadz rozwiniecie tancuchowe v/2. Wsk.: Znajdz najpierw rozwiniecie 1 + v/2.

8. Wiedzac, ze m = [3;7,15,1,292,...] znajdz wymierne przyblizenia m na podstawie trzech
poczatkowych reduktow. Poréwnaj z wartoscia doktadnag m = 3,14159 26535 . . .
YR

9. Wykaz niewymiernoéé /2 wykorzystujac jego rozwiniecie w utamek taiicuchowy. Zauwaz,
ze jest to dowdd nie stosujacy metody niewprost.

10. Wykaz, ze zbior liczb postaci [0;7], gdzie n = 1, 2, 3, ...sklada sie wylacznie z liczb
niewymiernych. Znajdz jego kresy dolny i gérny.

11.* Czy rozwiniecie ¥/3 w utamek aficuchowy ma okres?



Wyklad 5

Przeliczalnoscé,
nieprzeliczalnos¢
1 liczby kardynalne

Liczby naturalne stuza do liczenia (jeden, dwa, trzy, ... ), do porzadkowania
(pierwszy, drugi, trzeci, ... ), a takze — raczej przypadkowo — do mierzenia;
np. odlegto$é moze wynies¢ 100 metréw. Jest to rola doéé przypadkowa, gdyz
przy mierzeniu zawsze pojawiaja sie one jako zaokraglenia liczb rzeczywistych.

W latach siedemdziesiatych XIX w. Georg Cantor odkryl, ze mozna rozszerzy¢
pojecie liczby naturalnej tak, aby nowe liczby okreslaly liczebnos¢ zbioréw
nieskoniczonych (liczby kardynalne) czy tez typ uporzadkowania takich zbioréw
(liczby porzadkowe). Dalej zajmiemy sie tylko liczbami kardynalnymi.

5.1 Przeliczalnosé, nieprzeliczalnosé

i hipoteza continuum

Zbiory przeliczalne i przeliczalnosé zbioru liczb wymiernych - Nieprzeliczalnosé
zbioru liczb rzeczywistych - Hipoteza continuum - Zadania

Z pozoru liczb wymiernych jest duzo wiecej niz liczb naturalnych. Jednakze

Cantor wykazal, ze jest ich tyle samo. Dopiero liczb rzeczywistych jest wiecej.
Odkrycie to zapoczatkowalo rozwdj nowej gatezi matematyki: teorii mnogosci.

38
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Zbiory przeliczalne i przeliczalnos$¢ zbioru liczb wymiernych
Spoéjrzmy na ponizsze przyporzadkowanie:

1 2 3 4 5 6 ...
bl
1 -1 2 -2 3 -3 ...

O — O

Widzimy, ze pomiedzy liczbami naturalnymi a catkowitymi istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$é: réoznym liczbom naturalnym odpowiadaja rézne
liczby catkowite, przy czym kazda liczba catkowita ma swéj numer.

Jezeli elementy nieskonczonego zbioru A mozna w podobny sposéb ponume-
rowaé liczbami naturalnymi, to méwimy, ze A jest zbiorem przeliczalnym.
Tak wiec zbiér liczb catkowitych jest zbiorem przeliczalnym.

Okazuje sie, iz takze zbior liczb wymiernych jest zbiorem przeliczalnym. Po-
nizszy rysunek pokazuje, jak poruszajac sie po nieskonczonej tamanej mozemy
obejé¢ kolejno punkty (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), (=1,1) ....

Yi

Jezeli w punkcie (p,q), gdzie ¢ # 0, umiescimy liczbe p/q, to otrzymamy
ponumerowanie wszystkich liczb wymiernych. Jednak niektére punkty odpo-
wiadaja utamkom wcze$niejszym, np. punkty (4,2) i (2,1) odpowiadaja temu
samemu ulamkowi. Aby otrzymaé poprawng numeracje liczb wymiernych wy-
starczy pomijaé¢ punkty odpowiadajace takim powtorzeniom. W konsekwencji
otrzymamy nastepujaca numeracje liczb wymiernych:
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Nieprzeliczalno$¢ zbioru liczb rzeczywistych

Wykazemy teraz, ze zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny. Poniewaz ta-
two wykazaé, ze suma dwu zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym,
wiec wynika stad, iz takze liczb niewymiernych jest nieprzeliczalnie wiele.
Przypuéémy, ze zbior liczb rzeczywistych mozna ponumerowac liczbami na-
turalnymi, R = {ag, a1, az,as,...}. Niech Iy bedzie dowolnym domknietym
przedzialem dlugosci 1 takim, ze ag ¢ Ip. Podzielmy go na trzy przedzialy
domkniete, jak na rysunku ponizej.
Io
i 3
| ai Q ; | ao

I

Przynajmniej jeden z nich, nazwijmy go I; nie zawiera liczby a;. Podobnie,
dzielac I; znajdziemy I tak, ze ag ¢ I. Postepujac podobnie otrzymujemy
ciag przedziatéw, jak w lemacie Cantora, przy czym dlugosé I, jest réwna
1/3™. Z lematu Cantora wynika, ze istnieje liczba a nalezaca do czesci wspdlnej
tych przedzialéw. Jest ona rézna od wszystkich liczb a,, gdyz

a€l,, ale an & I,.

Sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze ciag a,, zawiera wszystkie liczby rzeczywiste.

Hipoteza continuum

Juz Cantor postawil hipoteze — znana dzi$ jako hipoteza continuum — ze
kazdy nieskonczony podzbior prostej jest przeliczalny albo réwnoliczny z R.
W roku 1963 Paul Joseph Cohen wykazal, ze hipoteza ta jest niezalezna od
standardowych aksjomatéw teorii mnogosci: wychodzac od podstawowych in-
tuicji pojecia zbidr nie da sie ani tej hipotezy udowodnié, ani obalié.

Zadania
1. Zapisz wzorem algebraicznym funkcje f : N — Z. Zapis moze zawieraé¢ nawias klamrowy.
2. Wykaz, ze ptaszczyzny nie mozna pokry¢ przeliczalnym zbiorem prostych.
3. Iloczynem albo produktem kartezjanskim zbioréw A, B nazywamy zbidr
A x B={(a,b):a€ A,bc B}.

Wykaz, ze iloczyn kartezjanski dwu zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny. Uzasadnij, ze
podobnie jest dla iloczynu skonczenie wielu zbiorow przeliczalnych.

4. Wykaz, ze przeliczalna suma zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym. Wywnio-
skuj stad, ze zbiér ciagéw skonczonych o wyrazach ze zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.
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Ry
5. Uzasadnij, ze funkcja f(k,m) = 2%(2m + 1) — 1 jest bijekcja N x N na N.

6. Wykaz, ze kazda rodzina parami roztacznych otwartych przedzialéw prostej jest przeli-

czalna.

5.2 Liczby kardynalne i twierdzenie Cantora

Rownoliczno$é i liczby kardynalne - Twierdzenie Cantora - Zadania

Skoro nie wszystkie zbiory nieskonczone sg réwnoliczne, to mozna poréwnywaé
ich wielkosci. Stuza do tego liczby kardynalne.

Roéwnolicznosé i liczby kardynalne

Moéwimy, ze zbiory A oraz B sa réwnoliczne, jezeli istnieje bijekcja (tzn.
funkcja réznowartosciowa i ,na”)

f:A— B.

Liczebnos$¢ — inaczej moc — zbioru skoficzonego wyraza sie liczba naturalna.
Moc zbioru pustego to 0, moc zbioru jednoelementowego to 1, itd. Liczby
kardynalne to moce zbioréw dowolnych. Sa nimi zatem liczby 0, 1, 2, 3, ...,
ale takze moce zbioréw nieskonczonych, np.

moc N = Ny, (czyt. alef zero), moc R = ¢, (czyt. kontinuum).

Moc zbioru X bedziemy oznacza¢ symbolem #X. Liczby kardynalne mozna
poréwnywaé. Méwimy, ze

#A S #B,
jezeli istnieje funkcja réznowartosciowa f : A — B. Naturalnie ostra nieréw-
nosé #A < #B oznacza, ze #A < #B, ale #A # #B. Dowodyzi sie, ze relacja
< zachowuje sig, jak zwykta nieréwno$é. W szczegdlnosci, jezeli #A < #B
oraz #B < #A, to #A = #B.

Na liczbach kardynalnych mozna tez wykonywaé dzialania arytmetyczne: do-
dawanie, mnozenie i potegowanie. Nie bedziemy sie tym zajmowac, ale odno-
tujemy jedna z waznych praw arytmetyki liczb kardynalnych. Dla dowolnych
zbioréw nieskonczonych A, B

#(AU B) = max(#A, #B).

Fatwo stad wywnioskowaé, ze zbior liczb niewymiernych ma moc continuum

(p. zad. 9).
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Moc ptaszczyzny i innych R”

Wykazemy teraz, ze zbiory punktéw prostej i ptaszczyzny sg rownoliczne. Gdy
Wactaw Sierpinski — jeden z twércow polskiej szkoty matematycznej — odkryt
ten zadziwiajacy fakt, zainteresowal sie teoriag mnogosci.

Oczywiscie #R < #R2. Pozostaje wykazaé, ze #R? < #R.

Zauwazmy najpierw, ze prosta R jest réwnoliczna z przedzialem (0, 1). Istotnie,
zadana bijekcja jest
ctgmx : (0,1) — R.

Wystarczy zatem, gdy pokazemy, ze #(0,1)? < #(0,1). Odpowiednim prze-
ksztalceniem réznowartosciowym jest

(O, aijaszasg . .., O, b1b2b3 . ) — 0, a1b1a2b2a3b3 P

Tak wiec plaszczyzna R? jest zbiorem mocy continuum. W podobny sposéb
dowodzi sig, iz takze inne przestrzenie R™ dla n € N sg mocy continuum.

Twierdzenie Cantora

Czyzby zatem istnialy tylko dwie nieskonczone liczby kardynalne? Nie, z twier-
dzenia Cantora wynika, ze jest ich nieskonczenie wiele.

Dowdd ponizszego zasadniczego twierdzenia nawiazuje do stawnego paradok-
su ktamcy. Zastanow sie, czy zdanie ,/To zdanie jest falszywe” jest zdaniem
prawdziwym czy falszywym.

TWIERDZENIE 5.1 (Cantora)
Dla dowolnego zbioru X zachodzi nieréwnosé

#X < #P(X),
gdzie P(X) to rodzina wszystkich podzbiorow X .

DowOD: Oczywiscie #X < #P(X). Wystarczy zatem wykazaé, ze zadna
funkcja f : X — P(X) nie jest surjekcja. W tym celu rozwazmy podzbiér

A={ze X :z ¢ f(x)}.
Przypusémy, ze f jest surjekcja, zatem A = f(a) dla pewnego a € X. Wéwczas
acA<=a¢ fla) = a¢ A

Zatem a nalezy do A wtedy i tylko wtedy, gdy a nie nalezy do A. Sprzecznosé.

Jezeli X ma moc m, to moc P(X) oznaczana jest symbolem 2™. Dowodzi sig,
ze #P(N) = ¢, czyli 2% = c.
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Zadania

7. Wykaz, ze kazdy przedzial otwarty (a,b) jest réwnoliczny z przedziatem (0, 1), a wigc ma
moc ¢. Wywnioskuj stad, ze te samg moc maja tez inne niejednopunktowe przedzialy.

8. Wskaz injekcje f : X — P(X).
9. Wykaz, ze zbiér liczb niewymiernych ma moc continuum.
10. Czy istnieje zbiér o mocy wigkszej niz moc N, P(N), P(P(N) itd.?
& 00
11. Uzasadnij, ze |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja f : B — A.

12.* Nieskoniczone podzbiory N nazwiemy prawie roztagcznymi, jezeli ich czg$é wspélna jest
zbiorem skonczonym. Wykaz, ze istnieje rodzina mocy ¢ nieskoiczonych podzbioréw N pa-
rami prawie roztacznych.

5.3 O liczbach przestepnych

Liczby algebraiczne i liczby przestepne - Dowdd istnienia liczb przestepnych -
Zadanie

Liczby kardynalne sa interesujace i wazne same przez sie, ale juz pierwsza praca
Cantora na ich temat pokazata ich znaczenie dla innych dzialéw matematyki.
Cantor wykazal w niej, ze wigkszosé liczb rzeczywistych to liczby przestepne.

Liczby algebraiczne i liczby przestepne

Liczbe bedaca pierwiastkiem réownania algebraicznego o wspoétczynnikach cal-
kowitych nazywamy algebraiczng. Wszystkie liczby wymierne, a takze v/2,
V24 /3, /5 sa przyktadami liczb algebraicznych. Liczby nie bedace algebra-
icznymi nazywamy przestepnymi. Juz pod koniec XVIII w. przypuszczano,
ze istnieja liczby przestepne. Pierwszy przyklad podal w roku 1844 Joseph
Liouville, ale byta to liczba sztucznie w tym celu skonstruowana. W roku 1873
Charles Hermite wykazal, ze liczba przestepna jest podstawa logarytmu natu-
ralnego e, w roku 1882 Ferdinand Lindemann wykazal przestepno$é¢ n. Kazdy
taki dowdd jest do$é trudny.

Dowéd istnienia liczb przestepnych

Jednak nietrudno wykazaé, ze zbior liczb algebraicznych jest przeliczalny,
a wiec wiekszos¢ liczb rzeczywistych to liczby przestepne.
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Niezerowemu wielomianowi w(x) = a,2™ + ... + a1z 4+ ag o wspolezynnikach
catkowitych przyporzadkujmy jego range

lan| + ... +|ai| + |ag| + n.
Na przyklad wielomiany state 1 oraz —1 maja range 1, wielomiany z, —z, 2,
—2 range 2, a wielomiany

332, —:1:2, 22, 2z, z+1, x—1, —z+1, —x—1, 3, =3

range 3. Nietrudno zauwazy¢, ze wielomianéw o wspdtezynnikach catkowitych
ustalonej rangi jest skonczenie wiele. Niech A, oznacza zbidér pierwiastkéw
wszystkich wielomianéw rangi n. Kazdy z tych zbioréw jest skonczony, gdyz
niezerowy wielomian ma skonczenie wiele pierwiastkow.

Zbiér liczb algebraicznych to
o
U An.
n=1

Pozostaje zauwazy¢, ze przeliczalna suma zbioréw skonczonych jest zbiorem
przeliczalnym. Istotnie, ustawiajac w ciag kolejne elementy zbioréw A;, As,
As, ...wyznaczamy pewng numeracje wszystkich elementéw tej sumy.

Zadania

13. Wykaz, ze kazda z podanych liczb jest algebraiczna:
a) 1+v2 b)) 1+ V2 o) vV2+V3; d) V2+ V3.
14. Jakiej mocy jest zbiér liczb przestepnych?

15. Wiedzac, ze e oraz 7 sa liczbami przestgpnymi wykaz, iz przynajmniej jedna z liczb e+ 7
oraz et jest niewymierna.

5.4 Cantor

Georg Cantor (1845-1918), uczen Weierstrassa. Od roku 1872 az do $mierci
profesor dos¢ prowincjonalnego uniwersytetu w Halle. Starania o profesure
w Berlinie byly konsekwentnie blokowane przez Kroneckera, ktéry wyraznie
nie rozumial znaczenia prac Cantora. Byl matematykiem bardzo aktywnym
spotecznie. Wspdttworzyt i byl pierwszym przewodniczacym Stowarzyszenia
Matematykéw Niemieckich (1890-93). Od potowy lat osiemdziesiatych zaczyna
sporadycznie popadaé¢ w gteboka depresje. Zmart w klinice psychiatryczne;j.

Do historii matematyki przeszedl gléownie jako twoérca teorii mnogosci. Dwa
podstawowe jego odkrycia to nieprzeliczalnos¢ R i dowdd réwnolicznosci pro-
stej z pltaszczyzna. Ten ostatni wynik doprowadzil do powstania teorii wy-
miaru. Cantor jest tez autorem jednej z dwu podstawowych formalizacji liczb
rzeczywistych.



