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Jezeli ludzie nie wierzq, ze matematyka jest prosta, to
tylko dlatego, Ze nie zdajq sobie sprawy, jak skompli-
kowane jest zycie.

John von Neumann, cyt. wg
https:mathshistory.st-andrews.ac.uk

Matematyka jest istotnym skladnikiem naszej kultury.
Ona moze — 14 powinna — stanowié wazny element
wyksztalcenia.

Abe Shenitzer, Teaching mathematics, z tomu
Mathematics Tomorrow, Springer Verlag 1981
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Czym zajmujg sie
matematycy?

W miare wyksztalcony cztowiek styszal co$ o teorii wzglednosci i Einsteinie,
o DNA, o ewolucji i Darwinie, czy o tablicy Mendelejewa. Ale jego wiedza ma-
tematyczna konczy sie na logarytmach, geometrii analitycznej badz poczatkach
analizy, czyli na matematyce XVII w. Najglebsze znane ze szkoly twierdzenia
— twierdzenie Pitagorasa i wzor na objetos¢ kuli — maja ponad 2200 lat,
a nazwiska Eulera, Galois czy Riemanna z niczym sie nie kojarza.

Absolwent szkoty éredniej moze sobie wyobrazi¢, czym zajmuje sie fizyk, biolog
czy historyk. Ale nawet absolwent wyzszej uczelni nie bardzo wie, co wtasci-
wie robi matematyk. Niniejsza ksiazka powinna da¢ pewne wyobrazenie
o tym, czym zajmowali si¢ matematycy przez ostatnie 400 lat, miejscami do-
chodzi do tematyki uprawianej wspétczesnie.

Ksigzka przeznaczona jest dla osob, ktére nie zajmujg sie matematyka za-
wodowo, ale chcialyby zorientowaé sie, czym zajmuja sie matematycy. Przy-
jatem zalozenie, ze taki Czytelnik nie ma powodu by przedziera¢ sie przez
skomplikowane rachunki czy tez §ledzi¢ dluzsze subtelne rozwazania. Czytel-
nik, ktéry uzna, ze zadania i material ksigzki sa za latwe moze siegna¢ do
mojego Dyskretnego uroku matematyki — ksiazki obszerniejszej i glebsze;j.

Wsréd Czytelnikow znajda sie prawdopodobnie inzynierowie, ekonomisci, fi-
lozofowie czy uczniowie starszych klas szkot srednich. Pisatem te ksiazke z na-
dzieja, ze zainteresuje ona tez niektérych architektéw, biologéw, historykow
i innych odbiorcéw mniej typowych dla tej tematyki.

Kazdy z wykladéw opowiada o jakim§ waznym problemie czy waznej
tematyce. Pozwola one zorientowaé sie, jak w matematyce pojawiaja sie¢ nowe
problemy badawcze, jak matematyka rozwija si¢ przez wnikliwe studiowanie
waskiej tematyki czy tez dostrzeganie nowych aspektéw starych dyscyplin.

xi



Pokazujemy tez przyktady nowych ciekawych probleméw, ktére pojawily sie
w drugiej potowie XX wieku.

Kolejne czesci sg niezalezne od pozostatych, a poziom trudnosci zazwyczaj
nieco rosnie w obrebie kazdej z nich. Czytelnik, ktéry zgubi sie czytajac jakis
wykltad moze bezpiecznie przejs¢ do lektury kolejnej czesci. Wyjatek stanowi
czes¢ VI, ktérej lektura wymaga znajomosci wyktadéw 10, 12 i 14. Podroz-
dzialy oznaczone gwiazdka mozna opusci¢ bez szkody dla dalszej lektury.

Powszechnie wiadomo, ze matematyka ma rozlegle zastosowanie w fizyce oraz
innych naukach przyrodniczych i technicznych, a ostatnio coraz czesciej takze
w naukach spotecznych. Ale zastosowania te wymagaja zazwyczaj znacznie
bardziej zaawansowanej matematyki i pewnego wyksztalcenia w dyscyplinie,
do ktorej matematyke sie stosuje. Dlatego o zastosowaniach wspominamy spo-
radycznie, tylko tam, gdzie mozna bylo to zrobi¢ bez wyraznego wydluzania
tekstu.

Zadania sg zazwyczaj bardzo proste, umozliwiaja Czytelnikowi sprawdzenie,
na ile zrozumial zasadniczy tekst wykladu. Zadania po potréjnym symbolu
karo moga wymagaé pomystu, ale rozwigzanie jest prawie zawsze krotkie.

Uczciwie zaznaczmy, ze wybodr tematyki jest tendencyjny. Co prawda chwilami
mowimy o matematyce niemal wspolczesnej, ale ograniczamy sie do proble-
méw zrozumialtych dla niespecjalisty. Przewazajaca cze$¢ matematyki ma cha-
rakter hermetyczny: nawet préba wyjadnienia tematyki matematykowi o innej
specjalnosci czesto konczy sie niepowodzeniem.

Indeks nie obejmuje nazwisk, ktére pojawity sie wylacznie w konicowej notce
o polskiej szkole matematycznej ze wzgledu na luzny zwiazek notki z reszta
ksiazki.

RN

Wydawanie ksiazek matematycznych adresowanych do niematematykow jest
zajeciem — delikatnie rzecz ujmujac — ryzykownym. Dzigkuje moim Kolegom-
Wydawcom Marianowi Gewertowi i Zbigniewowi Skoczylasowi, ze gotowi byli
to ryzyko podjaé¢. Dziekuje im réwniez za trud wlozony w redakcje jezykowsa
i merytoryczng oraz przygotowanie rysunkéw. Z praktyki wiadomo, ze nawet
przy najstaranniejszej redakcji jakie$ btedy pozostaja. Oczywiscie odpowiada
za nie wylacznie autor.

Wroctaw, 7 czerwca 2022 Marek Zakrzewski
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... postanowitem ponumerowac swoje rozdzialy liczbami
pierwszymi 2, 3, 5, 7, 11, 13 i tak dalej, poniewaz je lubie.

Mark Haddon, Dziwny przypadek psa nocng porg,
Swiat Ksigzki, 2003, przekt. Matgorzata Grabowska

Osobie dalekiej od matematyki moze wydawaé sig, ze matematyka to nauka
o liczbach i figurach. Taki obraz odpowiada temu, czym byla matematyka
niemal dwa i poét tysigca lat temu. W istocie, najwazniejszy traktat matema-
tyczny wszech czaséw — FElementy Fuklidesa, powstale ok. roku 300 p.n.e. —
poswiecony jest w calodci geometrii i arytmetyce.

Arytmetyka w takim ujeciu, jak u Euklidesa nazywa sie dzi$ arytmetyka teore-
tyczna albo teorig liczb. Najstawniejszym arytmetycznym twierdzeniem FEle-
mentow jest twierdzenie Euklidesa: Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierw-
szych. Jednak Elementy to przede wszystkim geometria. Najwazniejszym trak-
tatem starozytnosci poswieconym giéwnie arytmetyce byla zapewne Arytme-
tyka Diofantosa (ok. 250 n.e.).

Chociaz wspélczesna matematyka bardzo odeszta od liczb i figur, wciaz zywe sa
problemy, ktére mogtby postawié¢ wnikliwy Czytelnik przy lekturze Elementow
czy Arytmetyki Diofantosa. Nasze wyklady nawiazuja w pewnym stopniu do
tematyki obu traktatéw, z drugiej za$ strony zahaczaja o wspotczesnosé.

ARV

Pomiedzy czasami Diofantosa a wiekiem XVII teoria liczb rzadko byta przed-
miotem powaznego zainteresowania. Zywa dyscypline uczynil z niej dopiero
Fermat (1601-65). Fermat wskazal najciekawsze tematy i sformulowal wiele
hipotez. Najstawniejsza z nich, odnotowana na marginesie Arytmetyki Diofan-
tosa gtlosi, ze dla n > 3 rownanie

nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach naturalnych.

Chociaz prawdziwy renesans teorii liczb zaczal sie dopiero 70-80 lat pdZniej
wraz z Eulerem, to wiekszo$é prac Eulera, Lagrange’a, Legendre’a, Gaussa
i wielu matematykéw poédzniejszych nawiazywala do zainteresowan Fermata.
A w roku 1993 Andrew Wiles wykazal prawdziwosé hipotezy Fermata (uzu-
pelnienie luki w dowodzie wspélnie z Richardem Taylorem, rok pézniej).



Wyktad 1

Liczby pierwsze

Teoria liczb zajmuje sie wlasnoéciami liczb naturalnych, tzn. liczb 1, 2, 3, ...,
czesto zalicza sie do nich réwniez zero. Szczegdlna role w teorii liczb odgry-
waja liczby pierwsze. Sa czym$ w rodzaju cegietek, z ktérych zbudowane sa
dodatnie liczby naturalne. Przypomnijmy, ze liczba pierwsza to liczba, ktora
ma doktadnie dwa dzielniki: 1 i sama siebie. Liczba ztozona to liczba, ktéra
ma wiecej niz dwa dzielniki. Liczba 1 nie jest ani liczbg pierwsza, ani ztozona.

Liczby pierwsze sg przedmiotem bezinteresownej fascynacji matematykéw, jak
tez podstawa wszelkich zastosowan teorii liczb.

1.1 Twierdzenie Euklidesa i sito Eratostenesa

Twierdzenie Euklidesa - Sito Eratostenesa - Zadania

Okoto 2300 lat temu Euklides wykazal, ze liczb pierwszych jest nieskoficzenie
wiele, a niedlugo potem Eratostenes pokazal, jak ,wylowié¢” wszystkie liczby
pierwsze za pomocg algorytmu znanego dzi$ jako sito Eratostenesa.

Twierdzenie Euklidesa

To proste twierdzenie jest podstawowym twierdzeniem calej teorii liczb.

TWwIERDZENIE 1.1 (Euklidesa)
Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

DowOD: Przypusémy, ze jest ich skoniczenie wiele: py, po, ..., pn. Rozwazmy
liczbe
N=pip2...pn + 1.



4 Wyktad 1. Liczby pierwsze

Liczba ta jest liczba pierwsza albo ma pewien inny dzielnik pierwszy. Dziel-

nikiem tym nie moze by¢ zadna z liczb p1, po, ..., pn, gdyz N przy dzieleniu
przez ktérakolwiek z nich daje reszte 1. Zatem istnieje jeszcze jakas inna liczba
pierwsza. Sprzecznosé z zalozeniem, ze pi, pa, ..., Pp S8 wszystkimi liczbami

pierwszymi. Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.

Sito Eratostenesa

Aby znalezé wszystkie liczby pierwsze mniejsze od ustalonej liczby nalezy po
prostu odsiaé wszystkie zlozone i oczywiscie jedynke. Stuzy do tego sito Era-
tostenesa. Eratostenes byt aleksandryjskim uczonym z I1I w. p.n.e. Dzi$ pa-
mietamy go przede wszystkim jako tego, ktéry obliczyl dlugo$é poludnika.
A dla matematykow jest on gléwnie odkrywcy sita.

Zasade dziatania sita Eratostenesa opiszemy na przyktadzie. Wypiszmy
wszystkie liczby naturalne od 2 do 45.

© 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

Pozostawmy 2 (jest liczba pierwsza) i skreslmy wszystkie pozostale parzyste,
posuwajac sie¢ krokiem co 2. Otrzymamy wéowczas:

o 2 3 o 5 o 7 o 9 o 11 o 13 o 15
o 17 o 19 o 21 o 23 ¢ 25 o 27 o 29 o
31 ¢ 33 ¢ 35 o 37T o 39 ¢ 41 o 43 o 45

Najwczesniejsza liczba nieskreslona (oprécz oczywiscie 2) jest 3. Pozostaw-
my ja — to kolejna liczba pierwsza — i skre§lmy wszystkie krotnosci tréjki,
posuwajac sie krokiem, co 3.

Otrzymamy:

<o 2 3 o 5 o 7 S o o 11 o 13 o o
o 17 ¢ 19 o o ¢ 23 o 25 o o o 29 o
31 ¢ ¢ o 35 o 37T o o o 41 o 43 o o

Na tym etapie pozostawiamy 5 — kolejna liczba pierwsza, po czym, posuwajac
sie krokiem co 5 skreslamy krotnosci 5:

<o 2 3 o 5 o 7 o o o 11 o 13 o o
o 17 ¢ 19 o o o 23 o o o o o 29 o
31 o o o o o 37T o o o 41 o 43 o o



1.2. Kilka pytan o liczby pierwsze 5)

Zauwazmy, ze liczba zlozona n musi mieé¢ dzielnik mniejszy badz réwny /n.
Jesli bowiem n = pq, a czynnik p > /n, to ¢ < y/n. Dlatego przesiewanie kon-
czymy, gdy osiagniemy /n. W tym przypadku opisany krok byt juz ostatnim,
gdyz 7 > v/45. Efektem takiego przesiewania jest zatem ponizsza lista liczb
pierwszych ponizej 45:

2,3,5,7,11,13,17, 19,23, 29, 31, 37, 41, 43.

Algorytm ten nie jest praktyczny, ale pewne zaawansowane rozumowania
wspolczesnej teorii liczb wciaz do tej prostej techniki nawiazuja.

Zadania

1. Po ilu iteracjach sita Eratostenesa otrzymamy wszystkie liczby pierwsze ponizej 1007

& 00
2. Dokoricz ponizszy dowdd (Th. Stjeltjes, 1890) twierdzenia Euklidesa: Zaldzmy, zZe jest tylko
skonczenie wiele liczb pierwszych: p1, p2, p3, - .., Pk. Rozpatrzmy liczbe N = p1+pa2ps ... pk.

1.2 Kilka pytan o liczby pierwsze

Hipoteza Goldbacha - Liczby blizniacze - Ciggi arytmetyczne liczb pierwszych
- Zadania

Najtrudniejsze otwarte problemy teorii liczb dotycza liczb pierwszych. Wiele
z nich tatwo wyjasni¢ juz uczniowi szkoly podstawowej, ale nawet uzyskanie
wynikow czesciowych wymaga stosowania zaawansowanego aparatu matema-
tycznego.

Hipoteza Goldbacha

Liczby pierwsze definiowane sa za pomocg mnozenia. Dlatego niemal kazdy
problem wiazacy liczby pierwsze z dodawaniem jest trudny. Najstynniejszym
przyktadem takiego problemu jest hipoteza Goldbacha. Glosi ona, ze kazda
liczba parzysta wieksza od 2 jest sumg dwu liczb pierwszych. Na przyktad

4=2+2, 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7, 12=5+T.

Hipoteze te postawil w licie do Eulera (1742) Christian Goldbach.



6 Wyktad 1. Liczby pierwsze

Hipoteza Goldbacha wciaz pozostaje hipoteza, ale przez ostatnie blisko 100
lat osiagane byty wyniki czesciowe. Juz w roku 1930 rosyjski matematyk Lew
Sznirelman wykazal, ze kazdg liczbe naturalna mozna przedstawi¢ w postaci
sumy co najwyzej N skladnikéw pierwszych, gdzie N jest pewng stalg mniejsza
niz 800 000.

Bezposrednia konsekwencja hipotezy Goldbacha jest tzw. staba hipoteza
Goldbacha: Kazda liczba nieparzysta wigksza od 5 jest suma trzech liczb
pierwszych. Rzeczywiscie, kazda taka liczbe mozna przedstawi¢ w postaci
3 + 2k, gdzie k > 2, a na mocy hipotezy Goldbacha 2k jest sumg dwu liczb
pierwszych.

Staba hipoteza Goldbacha okazata sie problemem tatwiejszym. Juz w roku
1937, inny Rosjanin, Iwan Winogradow wykazal, Zze jest ona prawdziwa dla
wszystkich liczb wigkszych od pewnej statej C. Teoretycznie, wystarczyto za-
tem sprawdziC jeszcze wszystkie przypadki ponizej C, aby uzyskaé¢ peilny do-
wod tej stabszej hipotezy Goldbacha. Ale wartos¢ stalej C' (wyliczona kilka lat
p67niej) wynosi okoto

6816»038 ~ 8 .10%008 6597

wiec jasne jest, ze takie podejscie nie bytoby realistyczne.

Pelny dowdd stabej hipotezy Goldbacha przedstawit w roku 2013 peruwianski
matematyk Harald Helfgott. Wynika stad w szczegdlnosci, ze kazda liczba
naturalna wieksza od 3 da sie przedstawi¢ w postaci sumy czterech lub mniej
liczb pierwszych (p. zad. 6).

Liczby blizniacze

Pare liczb pierwszych postaci p, p + 2 nazywamy liczbami bliZzniaczymi.
Przyktadem sa pary 3-5, 5-7 czy 11-13. Od czaséw starozytnosci przypuszcza
sie, ze par takich jest nieskonczenie wiele, ale do niedawna nawet na horyzoncie
nie byto widaé cienia dowodu.

Jednak w kwietniu 2013 chinski matematyk Yitang Zhang uzyskal wyraznie
stabszy rezultat: pokazal, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb pierwszych
rézniacych si¢ o mniej niz 70 milionéw. Mogloby sie wydawaé, ze tak staby
wynik jest nieistotny, ale wskazal on droge do dalszych badan.

Juz w lipcu tegoz roku te odlegtosé zmniejszono do 5000 (Terence Tao, Austra-
lijezyk chinskiego pochodzenia, i uczestnicy Polymath Project), w listopadzie
ponizej 600, w kwietniu 2014 do 246.
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Z perspektywy zycia akademickiego Yitang Zhang jest postacia niezwykta. Od
czasu doktoratu przez wiele lat nie mial kontaktéw zawodowych ze Srodowi-
skiem akademickim. Pracowal w instytucjach dla naukowca skrajnie nietypo-
wych, jak np. restauracje czy motele.

Ciagi arytmetyczne liczb pierwszych

Trojka liczb 3, 5, 7 jest przyktadem ,trojaczkéw” liczb pierwszych. Nietrudno
wykazaé, ze innej takiej tréjki nie ma.

Rzeczywiscie, kazda z liczb p, p + 2, p + 4 daje przy dzieleniu przez 3 inna
reszte. Resztami sg 0, 1, 2, wiec jedna z tych reszt jest zero. Tak wiec ktéras z
trzech liczb musi by¢ réwna 3, a skoro wszystkie muszg by¢ pierwsze, to p = 3.

Oznacza to, ze nie ma innego trojwyrazowego ciggu arytmetycznego o réznicy
2 zlozonego z liczb pierwszych. Podobne i dluzsze ciagi o wiekszej réznicy
istnieja. Na przyktad

5,11,17,23,29

jest ciagiem o roznicy 6. Konstruowanie odpowiednio dtugich ciggéw arytme-
tycznych liczb pierwszych to rzecz nietatwa. Obecnie (maj 2022) najdiuzszy
taki ciag ma 27 wyrazéw, skonstruowany zostal przez Roba Gahana (2019).
Przez wiele lat kolejne rekordy nalezaly do wroctawskiego matematyka Jaro-
stawa Wroblewskiego.

W roku 2004 Ben Green i Terence Tao wykazali, ze istnieja dowolnie dlugie
skonczone ciggi arytmetyczne ztozone z liczb pierwszych. Z drugiej strony
tatwo pokazaé, ze nie ma nieskonczonego ciaggu o tej wlasnoéci.

Zadania
3. Na ile sposobéw liczbe 44 mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwu liczb pierwszych?
4. Wskaz wszystkie pary liczb blizniaczych ponizej 30.

R

5. Uzasadnij, ze dla n > 2 kazda z liczb n! + 2, n! + 3, ..., n! + n jest zlozona. Wywnioskuj
stad, ze nie ma nieskonczonego ciagu arytmetycznego ztozonego z liczb pierwszych.

6. Wykaz, ze ze stabej hipotezy Goldbacha wynika, iz kazda liczba naturalna wicksza od 3
jest suma czterech lub mniej liczb pierwszych.

7. Pokaz, jak z hipotezy Goldbacha wywnioskowaé twierdzenie Czebyszewa: Dla n > 2 pist-

nieje liczba pierwsza wieksza od n, a mniejsza od 2n.



Wyktad 2

Granica, logarytm naturalny
1 rozmieszczenie liczb
pierwszych

Do XVII w. teoria liczb kojarzyla sie gtéwnie z algebra, czasem z geometriag
— przykladem tréjki pitagorejskie czy liczby wielokatne (p. str. 18). Ale od
polowy XVIII w. teoria liczb wykorzystuje tez coraz czeSciej metody anali-
zy. Najstarszym wynikiem laczacym obie dyscypliny jest twierdzenie Eulera
(p. str. 75). Tu oméwimy kilka klasycznych wynikéw uzyskanych metodami
analizy pochodzacych z wieku XIX.

2.1 Pojecie granicy i logarytm naturalny

Stata e i pojecie granicy - Logarytm naturalny - Zadania

Czesto uwaza sie, ze granica oddzielajaca matematyke elementarna od wyz-
szej jest pojecie granicy. W istocie juz teraz okaze si¢ ono potrzebne do zde-
finiowania logarytmu naturalnego, a w réznych formach pojawi sie tez przy
wprowadzaniu takich pojeé jak pochodna i calka.

Stala e i pojecie granicy

Rozwazmy ciag

1\"

Fatwo obliczyé jego poczatkowe wyrazy:

1\2 1\3
a; =2, a2:<1—|—§> = 2,25, a3:(1—|—§) ~ 2,370,...

8
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Mozna wykazaé, ze jest to ciag rosnacy. Aby lepiej zrozumie¢ jego zachowanie
spOjrzmy na dalsze wyrazy:

n 141 (1+4)
10 1,1 259374246, ..
100 1,01 2,70481383. ..
1000 1,001 2,71692393. ..

1000 000 1,000001  2,71828047. ..
1000000000 1,000000001 2,71828183. ..

Im dalsze wyrazy ciaggu rozwazamy, tym bardziej przekonujemy sie, ze wyra-
zy ciagu zblizaja si¢ do granicznej liczby 2, 71828183.... Te graniczna liczbe
oznaczamy symbolem e.

Formalnie zapisujemy to wzorem

1 n
e = lim (1 + —) .
n—o00 n

Symbol lim jest skrétem tacinskiego stowa limes — granica. Méwi nam ona do
jakiej wartosci zblizaja sie wyrazy ciagu przy n dazacym do nieskonczonosci.

Nie kazdy ciag ma granice, np. wyrazy ciagu (—1)" przyjmuja na przemian
dwie wartosci 1 i —1 do zadnej nie dazac.

Rozwazany wyzej ciag zbiega do e bardzo powoli. Przyblizona wartos¢ e latwiej
oblicza¢ korzystajac z innej zaleznosci:

o (1Ll 10 1
e=m Uttty ot

Juz szosty wyraz

11 1 1 1
Lt g+ttt

1
1 Pt =2, 718056

6!

daje poprawne trzy cyfry po przecinku. Wyraz 11-ty daje doktadnoéé¢ taks jak
miliardowy wyraz ciggu definiujacego e.

Logarytm naturalny

Logarytmem naturalnym nazywamy logarytm o podstawie e, czyli dla
a> 0
Ina = log, a.
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Na tym etapie nie widaé, dlaczego jest on naturalny. Zrozumiemy to po wpro-
wadzeniu pochodnych i calek.

Przypomnijmy, ze logarytm (przy dowolnej podstawie) iloczynu jest suma lo-
garytmow. W szczegdlnosci

In(ab) =Ina +Inb,

a w konsekwencji

Ina” =nlna.

Zadania

1. Dokoncz obliczenia:

. n \" . 1 n—l 1 .
nlggo(n—l) _nlggo(l—’_n—l) (1+n—1)_”'

lim (1 - l) .
n— oo n

2. Uzasadnij, ze ciag In 10" jest ciggiem arytmetycznym i znajdz jego réznice.

Znajdz granice

2.2 Rozmieszczenie liczb pierwszych

Twierdzenie o rozmieszczeniu liczb pierwszych - Oszacowanie Gaussa i loga-
rytm catkowy - Szacowanie p, - Zadania

Analizujac rozmieszczenie liczb pierwszych posréd liczb naturalnych nietatwo
dostrzec jakakolwiek prawidtowos$é. Odkrycie w XIX w. pewnego tadu w tym
chaosie — twierdzenie o rozmieszczeniu liczb pierwszych — nalezy do najgleb-
szych wynikéw matematyki.

Proste prawa rzadzace rozmieszczeniem liczb pierwszych sformutowali pod ko-
niec XVIII w. niezaleznie Gauss (jako 15-latek, ale wiemy o tym tylko z jego
pé67niejszej korespondencji) i Adrien-Marie Legendre. Obydwaj uczeni starali
sie oszacowac liczbe liczb pierwszych lezacych w przedziale [1,n], dzi§ ozna-
czamy ja symbolem m(n). Chociaz ich szacowania réznily sie w szczegdlach,
kazde z nich jest réwnowazne twierdzeniu, o jakim mowa nizej.
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Twierdzenie o rozmieszczeniu liczb pierwszych (TRLP)

Spdéjrzmy na ponizsza tabele:

n m(n) n/m(n)

10 4 2,5
100 25 40
1000 168 6,0
10 000 1229 8,1

100000 9592 10,4
1000000 78498 12,7
10000000 664579 15,0

Zauwazmy, ze liczby w prawej kolumnie tworza (pomijajac poczatkowe wy-
razy) w przyblizeniu ciag arytmetyczny o réznicy 2,3. Gauss wiedzial, ze
2,3 =~ In 10, wysnul wiec przypuszczenie, iz

n n

) ~ Inn, czyli m(n) ~ —.

TWIERDZENIE 2.1 (Hadamarda - Vallée-Poussina o rozmieszczeniu liczb
pierwszych) Niech w(n) oznacza ilo$é liczb pierwszych mniejszych badZ réow-
nych n. Wowczas

m(n)lnn

lim =1.
n—00 n

Oznacza to, ze dla duzych n zachodzi asymptotyczna réwnosé

Pierwsze kroki na drodze do dowodu poczynili Bernhard Riemann i Pafnutij
Czebyszew w polowie XIX w. Pelny dowdd twierdzenia przedstawili niezaleznie
w roku 1896 francuski matematyk Jacques Hadamard i belgijski Charles de la
Vallée-Poussin, stosujac zaawansowane metody funkcji zespolonych. Chociaz
pézniejsze dowody byly prostsze, to wciaz wychodza poza ramy elementarnego
kursu teorii liczb.

Twierdzenie to fascynowato nie tylko matematykow. Jeden z najbardziej ele-
mentarnych — co nie oznacza najprostszych — dowodéw podal wybitny polski
ekonomista (!) Michal Kalecki. Heurystyczne rozumowanie wyjasniajace, dla-
czego twierdzenie to powinno zachodzi¢ dal fizyk Gustav Hertz (Nobel 1925).



12 Wyktad 2. Granica, logarytm naturalny i rozmieszczenie liczb pierwszych

Oszacowanie Gaussa i logarytm catkowy

Twierdzenie o rozmieszczeniu liczb pierwszych (TRLP) nie méwi, jaki jest btad
oszacowania, ani nie wyklucza istnienia oszacowan doktadniejszych. Gauss roz-
mieszczeniem liczb pierwszych interesowal sie przez calte zycie. Aby zdobyé
doktadniejszg wiedze empiryczng sporzadzil nawet liste liczb pierwszych po-
nizej 3000 000. Laczac obserwacje z teoria zauwazyl, ze wieksza doktadnosé
daje aproksymacja m(z) ~ Li(x), gdzie

[ dt
Li = | —
i(z) e
2
zwanej logarytmem caltkowym.

Poréwnujac wartosci obu funkeji mozna przypuszczaé, ze dla dowolnego x
m(x) < Li(z), czyli m(x) — Li(z) < 0.

Ale w roku 1914 John Edensor Littlewood wykazal, ze roéznica ta zmienia
znak nieskonczenie wiele razy. Tak wiec funkcja Li(z) czasem przeszacowuje
warto$é (x), a czasem niedoszacowuje.

Uczen Littlewooda Stanley Skewes wykazal, ze pierwsza zmiana znaku nastapi
przed

10101034
W roku 2000 pokazano, ze pierwsza zmiana znaku nastapi juz przed 1,4-10316,

Przez lata liczba Skewesa byta najwieksza liczba, jaka w matematyce pojawita
sie w sposéb naturalny. Obecnie wieksze liczby pojawiaja sie w teorii Ramseya
(p. str. 119).

Blad aproksymacji w(x) ~ Li (x) jest §cisle zwiazany z hipoteza Riemanna,
najstawniejszym nie rozwiazanym problemem matematyki.

Szacowanie p,

Pokazemy teraz, ze n-ta liczba pierwsza p, jest rzedu nlnn. W rachunkach
skorzystamy ze spostrzezenia, ze logarytm rosnie duzo wolniej niz jego argu-
ment. Formalnie:

a w konsekwencji takze
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Zastosujmy TRLP do przedziatu [1,nInn]:

nln nlnn n

~

In(nlnn) “Inn+nlhhn 1+ lrllrllr;ln ~n

m(nlon) ~

Zatem
m(nlnn) ~ n.

Oznacza to, ze ponizej nlnn jest w przyblizeniu n liczb pierwszych, wiec p,
jest w przyblizeniu réwna nInn. Chociaz to przyblizenie jest malo doktadne,
to mozna wykazad, ze wraz z n dazacym do nieskonczonosci jego btad wzgledny
dazy do zera.

Zadania

3. Jaki procent wszystkich liczb naturalnych z przedziatu [1, n] stanowia liczby pierwsze, gdy:
a) n = 1000; b) n = 1000000. Jaki blad procentowy otrzymujemy rozwiazujac to zadanie
za pomocg aproksymacji w(n) = n/lnn?

ARV

4. Czebyszew wykazal, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi podwdjna nieréwnosé
n n
0,89 — 1,11—.

’ lnn<ﬂ-(n)< "Tlnn

Wywnioskuj z niej, ze dla takich n pomiedzy n a n? istnieje liczba pierwsza.

2.3 Dwa ,latwe” twierdzenia

Twierdzenie Czebyszewa - Twierdzenie Dirichleta - Zadania

Spoéjrzmy na jeszcze dwa interesujace twierdzenia zwigzane z rozmieszczeniem
liczb pierwszych. Wspomniana w tytule tatwos¢ obu twierdzen jest tylko cze-
$ciowa. Mozna je tatwo sformutowaé, ale same dowody — zwlaszcza twierdze-
nia Dirichleta — sa trudne.

Twierdzenie Czebyszewa

Znaczny postep na drodze do znalezienia dowodu twierdzenia o rozmieszcze-
niu liczb pierwszych uzyskal w potowie XIX w. rosyjski matematyk Pafnutij
Czebyszew. Wykazal on w szczegdlnodci, ze jesli w ogdle granica wyrazenia
m(n)lnn/n istnieje, to musi byé réwna 1. Jak widaé, to kwestia samego ist-
nienia tej granicy stanowilta najwieksza przeszkode do pokonania.

Zanim Czebyszew uzyskal ten wynik udowodnil bardzo proste twierdzenie.
Sama hipoteza wystepuje juz w rekopisach Eulera, ale droga od hipotezy do
twierdzenia rzadko jest latwa.
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TWIERDZENIE 2.2 (Czebyszewa)
Dla dowolnego naturalnego n pomiedzy n a 2n istnieje liczba pierwsza.

Dowdd jest elementarny, ale technicznie do$é skomplikowany. Idea dowodu
polega na tym, aby wykazaé, ze w liczniku wspoélczynnika dwumianowego

2n\  (2n)!
n)  nlnl
pojawia sie jaka$ liczba pierwsza nie wystepujaca w mianowniku. Dowéd ten

uchodzi za jedna z perel matematyki (prawie) elementarnej, czego Swiadec-
twem jest umieszczenie go w Dowodach z Ksiegi®.

Twierdzenie Dirichleta

Zaden wyraz ciggu 6n+15 nie jest liczbg pierwsza, gdyz wszystkie sa krotnoscig
tréjki. Twierdzenie Dirichleta glosi, ze jezeli nie ma tak oczywistej przeszkody,
tzn. pierwszy wyraz ciagu i réznica nieskonczonego ciggu arytmetycznego sa
wzglednie pierwsze, to zawiera on nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

W szczegblnosci, istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych postaci 4n + 1
i nieskonczenie wiele postaci 4n + 3:

9,13,17,29,37,. .. 3,7,11,19,23, ...

Zadania

5. Udowodnij, ze istnieje 100-cyfrowa liczba pierwsza.
6. Czy ciag an, = 1805 + 1859n zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych?

AR

7. Wactaw Sierpinski sformutowal hipoteze, ze dla dowolnego n > 1 kazdy wiersz ponizszej
tabeli zawiera liczbe pierwsza:

1 2 3 n
n+1 n+2 n+3 2n
2n+1 2n 4+ 2 2n+ 3 3n

(n-1n+1 (m—-1n+2 m-1)n+3 .. n?.

Wykaz, ze z hipotezy Sierpinskiego wynika:

a) twierdzenie Czebyszewa,

b) hipoteza Legendre’a gloszaca iz pomigdzy kolejnymi kwadratami wystepuje liczba pierw-
sza.

"Martin Aigner, Giinter M. Ziegler, Dowody z Ksiegi, Wyd. Naukowe PWN, 2004. Ksigzka
zawiera okolo stu dowodéw uchodzacych za szczegdblnie piekne.




