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Wstep

Niniejszy podrecznik jest przeznaczony dla studentéw politechnik. Moga z niego
korzystaé takze studenci wydzialéow fizyki i matematyki uniwersytetow. W ksiazce
omdwiono funkcje zespolone oraz ich zastosowania.

Podrecznik sktada sie z oSmiu rozdziatéw. W rozdziale pierwszym przypominano
podstawowe wiadomosci o liczbach zespolonych i zbiorach na ptaszczyznie zespolonej.
W rozdziale drugim wprowadzono funkcje zespolone oraz oméwiono granice i ciagtosé
takich funkcji. W nastepnym rozdziale wprowadzono pochodne funkcji zespolonej i
omowiono ich wlasnosci. Kolejny rozdzial po$wigcony jest calce funkcji zespolonej i
jej wlasnosciom. Rozdzial piaty zawiera wprowadzenie do szeregéw zespolonych. W
rozdziale sz6stym oméwiono szeregi Laurenta oraz wprowadzono residua i pokazano
ich zastosowanie do obliczania catek. W rozdziale przedostatnim i ostatnim oméwiono
odpowiednio przeksztalcenie Laplace’a i przeksztalcenie Z oraz ich zastosowania do
rozwiazywania rownan rézniczkowych i réznicowych.

W ksiazce material teoretyczny jest ilustrowany odpowiednio dobranymi przykta-
dami. Pomagaja one lepiej zrozumieé¢ wprowadzane pojecia i formulowane twierdzenia.
Przyklady moga stuzy¢ takze jako wzorzec przy samodzielnym rozwiazywaniu zadan
umieszczonych na koncu rozdzialow. Dodatkowo kazdy podrozdzial jest zakonczony
¢éwiczeniami, ktérych przerabianie na biezaco utrwala material. Do wszystkich ¢éwi-
czen i zadan podane sa odpowiedzi lub wskazdwki.

W obecnym wydaniu zmieniono uklad i zakres materiatu. W szczegdlnosci dodano

rozdzial o przeksztalceniu Z. Dotaczono takze nowe przyklady, ¢wiczenia i zadania
oraz rysunki. Ponadto poprawiono zauwazone bledy i usterki.

Jolanta Diugosz



Liczby zespolone

W podreczniku symbole x, y, t zawsze oznaczaja liczby rzeczywiste, a symbole u(x, y),
v(z,y), (t), y(t) — funkcje rzeczywiste zmiennych rzeczywistych.

1.1 Pojecia wstepne

Dla wygody Czytelnikéw przypominamy wiadomosci o liczbach zespolonych wykorzy-
stywane w podreczniku.

Kazda liczba zespolona z ma postaé
z=x+ 1y,

gdzie z,y € R, a i jest jednostka urojona. Ten sposéb przedstawiania liczb zespolo-
nych nazywamy postacia algebraiczng. Liczby « i y nazywamy odpowiednio czescia
rzeczywista i urojona liczby zespolonej z, co zapisujemy Rez =z, Imz = y.

Definicja 1.1. (sprzeZenie liczby zespolonej)
Sprzezeniem liczby zespolonej z = x + iy, gdzie z,y € R, nazywamy liczbe

zZ=x—1y.

Dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie liczb zespolonych definiujemy tak, aby
dzialania te na liczbach rzeczywistych byly szczegdlnym przypadkiem dzialan na licz-
bach zespolonych i by zachowaé ich wlasnosci (przemiennoséé oraz lacznosé dodawania
i mnozenia, rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania). Pamietamy przy tym, ze
i2 = —1. Aby wynik dzielenia przez liczbe z zapisaé¢ w postaci algebraicznej mnozymy
dzielng i dzielnik przez Z. Zbiér liczb zespolonych oznaczamy tradycyjnie przez C.

Przyktad 1.1. Wykonaé¢ dzialania na liczbach zespolonych:

AR aal Gt )
4 (2+1)

(a) (1+2i)(3—2i); (b) (—2 + \/§¢)3; (c)
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Rozwigzanie.
(a) Mamy
(1420)(3-2)=1-3-1-2+2-3—-2i-2=3—2i+6i+4="7+4i
(b) Korzystajac ze wzoru (a + b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b°, otrzymamy
(=24 V3i)® = (—2)° +3(=2)>V3i + 3(-2) (vV3i)” + (V3i)’
= —8+12V/3i + 18 — 3v/3i = 10 + 9v/3i.

(c) Mnozac licznik i mianownik przez sprzezenie mianownika, otrzymamy

3—i (3—i)(2—i) 6—-3i—2—1 5—5i

= = —1-i.
2+i  (2+4)(2—19) 5 5 ‘

(d) Wykonamy najpierw dzialania w liczniku i w mianowniku, a nastepnie dzielenie jak w
poprzednim przyktadzie. Mamy

(5+4)(=14+2)  —5-1+5-2—i-1+2
(2+1)2 B 22 2.2+ 42

=5+ 100—i—2

o A+4i—1

_ —7+9z’_(—7+9i)(3—4z‘)_—7-3+7-4i+9i~3—9i~4z‘_§+£i

3+4i  (3+4)(3—41) 32 — (4i)? 5 5
Przyktad 1.2. Niech z = x + iy, gdzie z,y € R. Wyznaczy¢:
1

a) Re (i2?); b) Im ——.
(@) Re (i2);  (b) Im —
Rozwigzanie.
(a) Mamy

i2? = i(z + iy)2 =1 (x2 + 2izy — y2) = 2zy+1 (x2 — y2) .
Zatem Re (zzQ) = —2zxy.
(b) Dla z # 1 mamy

1 1 z—1—1y _x—=1—-dy  r—1-1y

z—1 x+iy—1 - (x+iy—1)(z—1—1dy) (x—1)2—(iy)2 (xz—1)2+y2"

1 -y
Zatem I = .
atem mz_1 CESEESY

Definicja 1.2. (plaszczyzna zespolona, plaszczyzna Gaussal)

Liczbe zespolona = + iy, gdzie z,y € R, przedstawiamy na plaszczyznie w postaci
punktu o wspélrzednych (z,y) lub wektora o poczatku (0,0) i koncu (x,y). Plasz-
czyzne, ktorej punktom przyporzadkowano liczby zespolone, nazywamy ptaszczyzna
zespolong. W tej interpretacji o§ Ox nazywamy osia rzeczywista, a o Oy osig urojona
i oznaczamy odpowiednio przez Re z i Im z. Zbiér zlozony z plaszczyzny zespolonej i
punktu co. nazywamy plaszczyzna Gaussa.

!Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematyk niemiecki.
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W e —

Rys. 1.1. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej

Uwaga. Plaszczyzne Gaussa mozna utozsamié ze sfera. Wzajemnie jednoznaczne od-
wzorowanie sfery na plaszczyzne Gaussa mozna okresli¢ nastepujaco:

Rozwazmy sfere styczna do plaszczyzny zespolonej w punkcie z = 0. Prosta prostopa-
dla do plaszczyzny zespolonej w punkcie stycznosci przecina sfere jeszcze w jednym
punkcie — nazwijmy go N. Przyporzadkujmy punktowi P sfery punkt z plaszczyzny
zespolonej, w ktérym przecina ja prosta N P. Im blizej punktu N znajduje sie punkt
P, tym dalej od punktu z = 0 jest jego obraz na plaszczyZnie zespolonej. W teo-
rii funkcji zespolonych praktyczne okazalo sie dolaczenie do plaszczyzny zespolonej
punktu oo, ktéry przyporzadkujemy punktowi N na sferze. Opisane tu odwzorowanie
sfery na plaszczyzne Gaussa nazywa sie rzutem stereograficznym.

=
Quin
T ““

Im z

Rez pe

Rys. 1.2. Rzut stereograficzny

Przyktad 1.3. Na ptaszczyznie zespolonej narysowaé zbior liczb zespolonych spelnia-

1
jacych warunek Re — < 1.
z

Rozwigzanie. Dla z = x 4 iy # 0 mamy

1 z T — iy T
Re= = Re—=— = R, -
€7 €z ex2+y2 22 +y2
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Po pomnozeniu obu stron ostatniej nieréwnosci przez z2 + y? > 0 otrzymamy
r < o + y2.

Stad po prostych przeksztalceniach mamy nieréwnos$é réwnowazna
1\2 2
Z) < _Z .
(2) S (x 2) Ty

, . 1 . .1 .
Zatem szukany zbiér to zewnetrze kota o srodku (57 O) i promieniu > wraz z brzegiem, ale

bez punktu O.

Im z

Definicja 1.3. (modul liczby zespolonej)
Modutlem liczby zespolonej z = x + iy, gdzie =,y € R, nazywamy liczbe rzeczywista

|z] = Va?+y2.

Im 2z Im 2

z 22

Wt 2 /
\

‘Z‘ } / |21 — 22|
|
\
} Rez 1 Rez
X
Rys. 1.3. Modut liczby zespolonej Rys. 1.4. Modut réznicy liczb zespolonych

Uwaga. Modul réznicy liczb zespolonych zj, zo jest dlugoscia odcinka laczacego
punkty z1, zo plaszczyzny zespolone;j.

Fakt 1.1. (wlasno$ci modulu)
Niech z, z1, z2 beda dowolnymi liczbami zespolonymi, a n dowolng, liczba naturalna.
Wtedy:

(F1) |z| > 0 oraz |z| =0 <= z = 0;

(F2) [z| =[—z[=z];
(F3) |Rez| < |z, Imz| < |z;
(F4) |z122] = |z1]|22|, wzér ten jest prawdziwy dla dowolnej liczby czynnikéw, w

szczegblnosci mamy |2 = |2|™;
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— :@,oﬂez@;&o;
z9 |22|

(F6) |21+ 22| < |21 + |22].

(F5) |2

Przyktad 1.4. Na plaszczyZnie zespolonej narysowaé zbiory liczb zespolonych spel-
niajacych warunki:
(a) |z —i] < 1; (b)l1<|z4+2—1] <2 (c) liz—2| > 1.

Rozwigzanie. Wykorzystamy interpretacje geometryczng modutu réznicy liczb zespolonych.

(a) Szukany zbiér sktada sie z tych liczb zespolonych, ktérych odlegto$é na plaszczyznie
zespolonej od punktu ¢ jest mniejsza niz 1. Zatem zbiér ten jest wnetrzem kota o srodku w
punkcie ¢ i promieniu 1.

Im z

(b) Poniewaz

1<|z242-4 <2 <= 1< |z —(—2+1)] <2,
wiec szukany zbiér sktada sie z tych liczb zespolonych, ktérych odlegloéé na plaszczyznie
zespolonej od punktu —2 + ¢ jest wieksza niz 1, ale nie wieksza niz 2. Zatem zbiér ten jest
pierscieniem o srodku —2 + ¢ oraz promieniu wewnetrznym 1 i zewnetrznym 2, przy czym
okrag o promieniu 1 nie nalezy do tego pierscienia, a okrag o promieniu 2 nalezy do niego.

Im z

Rez

(c) Poniewaz

liz — 2| =

i(z—Z)‘ i (2 + 20)] = [i] |+ 2i] = | + 2i],
(2

wiec mamy

liz—2| 21 < |z—(=2i)| > 1.

Zatem szukany zbidr sktada sie z tych liczb na pltaszczyznie zespolonej, ktére sa oddalone od
punktu —2¢ nie mniej niz 1.
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Im z

Rez

Definicja 1.4. (argument liczby zespolonej)
Argumentem liczby zespolonej z = x + iy # 0, gdzie x,y € R, nazywamy kazda liczbe
© € R spelniajaca uklad réwnan:

T
COs Y = m,
. Y
Sm @ = m

Przyjmujemy, ze argumentem liczby 0 jest dowolna liczba ¢ € R. Zbiér wszystkich
argumentéw liczby z oznaczamy przez Argz. Argumentem gléwnym liczby z # 0
nazywamy ten jej argument ¢, ktéry spelia warunek: ¢ € (—m, 7). Przyjmujemy, ze
argument gléwny liczby 0 jest réwny 0. Argument gtéwny liczby z oznaczamy przez
arg z.

Uwaga. Argumentem gléwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy miare ¢ kata zo-
rientowanego, utworzonego przez dodatnia cze$¢ osi rzeczywistej Re z oraz promien
wodzacy liczby z, przy czym —m < ¢ < 7.

Im z Im z Im z

\argz Rez ﬁ Rez 3/ Rez

Rys. 1.5. Argumenty liczby zespolonej

Fakt 1.2. (wlasno$ci argumentu)
Niech z # 0 bedzie dowolng liczba zespolona. Wtedy:

(F1) argz = —argz, gdy argz # 7 oraz argz = m, gdy argz = m;
(F2) arg(—z) = argz+4m, gdy —7 < argz < 0, arg(—z2) = argz—m, gdy 0 < argz < m;

1 1
(F3) arg (—) = —argz, gdy argz # 7 oraz arg (—) =, gdy argz = .
z z
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Przyktad 1.5. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory liczb zespolonych spel-
niajacych warunki:

(a) % <argz < g; (b)0<arg(z+2—1) < ?%

Rozwigzanie. Wykorzystamy interpretacje geometryczng argumentu gtéwnego liczby zespo-
l(zr)le%biér spelniajacy podane w przyktadzie warunki sklada sie z liczb zespolonych, kto-

T .
6’ g} . Jest to obszar katowy ograniczony

potprostymi wychodzacymi z poczatku uktadu wspétrzednych i tworzacymi katy % i % z

rych argumenty gléwne zawarte sa w przedziale (

dodatnig czescig osi Re z. Pierwsza z pdlprostych nie nalezy do tego zbioru. Nie nalezy do
niego tez poczatek uktadu wspotrzednych, gdyz arg 0 = 0.

Im z

(b) Podstawmy w = z + 2 — i. Wtedy zbidr spelniajacy warunki
3

0< < =
arg w 1

sklada sie z liczb zespolonych, ktérych argumenty gléwne zawarte sa w przedziale {07 ?%T} .
Jest to obszar katowy zawarty miedzy dodatnia poétosia Rew, a pdlprosta wychodzaca z
poczatku uktadu wspétrzednych i tworzaca z nia kat %Tﬁ (rysunek). Poniewaz z = w — 2 + 4,
wiec zbiér spelniajacy warunki

3
0<arg(z4+2—1) < f
jest okreslonym powyzej obszarem katowym przesunietym o wektor zo = —2 + ¢ (rysunek).
Imw Imz

]

—2+1

Rew Rez
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Cwiczenia (odp. str. 165)
1. Obliczy¢ wartosci wyrazen:
(a) (1=20)+ (3+1); () (VE=i) = (2v2+i);  (c) @+1i)(~4 - 3i);

(@) 1 (©) (20 0 (- 20"

2. Niech z = z + iy, gdzie z,y € R. Znalezé:

—_ ) £ 2
ﬁ; (¢) Re——; (d) Im —.

z—1 F

(a) Re%; (b) Im

3. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory okreslone warunkami:

(a) |z — 2i| = 1; (b)2< |z4+3—1] <3; (o) [(1414)z —2| < 2;
(d) |z — 2i] = Tmz; (e) [z 4i] =z —2; (f) z—1i| <]z —2|.
4. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory okreslone warunkami:

m 37 m o

- < < = —— < - ) < —;
(a) g Sargz< (b) 1 S a8 (z—2+3i) < 6

N
SE

(c) arg(—z) = —; (d) —% <argz

S

1.2 Postac¢ trygonometryczna i wyktadnicza
Przypomnijmy, ze kazda liczbe zespolona z mozna przedstawié w postaci
z=r(cosp+ising),

gdzie r jest jej modultem, a ¢ argumentem. Ten sposéb przedstawiania liczb zespolo-
nych nazywamy postacia trygonometryczna.

Im z

IrSiNE F-mmm e z =1 (cos g + isin )

Rys. 1.6. Interpretacja geometryczna postaci
trygonometrycznej liczby zespolonej

Uwaga. Liczby zespolone rézne od 0, przedstawione w postaci trygonometrycznej, sa
réwne, jezeli ich moduty sa réwne, a argumenty réznia sie o catkowita wielokrotnosé
liczby 2m.
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Fakt 1.3. (mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej)
Niech z = r(cosp+ising), z1 = r1(cospr +isingy), zo = 72 (COS P2 + i sin p2)
beda liczbami zespolonymi w postaci trygonometrycznej oraz niech n bedzie liczba
naturalna. Wtedy:

21 - 22 = 1172 [c0s (@1 + ¢2) + isin (o1 + ¥2)]; (1.1)
? = :—1 [COS (cpl — <p2) + 7sin ((,01 — tpz)] , oile z9 #0; (1'2)
2 2
2" =" (cosng + isinng) — wzér de Moivre’a?.

Inaczej méwiac, przy mnozeniu liczb zespolonych ich moduly mnozymy, a argumenty
dodajemy. Podobnie, przy dzieleniu liczb zespolonych ich moduty dzielimy, a argu-
menty odejmujemy. W szczegdlnosci dla argumentéw gléwnych mamy:

arg (z122) = arg z1 + arg za + 2k dla pewnego k € {—1,0,1};
arg (ﬂ) = arg z; — arg 2o + 2k dla pewnego k € {—1,0,1}.
Z2

Jak pamietamy, jeszcze inng forma przedstawiania liczb zespolonych jest tzw. postaé
wyktadnicza: '

z=re'’,
gdzie 7 jest modulem, a ¢ argumentem liczby z. Jest ona oparta na wzorze Eulera

e'? = cosp + isinp.

e

Rys. 1.7. Interpretacja geometryczna e'?

Fakt 1.4. (mnoz'eme i dzielenie liczb zespolonych w postaci wykladniczej)
Niech z = re'¥, z1 = r1e'¥', 2o = r9e'¥? beda liczbami zespolonymi w postaci wy-
ktadniczej oraz niech n bedzie liczba naturalna. Wtedy:
2129 = rlrgei(‘““”);
‘1

Tl i, — .
= Letv1=92) g ile 1y #0;
22 T2

2Abraham de Moivre (1667-1754), matematyk angielski pochodzenia, francuskiego.
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2" =7r"e™ dlaneN — wzér de Moivre’a.

Uwaga. Z powyzszego faktu wynika, ze wyrazenie e¥ = cosy + isinp zachowuje
podstawowe wtasnosci funkcji wykladniczej.
5 1 -\14
Przyktad 1.6. Obliczy¢ wyrazenia: (a) (2 - 2\/51) (=1+4)"; (b) %
(1 + V)

Rozwigzanie.
(a) Mamy ‘2 - 2\/§z| = 4 oraz arg (2 - 2\/§z) = —g. Tak wiec wobec wzoru de Moivre’a
otrzymamy

(2-2v3i)° = 4° [cos (5~ (—g)) +isin (5~ (—%w))} =4 (cos (—gw) +isin (—gw)) :

Podobnie dla —1 + i mamy | — 1 +i| = V2, arg(—1+1) = %71' oraz

(—1+1)° = (V2) 0 (cos (10 . Zﬂ') + isin (10- Zw)) =2° (cos 1—257r + isin %ﬂ') .

Zatem wobec wzoru (1.1), otrzymamy

(2-2v3i)" (~1+0)"° = 4° (cos (—gw) + isin (—gw)) 2° (cos %ﬁ + isin %ﬁ)

2'° (cos% + ¢sin %) (cos (—g) + ¢sin (—g))

= 2" (cos (g - g) + ¢sin (g - g))

2! (cos (—%) +isin (—%)) =21 <§ - %z) =2" (V3 -i).

(b) Poniewaz |1 + i| = V2 oraz arg(1 + i) = %, wigc wobec wzoru de Moivre’a mamy

A+ = (\/5)14 (cos (14~ g) + isin (14~ g)) =27 (005377r + ésin 37#) =274

Analogicznie |—1 + \/§z| =2, arg (—1 + \/gz‘ = %71', wiec

(—1+3i)" =21 (cos (12 : %”) +isin (12 : 2?”)) = 2"? (cos 8 + isin 87) = 2'%.
Zatem
_awot 2 i
(-1+v3)° 22 2 8
Przyktad 1.7. Na plaszczyZnie zespolonej zaznaczy¢ liczby:
(a)i; (b) —=1; (c) 242 (d) —4s.

Nastepnie, postugujac sie rysunkiem oraz interpretacja geometryczna liczby re’?,
przedstawi¢ zaznaczone liczby w postaci wykladniczej.
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Rozwigzanie. Modulem liczby zespolonej z danej w postaci wyktadniczej re'# jest r, a ar-
gumentem . W interpretacji geometrycznej r jest odlegloécia na plaszczyznie zespolonej
liczby z od O, a ¢ jest wyrazona w radianach miarg kata zorientowanego utworzonego przez
dodatnia pélos rzeczywista i wektor wodzacy z.

(a) Liczba ¢ znajduje si¢ w odlegtosci 1 od O, a jej wektor wodzacy tworzy z dodatnia potosia
osi rzeczywistej kat o mierze g (rysunek). Zatem

(b) Liczba —1 znajduje sie w odleglodci 1 od 0, a miara kata ¢ wynosi m (rysunek). Zatem
—1=¢€"
(c) Liczba 2 + 2i znajduje sic w odlegtosci v/22 4 22 = 2v/2 od O, a miara kata ¢ wynosi %
(rysunek). Zatem
i

242 =2v2e" .
(d) Liczba —4i znajduje sic w odleglosci 4 od O, a miara kata ¢ wynosi —g (rysunek).
Zatem

g
4 = 4e

(a) Im z (b) Im z (C) Im z (d) Im z
2421

Rez Rez Rez Rez

—4i

Cwiczenia (odp. str. 166)

1. Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:

(a)4;  (b) V2 —+v2i; (c) 34+3V3i; (d) —g+¥i; (e) —10.

2. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a, obliczy¢ wyrazenia:

(a) (1—\/§i)4; (b) <§+@i>m; © =0 ( 1—1")6.

2
Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.
3. Podane liczby przedstawi¢ w postaci algebraicznej i zaznaczyé na plaszczyznie

zespolonej:

s 2 .
27,. 37t

(@) e” 5 (b)e™ (c)e P (d) e
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4. Podane liczby zapisa¢ w postaci wyktadniczej:
(a) —2i; (b) 1+4; (c) —4; (d) 3 —3V3i.

1.3 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Definicja 1.5. (pierwiastek z liczby zespolonej)
Pierwiastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy kazda liczbe zespolona
w taka, ze

w" = z.

Zbiér wszystkich pierwiastkéw stopnia n z liczby z oznaczamy przez {/z.
Fakt 1.5. (wzdr na pierwiastki z liczby zespolonej)

Niech z # 0 i niech z = r (cos ¢ + isin @) bedzie przedstawieniem liczby z w postaci
trygonometrycznej. Wtedy dla n € N mamy

%:{MO,W]_,...,’[U,Z,]_}, (13)
gdzie

+2kn . o+ 2kn
7281 ——

wk:q/;(COSLJF ) dla k=0,1,....,n— 1. (1.4)
n

n
Uwaga. Niech z # 0 i niech z = re'¥ bedzie przedstawieniem liczby z w postaci
wykladniczej. Wtedy

;e 2kmi 2mi \ *
wp=VYre"e " =wyle"” dla k=1,2,...,n—1.

Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkéw

Dla n > 3 pierwiastki n-tego stopnia z liczby z tworza wierzchotki n-kata foremnego
wpisanego w okrag o $rodku w poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu {/7.

Im z
w1
2m wo
» n
w2
2 Y 1#]
Rez
Wn—1
w3
Wn—2

Rys. 1.8. Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkéw z liczby zespolonej
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Przyktad 1.8. Obliczy¢ pierwiastki: (a) ¥/—1; (b) \/ -2+ 2V/3i.

Wynik przedstawi¢ w postaci algebraicznej i wyktadniczej.

Rozwigzanie.
(a) I sposéb. Poniewaz |z| = | — 1| = 1 oraz ¢ = arg(—1) = m, wiec korzystajac ze wzordw
(1.3) i (1.4), otrzymamy

o {%(COS%HQHL;’”), k:O,l,...,S}

{cos7T + i si T cos T + i si T cos o7 + 4 si oT cos m + i si m
= — mn — — mn — — mn — — n —
g Mg COSg TSI, COS T ST 6 Mg

BT AT Mmoo 1171'}
COs B 1 s1n 5 COs 6 6

V3 1. V3 1. .3

- -, —— = =, =1, — —

V3 1. 1.
= _+_ 2, ) ) S -
2”7 2 2 2 2 2 2

W postaci wykltadniczej mamy

11 sposdb. Poniewaz |z| = | — 1| = 1 oraz ¢ = arg(—1) = 7, wigc korzystajac ze wzoru (1.4)
dla k£ = 0, mamy

2 2
Pozostale wartoéci mozemy odczytaé z rysunku, korzystajac z interpretacji geometrycznej
zbioru pierwiastkéw z liczby zespolonej. Jak wiadomo, zbiér pierwiastkow stopnia n > 3
z liczby zespolonej z pokrywa sie ze zbiorem wierzcholtkéw n-kata foremnego wpisanego w
okrag o promieniu /7 i srodku w poczatku uktadu wspétrzednych.

wo = %(cos%—&—isin%) zﬁ—i—li.

Im z
wi
w2 wo
AR
Rez
w3 ws
wa
. 3 1.
Mamy w1 = i, wy = —% 5 i (bo Rews = —Rewo, Imwy = Imwy), wg = —wo =
3 1 3 1
—£ - 52‘, wa = —1, Ws = g - 52‘. Jeszcze tatwiej odczytaé z rysunku postaé¢ wyktadnicza
tych liczb.

(b) Obliczamy }—2 + 2\/51} = 4 oraz arg( 24+ 2\/_1) = —71' Zatem korzystajac ze wzoru
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(1.4) dla k = 0, otrzymamy

2 2
-
.. 3 1. 6 2.
wo = V4 cos?’T —|—zs1n3T :\/i(cos% +zsm%) =2 (% + 52) :g + %z.
Pozostale liczby odczytamy z rysunku, wiedzac, ze leza w wierzchotkach kwadratu.
Imz
w1
wo
=™/ W2
Rez
w2
w3
Poniewaz Rew: = — Imwop, Im w1 = Rewo, wiec w1 = —£ + £z a ponadto wz = —wp =
V6 oov2 _ V2 V6,
—— — —i, w3 = —w1 = — — —1i. Réwniez, korzystajac z rysunku oraz interpetacji

2 2
geometrycznej postaci wyktadniczej liczby zespolonej, mamy

5 .
Y2t avEi- {\/_e V™ ™ e 3’”} |

Przyktad 1.9. Rozwiazaé réwnania:

(a) 22 4+iz+2=0; (b) 224322 4+42-8=0; (c)2>—2i=0.

Rozwigzanie.

(a) W rozwiazaniu wykorzystamy wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego az? +bz+c,
gdzie a,b,c € C oraz a # 0 :

o ) o —b+46
YT T2 0 PT T 20
W tych wzorach & jest jedng z liczb zespolonych spehiajacych warunek 62 = A = b? — 4ac.
Dla réwnania kwadratowego 2> + iz + 2 = 0 mamy A =i°> — 8 = —9 = (3i)*. Zatem
et R - S
1= 2 - ) 2 = D) = 1.

(b)y W rozw1adzan1u wykorzystamy twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu. Jezeli
réwnanie z° + 322 + 4z — 8 = 0 ma pierwiastek catkowity, to nalezy on do zbioru dzielnikéw
wyrazu wolnego —8, tj. do zbioru {£1, £2, +4, £8} . Zauwazmy, ze z1 = 1 rzeczywiscie jest
rozwigzaniem rozwazanego réwnania. Tak wiec z twierdzenia Bezout wynika, ze wielomian
2% +32% + 4z — 8 = 0 duzieli si¢ (bez reszty) przez dwumian z — 1. Mamy

(z3+3z2—|—4z—8):(z—l):z2+4z+8.
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Rozwigzaniami réwnania 22 +4z48= 0, obliczonymi jak w przykladzie (a), sa z2 = —2+ 24,

z3 = —2 — 2i. Zatem rozwigzaniami réwnania wyjéciowego sa z1 = 1, 20 = —2 4 24, 23 =

—2 — 23.

(c) Rozwiazanie réwnania 23 —2i = 0 jest réwnowazne z obliczeniem pierwiastka V2. W tym
. , ™

celu wykorzystamy wzory (1.3) i (1.4). Dla z = 2¢ mamy r = |z| = 2 oraz ¢ = argz = 7"

Zatem

T 4 okn + 2%

V2 ={ V2 00527+isin7 , gdzie k=0,1,2
Stad rozwigzaniami réwnania 2% — 2i = 0 sa

3 3
zo:%(cosg+151ng): (i >

1
2"
\/_1
oty

21 = %(COS%+ZSID—

5
[\
Rl

3 3
z2 = V2 (cos7 + ¢sin g)
Cwiczenia (odp. str. 166)
1. Obliczy¢ pierwiastki z liczb zespolonych:

(a) V=8; (b) V=2—2i; (c) \/—-3+3V3i; (d) V16.
2. Rozwiaza¢ réwnania:

(a) 22 +iz+1+3i=0; (b) 22— B+i)z+4+3i=0;
(c) 2 +2:2+242=0; (d) 2*+i=0.

1.4 Zbiory na ptaszczyznie zespolonej

Definicja 1.6. (otoczenie i sgsiedztwo punktu)
Otoczeniem o promieniu € > 0 punktu zyp nazywamy zbior:
O (zp,e) = {z€C: |z—2z| <e}.
Sasiedztwem o promieniu € > 0 punktu z¢ nazywamy zbiér:
S(z0,6) = {z€C:0<|z— 2| <e}.
(a) Im 2 (b) Im z

70 G0) 485 (20,0)
\\ % I' L}

S ’
~ - ~ -

Rez ‘ Rez

Rys. 1.9. (a) Otoczenie punktu; (b) Sasiedztwo punktu
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Definicja 1.7. (zbidr otwarty, zbidr domkniety)

Zbiér nazywamy otwartym, jesli kazdy punkt tego zbioru nalezy do niego wraz z
pewnym otoczeniem. Zbiér nazywamy domknietym, jesli jego dopelnienie jest zbiorem
otwartym.

Definicja 1.8. (punkt skupienia)
Punkt 2 jest punktem skupienia zbioru, jesli w kazdym jego sasiedztwie znajduja sie
punkty tego zbioru.

Definicja 1.9. (punkt brzegowy, brzeg zbioru)

Punkt zg jest punktem brzegowym zbioru, jesli w kazdym otoczeniu tego punktu
znajduja sie¢ zar6wno punkty nalezace do tego zbioru, jak i punkty nienalezace do
niego. Brzegiem zbioru nazywamy zbiér wszystkich jego punktéw brzegowych.

Im z Im z

Rez Rez
Rys. 1.10. Punkt brzegowy zbioru Rys. 1.11. Brzeg zbioru

Uwaga. Inaczej méwiac, zbior jest otwarty, jesli nie nalezy do niego zaden punkt jego
brzegu. Zbiér jest domkniety, jesli naleza do niego wszystkie punkty jego brzegu.

(a) Im 2 7T R (b) Im 2

Rez Rez

Rys. 1.12. Zbiér (a) otwarty; (b) domkniety

Definicja 1.10. (obszar, obszar jednospdjny)

Zbiér nazywamy obszarem, jesli jest otwarty i kazde dwa jego punkty mozna pota-
czy¢ tamang catkowicie w nim zawarta. Obszar ograniczony nazywamy jednospojnym,
jesli jego brzegu nie da sie przedstawi¢ jako sumy dwoch niepustych, roztacznych i
domknietych zbiordw.
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Uwaga. Dla obszaréw nieograniczonych jednospéjnosé mozna zdefiniowaé tak samo,
jezeli potraktujemy je jako podzbiory plaszczyzny Gaussa (zobacz Definicja 1.2). Oto-
czeniami punktu co sa na niej zbiory postaci {z € C: |z| > R} U {cc}, gdzie R > 0.

,,,,,,

(a) Im z - N (b) Imz e N

.....

__________

Rez Rez

Rys. 1.13. Obszar (a) jednospdjny; (b) niejednospdjny

Cwiczenia (odp. str. 166)
1. Zbadaé, ktére z podanych zbioréw sa otwarte, a ktére domkniete:

(a){zE(C:O<argz<g}; (b) {zeC: 1< |z| <2}

3
(e){zeC: |z| >1}; (f) {ze€C: |z| =3}uU{0}.

1 1
(c) {zEC: §<|z|<2,—g<argz<—z}; (d) {ZGC: Rezgi, Imz>2};

2. Zbadaé, ktore z podanych zbioréw sa obszarami lub obszarami jednospdjnymi:
(a) {z€C:1<|z| <2} (b) {z€C: 0< |z]| <2}

(c) {zE(C: 1<|z|<2,—g<argz<—%}; (d) {ze C: Rez < Imz};
(e) {z€C: |Rez|>1, |2| < 2}; () {zeC: |Rez| <1, |2] <2}.

1.5 Granice ciggéw zespolonych

Definicja 1.11. (cigg liczbowy)

Ciagiem zespolonym nazywamy odwzorowanie zbioru liczb naturalnych w zbiér liczb
zespolonych. Warto$¢ tego odwzorowania dla liczby naturalnej n nazywamy n-tym wy-
razem ciagu i oznaczamy przez z, = Tn +1Yn, gdzie x,,y, € R. Ciag taki oznaczamy
przez (zp). Z kolei zbiér wyrazdéw tego ciagu, tj. {z, : n € N}, bedziemy zapisywaé
krétko {z,} .

Definicja 1.12. (granica wlasciwa ciggu zespolonego)
Moéwimy, ze ciag zespolony (z,) ma granice wlasciwa zg € C, co zapisujemy lim z, =
n—oo

zo, gdy
AV A {(n>no) = (|zn — 20| <e)}.

e>0 npeN neN
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Im z

Z1

.
22 1 .
\ /

23

Rez

Rys. 1.14. Granica wlasciwa ciagu liczb zespolonych

Inaczej moéwiac, ciag zespolony (z,) jest zbiezny do punktu zp, jesli w dowolnym
otoczeniu punktu z¢ znajduja si¢ prawie wszystkie wyrazy ciagu.

Fakt 1.6. (zbieznos¢ czesci rzeczywistej i urojonej ciggu zespolonego)
Ciag zespolony (z,) = (zy, + tyn), gdzie z,, y, € R dlan € N, jest zbiezny do punktu
2o = xo + 1Yo, gdzie xo, yo € R wtedy i tylko wtedy, gdy

lim z, = zo9 oraz lim y, = yo.
n—oo n—oo

Definicja 1.13. (granica niewlasciwa ciggu zespolonego)
Ciag zespolony (z,) ma granice niewlasciwa, co zapisujemy lim z, = oo, gdy
n—oo

AV A {(n>no) = (|znl >M)}.

M>0 noeN neN

/ . 2:3 \

M Rez

Rys. 1.15. Granica niewlasciwa ciggu liczb zespolonych

Fakt 1.7. (granica niewlasciwa ciggu a granica moduldw wyrazéw ciggu)
Ciag zespolony (z,) ma granice niewlasciwa wtedy i tylko wtedy, gdy ciag jego mo-

duléw (|z,|) réwniez ma granice niewladciwa.
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Twierdzenie 1.1. (o arytmetyce granic ciggéw)
Jezeli ciagi zespolone (z,,), (w,) maja granice wlasciwe, to

(T1) 1im (zn +wyp) = lim Zn + lim W

(T2) lim (zn —wyp) = hm Zn — hm Wh;

(T3) lim (zn - wy) = ( lim zn) : ( lim wn);
5 lim z,
(T4) lim & =22 oile lim w, # 0.
n—00 Wy, lim w, n— 00

Uwaga. Inaczej mowiac, twierdzenia o arytmetyce granic znane dla ciagdéw rzeczywi-
stych pozostaja prawdziwe takze dla ciggdéw zespolonych.

Przyktad 1.10. Obliczy¢ granice wlasciwe lub niewtadciwe ciagdw:

2 . . . ) A
n*(2+i)+n—i n(1 — 2i) n® —i
a) zn = ;o (b) = ———7 () 2n= ———5-
(a) zn n2 (b) zn o+ (c) zn nG+1)
Rozwigzanie.
(a) Mamy
2 ] — m?4+n+ (n?-1)d
lim Re (%) = lim Re< 2( i) i (2+ l) S
n—oco n n— oo n n— oo n
oraz
2 ] — 4 m?+n+ (n?—1)i
lim Im (%) = lim Im< 2( ) = lim (1 — %) =1.
n—oo n n— 00 n n— o0 n

Zatem wobec Faktu (1.6), otrzymamy lim z, = 2 + 1.

n— oo

(b) Korzystajac z twierdzenia o arytmetyce granic, otrzymamy

.on(1—28) :n . 1—2i () 1—2¢ 1
lim 27:71 lim T :2 025—1.
n—oo n—+1 n—oo o + 2 (T1) +
n
(c) Mamy
NI R - S
e+ )| e+ 1) Van 2

Stad lim |zn| = co. Zatem wobec Faktu (1.7) badany ciag ma granice niewlasciwa.

Cwiczenia (odp. str. 166)

1. Korzystajac z Faktu 1.6, zbadaé zbiezno$é ciagdw:

n+2 1-3" et n n — 2nt
Z3n + 1’ (b) Zn = 7’ (C) Zn = (_Z) ) (d) Zp = ———

(a) zn =
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2. Zbadaé, czy podane ciagi zespolone maja granice niewlasciwa:
() 20 = (1+9)™ (b) 2 = (~1)"n; (©) 20 = ((—i)" + ") n?

3. Korzystajac z twierdzenia o arytmetyce granic, obliczy¢ granice ciagdw:

2
14 =
(a) = ~ n?+2in (b) 2 _3n+2+ni (0) = _< +n)
" oin2 -1 " n+di " i\
t-2)
n
Zadania odp. str. 167

1. Obliczy¢ wartosci wyrazen:

(a) <2+ii) (5+14); (b) (3—i)(—4+2i); (c) <1+¢>2; (d) (1+4)%

4
) 2+ 3 (I1+14)(2—1)
-9 3. f .
(e) ( + 31) ) ( ) 1—1 ) (g) (1 . Z)Q
2. Niech z = x + iy, gdzie x, y € R. Podane wyrazenia przedstawi¢ za pomocg x, y:
(a) Re (z%); (b) e; (c) |2°]; (d) |2";

@ () 0 Re @ @1 (2) 0 Re ().

3. Narysowac na plaszczyznie zespolonej zbiory okreslone warunkami:
(a) 0< Re (iz) <1; (b)|z2—1i| = Rez; (¢) |z—1] < 1;
(d)2<|z+21|<3 (e) |z —1+1i| > 2; Ho<l—i—2<2
(

.

w| N

g) |2z +1| > (h) |z —i| = |2 — 1|; (i)%<arg(z—3+i)<

4. Przedstawi¢ na plaszczyznie zespolonej liczby:
T 3

. ) T .
(a) e™; (b)e®; (c)e® ; (d) e dlakeZ.

5. Obliczy¢ podane pierwiastki. Wynik przedstawi¢ w postaci wyktadniczej i alge-
braicznej. Podaé interpretacje geometryczna:

(a) VI (b) V=8i; () V=27T; (d) V/~=1+1.

6. Rozwiazaé rownania:

(a) 22 +42+5=0; (b) 22 4+ (2 — 4i)z — 11 + 2i = 0;
(c) 2° —42% + 62— 4 = 0; (d) 2* -8 =0.

7. Obliczy¢ granice wlasciwe lub niewlasciwe ciagow:

_ 1 in2 irn—L ) "
(a)zn:w; ) 2y = L (d)zn:(L.).

n 2n—1 ’



