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Wstep

Ksiazka jest przeznaczona dla studentéow uczelni technicznych. Moga z
niej korzysta¢ takze studenci wydziatow fizyki i matematyki uniwersytetéw.
W podreczniku oméwiono zagadnienia dotyczace catek krzywoliniowych i po-
wierzchniowych, zorientowanych oraz niezorientowanych. Ponadto, przedsta-
wiono ich zastosowania w fizyce i technice.

W podreczniku zagadnienia teoretyczne sa ilustrowane przyktadami roz-
wigzanymi ,krok po kroku”. Pozwalaja one Czytelnikowi lepiej przyswoié so-
bie material. Maja one takze stuzy¢, jako wzorzec przy rozwiazywaniu zadan,
ktore wraz z odpowiedziami umieszczono po kazdym przykladzie. Podrecznik
zawiera ponad 200 rysunkow ilustrujacych omawiane zagadnienia.

W tym wydaniu podrecznika uzupetniliSmy rozwigzania kilku przyktadow
oraz poprawiliémy niektére rysunki. Ponadto usuneliSmy zauwazone bledy i
usterki.

Autorzy dziekuja Kolezankom i Kolegom z Wydziatu Matematyki Politech-
niki Wroclawskiej za uwagi o wezesniejszych wydaniach. Szczegdlne podzieko-
wania sktadamy Pani dr Jolancie Dtugosz oraz Panom doc. dr. Stawomirowi
Krzeminskiemu i prof. dr. hab. Januszowi Mierczynskiemu za wskazanie bte-
doéw w poprzednich wydaniach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas






Catki krzywoliniowe
niezorientowane

W poczatkowym rozdziale ksiazki omawiamy catki krzywoliniowe niezo-
rientowane. Najpierw wprowadzamy pojecia potrzebne do okreslenia tych ca-
tek. Podajemy okreslenie tuku oraz parametryzacje najczesciej spotykanych tu-
kow. Nastepnie definiujemy dtugosé tuku oraz przytaczamy wzér do wyznacza-
nia tej wielkosci. W kolejnej czesci rozdzialu podajemy okreslenie catki krzy-
woliniowej niezorientowanej, wymieniamy wtlasnosci oraz przytaczamy wzory
do jej obliczania za pomoca calki oznaczonej. Na koncu rozdzialtu omawiamy
zastosowania calek nieoznaczonych w geometrii oraz w mechanice.

1.1  tuki

Definicja 1.1. (funkcja wektorowa jednej zmiennej)

Niech I bedzie podzbiorem R. Funkcjqg wektorowq jednej zmiennej na ptasz-
czyznie lub w przestrzeni nazywamy odpowiednio odwzorowanie r : [ — R?
lub 7 : I — R3. Odwzorowanie takie zapisujemy w postaci

r(t) = (x(t),y(t)) b r(t) = (x(1),y(t),2(1)) ,

(a) y (b) z

Rys. 1.1. Funkcja wektorowa jednej zmiennej: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni
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Moéwimy, ze funkcja wektorowa r jest roznowartosciowa, jezeli dla dowolnych
t1,to € I prawdziwa jest implikacja

t1 #tz — ’l"(tl) %T(tg).
Jezeli funkcje x,y lub x,y, z sa ciagle, to méwimy, ze funkcja r jest ciggla.

Gdy funkcje te maja pochodne, to méwimy, ze funkcja r jest rézZniczkowalna.
Pochodng takiej funkcji okreslamy wzorem:

r/(t) = («'(t).y' (1) Tub r'(t) = (x'(t),y"(t),2"(+))

Jezeli dodatkowo pochodne sg ciagle, to méwimy, ze funkcja r jest rozZniczko-
walna w sposob ciggly.

(a) () (b)

\ r) (1)

Rys. 1.2. Pochodna funkcji wektorowej: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

0 N
ﬁ
—~
~
—

Uwaga. Funkcje wektorowa r(t) wykorzystuje si¢ w fizyce do opisu potozenia
na ptaszczyznie lub w przestrzeni punktu materialnego w chwili £. Wtedy
pochodna 7'(t), czyli predkosé, jest wektorem stycznym do trajektorii punktu
w chwili .

Przykfad 1.2. Obliczy¢ pochodne funkcji wektorowych:
(a) (1) = (cos2t,t —sint) 5 (b) v(t) = (¢ Int);

(c) r(t) = (t, L, \/ﬂ), (d) »(t) = (sin2 t,cos’ t, e_t> .

t+1

Rozwigzanie.
(a) Funkcje cos 2t, t—sin t sa r6zniczkowane na R. Tak wiec, funkcja wektorowa
r(t) = (cos2t,t —sint) jest réwniez rézniczkowalna na R. Zatem z definicji
pochodnej funkcji wektorowej, mamy

r'(t) = <(0052t)',(t—sint)') = (—2sin2t,1 — cost), teR.
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(b) Funkcja t? jest rézniczkowalna na R, a funkcja Int na przedziale (0,00).
Zatem, funkcja wektorowa 7(t) = (2, Int) jest rézniczkowalna na (0, co).
Wiec, z definicji pochodnej funkeji wektorowej, mamy

r'(t) = ((tz),,(lnt)'> = <2t%> t € (0,00).

; na przedziatach (—oo, —1),

(c) Funkcja t jest rozniczkowalna na R, a funkcja 7
(—1,00). Z kolei funkcja V2 —t jest rézniczkowalna na przedziale (—oo,2).
Wigc funkcja wektorowa r(t) = (t7 Pk V2 — t) jest rozniczkowalna na zbio-

rze (—oo, —1)U(—1,2). Zatem, z definicji pochodnej funkcji wektorowej, otrzy-
mamy

o= (01 (5) )
_ (1, (1;)2,2\/_2%)7 te (=00, —1) U (~1,2).

(d) Funkcje sin?t, cos® t, e~ sg rézniczkowalne na R. Stad funkcja wektorowa
r(t) = (sint, cos® t, e~ t) jest rézniczkowalna na R. Zatem z definicji pochodnej
funkcji wektorowej, otrzymamy

o (ot )

= (2 sintcost, —3 cos? tsint, —e_t) , teR.

Zadanie 1.3. Obliczy¢ pochodne funkcji wektorowych:
(a) r(t) = (tsint, Int); (b) 7(t) = (3 — 2t, —4t);
(¢) 7(t) = (2sint, 2 cost); (d) r(t) = (VI—1,t72);
(e) r(t) = (1+3t,—1+1¢,2t); (f) r(t) = (3t,3cost,2).

1
Odpowiedzi. (a) r'(t) = (Sint + tcost, ?>, t>0; (b)r'(t) =(-2,-4),t € R;

, t € (1,00);

(c) 7'(t) = (2cost,—2sint), t € R; (d) r'(t) = (2\/%, —2t_3>
(e) r'(t) = (3,1,2), t e R; (f) »'(t) = (3, —3sint,0), t € R.

Definicja 1.4. (luk gladki)

Zbior T' na ptaszczyznie lub w przestrzeni nazywamy tukiem gladkim, jezeli
istnieje funkcja wektorowa r okreslona na przedziale domknietym I taka, ze

[={rt):tel}.
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Przy czym funkcja r jest réznowartosciowa i rézniczkowalna w sposob ciggly
na I, a w jego wnetrzu spelnia warunek r’(t) # 0. Funkcje r nazywamy
parametryzacjq tuku T

(2) Y (b) 1=

o Ny L
gf/\y

Rys. 1.3. Luk gladki: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

Uwaga. f.uk moze mieé¢ wiele parametryzacji. Wykres funkcji y = y(z), = € I,
rézniczkowalnej w sposob ciagly na przedziale I, jest tukiem gladkim na ptasz-
czyznie, a funkcja wektorowa r(x) = (x,y(x)), © € I, jest jego parametryzacja.
Analogiczna uwaga dotyczy wykresu funkcji x = z(y), y € I, rézniczkowalnej
w sposéb ciagly na przedziale I. Funkcja wektorowa r(y) = (x(y),y), y € I,
jest jego parametryzacjq.

(a) 1Y (b) +¥

I

‘ xr xT
o /

Rys. 1.4. Luk, ktéry jest wykresem funkcji: (a) y = y(z); (b) z = z(y)

/

Przyktad 1.5. Uzasadnié, ze podane funkcje Yy
wektorowe sg parametryzacjami potokregu 21

F:{(x,y)€R2:x2+y2:4,x20}: r
(a) r(t) = (2sint, —2cost), t € [0, 7]; N z
(b) r(t) = (VA1) t € [-2,2], ol

Rozwigzanie.
(a) Poniewaz x = 2sint, y = —2cost, wiec

22(t) + y2(t) = (2sint)* 4+ (—2cost)? =4 (sin2 t + cos® t) = 4.
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Ponadto, z(t) = 2sint > 0 dla t € [0, 7] oraz

x(0) =2sin0=0, y(0)=—-2cos0= -2,
x(m) =2sinm =0, y(r)=—2cosm = 2.

Zatem, wobec ciaglosci funkcji wektorowej r(t), mamy
I'={(2sint, —2cost): t € [0,7]}.
(b) Poniewaz x = V4 — t2, y = t, wiec
22 (1) + y2(t) = (\/m)2 +t2=4—t2+12 =4
Ponadto, z(t) = V4 —t2 > 0 dla t € [2,2] oraz

2(—2) =4 - (-2)2=0, y(-2)=-2,
=0, .

x(2) = V4 — 22
Zatem, wobec ciaglosci funkcji wektorowej r(t), mamy
r= {(\/4—1&2,15) te [—2,2]}.

Zadanie 1.6. Sprawdzi¢, ze podane funkcje wektorowe sa parametryzacja od-
cinka I' o koncach (1,2, 1), (0,3,2):

(a) r(t) =(1—t,2+t,—1+3t), t €[0,1];

(b) () = (1 -t 2+ Int,~1 +Int*), t € [1,¢];

(c) r(t) = (cost,3 — cost,2 — 3cost), t € [0,7/2].

Definicja 1.7. (tuk kawalkami gladki)

Luk, ktéry mozna podzieli¢ na skonczona liczbe tukow gltadkich, nazywamy
tukiem kawatkami gladkim.

(a) 1Y (b) z

-

r < T

/ 7 / Y

Rys. 1.5. Luk kawalkami gladki: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni
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Jezeli parametryzacja r(t), t € [«, ], luku spelnia réwnosé r(a) = r(f3), to
mowimy, ze {uk jest zamkniety.

(a) Y (b) =2

Rys. 1.6. Luk zamkniety: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni
Réwnania parametryczne wazniejszych tukéw
Odcinek o poczatku r; i konicu r2 ma réwnanie parametryczne:
r(t) =71+ (ro—ry)t, gdziet € [0,1].
Na plaszczyznie dla r1 = (x1,y1), 72 = (r2,y2) réwnanie przyjmuje postac:
r(t) = (x1+ (k2 —21)t, y1+ (y2 —y1)t), gdziet € [0,1],
a w przestrzeni dla r1 = (1, y1,21), 72 = (22, ¥2, 22) — postaé:

’l“(t) = (.’171 + (.’1?2 — .’111) t, y1 + (yg — yl) t, 21 + (Zz — Zl)t) , gdziet € [0, 1].
(b) z  ro(t=1)

/

—_— -

(@) ¥

Rys. 1.7. Odcinek: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

Okrag o srodku S = (zg,yg) i promieniu R > 0 ma réwnanie parame-
tryczne:

r(t) = (zo + Rcost, yo + Rsint), gdzie t € [0, 27].

Elipsa o srodku S = (xg,y0) i pélosiach a, b > 0 ma réwnanie parame-

tryczne:
r(t) = (xg +acost, yo+ bsint), gdzie t € [0, 2n].
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Y t=12 Y

Yoit=m t=0 yothNtO

t=32
t = %7? | 2"
‘fo T I“O T
Rys. 1.8. Okrag Rys. 1.9. Elipsa

Asteroida — krzywa zakreslona przez punkt okregu o promieniu R/4 (R > 0),
toczacego sie bez poslizgu po wewnetrznej stronie okregu o promieniu £ — ma
réwnanie parametryczne:

r(t) = (R cos> t, Rsin® t) , gdzie t € [0, 27].

Cykloida — krzywa zakres$lona przez punkt okregu o promieniu R (R > 0),
toczacego sie bez poslizgu po prostej — ma rownanie parametryczne:

r(t) = (R(t —sint), R(1 —cost)), gdziet € [0,27].
'R y

2R
R
x
| T

TR 2R
Rys. 1.10. Asteroida Rys. 1.11. Cykloida

Linia $rubowa o skoku h, nawinieta na walec 22 + y?> = R?, ma réwnanie
parametryczne:

h
t)=R t, Rsint, —t
r(t) (cos, 3111,27T>,
gdzie t € R. Jeden zwdj linii Srubowej otrzymamy, gdy t € [0, 27].

z

Rys. 1.12. Linia srubowa
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Zadanie 1.8. Naszkicowac tuki o parametryzacjach:
11
(a) r(t) = (2 —3t,—4t), t € {—5, 5}, (b) 7(t) = (2sint,2cost), t € [0, 7;
1
2 (-t 2t 4 1.
<tt)t€ 0,2]; (@) r(t) = (e7"e ),te{l,Q},

2, ) t €0,1]; (£) r(t) = (1 — 4t,1 —£,2¢), t € [0, 1];
(g) r( ) (cost,smt t), t € [0,4n]; (h) 7(t) = (1,2cos t,3sint), t € [0, 27].

Odpowiedzi.
(a)

Definicja 1.9. (dlugosé tuku)
Dlugoscig tuku I' nazywamy kres gorny diugosci tamanych PyP; ... P, wpisa-
nych w ten tuk:

n—1
dtugosé (I') = sup {Z |PiPi+1|} ;
neN ;
{P07P17"'7P77«}

gdzie |P;P; 11| oznacza dlugosé odcinka PP dla0 <i<n— 1.

(a) y (b) ?
Py r
r P <
Py
Py Pn

/Pn—l x P2
Py Y
Py

Rys. 1.13. Lamane wpisane w tuk: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni
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TWIERDZENIE 1.10. (wzor na dlugosé tuku)
Niech I' bedzie tukiem gladkim o parametryzacji r(t), gdzie t € [a, §]. Wtedy:

B
dtugosé (T') = / |r'(t)] dt,

gdzie |r’| oznacza dlugosé wektora r’.

Uwaga. Na plaszczyinie dla tuku I' = {r(t) = (z(¢),y(t)) : t € [a, B]} wzér
przyjmuje postac:

B
dhugosé (T) = / V@ () + (v (1) dt,

a w przestrzeni dla tuku I' = {r(t) = (z(¢),y(t),2(t)) : t € [, ]} — postac:

B
dhugoéé (T) = / V@ (0)2 + (5 (1)) + (/1)) dt.

Jezeli tuk gladki T' jest wykresem funkcji y = y(z), gdzie © € [a,b], czyli
I'={(x,y(x)) : x € [a,b]}, to jego dlugo$é wyraza si¢ wzorem:

b
dtugosé (T') = /\/ 1+ (y/(x))* de

Podobny wzér mamy dla tukéw o réwnaniu x = x(y).

Przykfad 1.11. Obliczy¢ dtugosé tuku I':
(a) T = {(etsint,etcost) tefo,m } (b) T = {<3t 3t2, 2t3> t € [0,1]};
()T : y=Insinzx, x € [7/4,7/2]; ()T : z=4/(4—y)3, ye€l0,4].
Rozwigzanie.
(a) Dla tuku I' mamy x = e'sint, y = ¢! cost, gdzie t € [0, 7], wiec
x'(t) = (et sint)I = clsint + el cost = e!(sint + cost),

/
y'(t) = (et cos t) = el cost — e sint = e’ (cost — sint)
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oraz

(' (1)) + (y'(1))* =
bt 2 t . 2
= [e (sint + cos t)] + [e (cost — smt)]
= % [(sinz t + 2sintcost + cos? t) + (COSQt — 2costsint + sin’ t)] = 2%,

Zatem

dhugosé (T) = /\/(:c’(t))2—|— (y"())? dt
0

:/ﬂ\/ﬁdt:ﬂ]etdt:\/ﬁ[et};r:\/i(e”—l).
0 0

(b) Dla tuku I' mamy = = 3t, y = 3t2, z = 2t3, gdzie t € [0, 1], wiec

2'(t) = (3t) =3, y'(t)= (37&2)/ —6t, 2'(t)= (21&3)/ = 612

(#'(0) + (' (1) + (='(1))” = 3+ (60)% + (62)
= 943612+ 36t = 9 (1442 + 4t*) .

Zatem

1

1
dhugosé (T) = /\/(x’(t))2+(y’(t))2+(z’(t))2dt:/\/9(1+4t2+4t4)dt
0

0

1 1
:3/\/(1+2t2 3/ 1+2t2 =3
0 0

(¢) W tym przykladzie tuk I' jest wykresem funkcji y(x) = Insinz, gdzie
x € [r/4,7/2], wiec

N !
0

1
/ . /
r) = (Insinx)’ = - COST
/(@) = (nsing)’ = — - cos,
a dalej
2 .2 2
9 COS T sin“ x + cos” 1
Lt (@) =1 (o ) = S
sin x sin sin“ x
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Zatem

%
dhlgOS,é (F) = / 1 + / W2ykor_zystamy wzér: §
J J SlIl Jj‘ Sln x sinz, 0<z <7
Zw W T Tr
B /2 dr / sinzdr sinadx | oy pre pocsiens,
J sin J sin? x 1—cos?x zi:;;‘ :8/5/2
1 7 r ”
9 2 2
:/ —dt :/ dt gmzkl_adnagzl ( . )dt
. 1 _ t2 . 1 _ t2 ulamki proste 2 ‘ 1 +t 1 — t
@ 0
! 2 2+ \/"
—|In|14+¢t —In|l —¢||° _1
2 [n| +1t| —In| |]0 2 22
(d) W kolejnym przykladzie tuk T" jest wykresem funkcji 2:(y) = /(4 — y)3,

gdzie 0 < y < 4, wiec

:1:/<y):( (4—9)3> :((4—y)%)/:%(4_y)%.(_1):_2\/477
a dalej
2 —
L @) =14 (BvETT) =14 Jay = Y

Zatem

40 — 9y = u, —9dy = du
y=0, u=40
y=4, u=4

4
dhugoéé (I) = / / VA0 9y dy
0

catkowanie przez podstawienie H

1

-3 [ [ & [Bu]” - (v

4

Zadanie 1.12. Obliczyé dhugosé tuku I':

(a) T {(cos t,sin t) cte [0,277]} — asteroida;
(b) I' = {(t —sint,1 — cost) : t € [0,27]} — cykloida;

(¢c) I': y =coshx, x € [-1,1] — linia tancuchowa;

(A)T: x=y> ye[-1,1] - tuk paraboli;

(e) T'={(2cost,2sint,t) : t € [0,27]} — jeden zwdj linii srubowej;

T {e_t (cost,sint, 1) : t € [0, 1]} — fragment linii sSrubowej nawiniete;j
na stozek.
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Odpowiedzi. (a) 6; (b) 8; (c) e— 2. (d) vV5+ W%Q); (e) 2mv/5; (f) V3 (1 —1/e).

(&

1.2 Catki krzywoliniowe niezorientowane

Definicja 1.13. (calka krzywoliniowa niezorientowana)

Niech I bedzie tukiem gladkim na ptaszczyznie lub w przestrzeni. Wprowa-
dzamy oznaczenia:

P — podzial tuku I' na tuki I'y, (1 <k < n);

Al — dhugosé tuku I'y;

(P) =max {Alg : 1<k < n}— srednica podzialu P;

A — punkt posredni podzialu wybrany na tuku I'y.

(a) Y

r, /A r
IR

I'
Rys. 1.14. Podziat tuku I': (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

Ponadto, niech funkcja f bedzie okre$lona i ograniczona na tuku I'. Calke
krzywoliniowqg niezorientowang funkcji f na tuku I' definiujemy wzorem:

n
dl = i A) Al
F/f 6(7)1)Hi>0£f( k) Alg,

o ile granica po prawej stronie znaku réwnosci istnieje i nie zalezy od sposobu
podziatu tuku ani od sposobu wyboru punktéw posrednich. Wtedy méwimy,
ze funkcja f jest catkowalna na tuku I

Uwaga. Zauwazmy, ze / dl = dlugosé (I).
r

FAKT 1.14. (liniowosé calki krzywoliniowej niezorientowanej)

Niech funkcje f i g beda catkowalne na tuku gtadkim I' i niech o, € R.
Wtedy

/(af—i-ﬁg) dl:oz/fdl-i—ﬁ/gdl.
r r

r
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TWIERDZENIE 1.15. (zamiana calki krzywoliniowej niezorientowanej na pojedynczq)

Niech f bedzie funkcja ciagta na tuku gladkim I" o parametryzacji r(t), gdzie
t € [a, f]. Wtedy

B
[rai= [ e
T a

Uwaga. Dla tuku " = {(z(?), y(t)) : t € [, B]} na plaszczyZnie powyzszy wzor
przyjmuje postac:

A
a

./if("”’y)dl = /f(f‘f(t)ay(t))\/(w’(t))2+(y’(t))th,
T

a dla tuku I' = {(x(t),y(t), 2(t)) : t € [o, 0]} w przestrzeni — postac:

B
[ ez = [P, 200 @ 0P + @0 + o) d
T o

Jezeli tuk gtadki I' jest wykresem funkcji y = y(z), gdzie = € [a, b], to

b
[ty = [ sy 1+ (@) .
r a

Podobnie, jezeli tuk gladki jest wykresem funkcji = = x(y), gdzie y € [c, d], to

. d
/ flx,y)dl = / F@y),n) 1+ (2'(y) dy.
T c

Catka krzywoliniowa nie zalezy od parametryzacji tuku.
Przykfad 1.16. Niech

I'= {(:zr,y) : m2+y2:R2,m>O,y>0} (R >0).
Na przyktadzie catki / z2y dl i podanych parametryzacji tuku I' zweryfikowaé

r
stwierdzenie, ze catka krzywoliniowa niezorientowana nie zalezy od parame-
tryzacji:

(a) © = Rcost,y = Rsint, t € [0,7/2]; (b) x =t,y =V R?>—12t€|0,R].

Rozwigzanie. Przede wszystkim, jak w Przyktadzie 1.5 (str. 12), tatwo
sprawdzi¢, ze
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I' = {(Rcost,Rsint) te {O, %}} = {(t, \/ﬂ) te [O,R]}.

Pokazemy, ze dla obu parametryzacji tuku I' catki krzywoliniowe maja te same
wartosci.

(a) Poniewaz x = Rcost, y = Rsint, wigc
z'(t) = (Rcost)’ = —Rsint, y'(t) = (Rsint)’ = Rcost,

a stad

\/(x’(t))2 +(y'(t)? = \/(—R sint)? + (Rcost)? = \/R2 (sin®t + cos?t) = R.

Zatem, korzystajac ze wzoru na zamiang catki krzywoliniowej niezorientowanej
na catke pojedyncza, mamy

Bl
/ZL‘ ydl = / 2(t)y(t)\/(a:’(t))2—|— / (Rcost)? - Rsint - Rdt
I 0 0
catkowanie przez podstawienie
cost =u, —sintdt = du

t=0, u=1

/os tsintdt
0 t=m/2, u=0

1 1
= —R4/u2 du = R4/u2 du = R* [g] = R_4_
0

—_

(b) W tym przypadku mamy = = ¢, y = v R? — 2, wigc

z'(t)=@1)"=1, y'(t)= (V R? — t2>/ = \/ﬁ’

a stad

2 2
V@ ©F + 0 = ¢ Lt () - \/ 't = v

Zatem, analogicznie jak powyzej, otrzymamy

R

[atya = [0y @ @) + ') a
0

r

I R 7 B1E g
:/t2\/R2—t2-—dt:R/t2dt:R[—] = —.

0 0



1.2. Catki krzywoliniowe niezorientowane 23
Zadanie 1.17. Niech

Fz{(aj,y): :L‘2+y2:R2,33>0,y>0} (R >0).

Na przyktadzie calki / zy? dl i podanych parametryzacji tuku I' zweryfikowaé

r
stwierdzenie, ze catka krzywoliniowa niezorientowana nie zalezy od parame-

tryzacji:
(a) x = Rcost?,y = Rsint?, t € {0, W/Q};
(b) & = Rcos(—t),y = Rsin(—t), t € [37/2,27].

Przykfad 1.18. Obliczy¢ catki krzywoliniowe funkcji f po tuku I':

(a) f(z,y) = z(z +y),
I' — okrag o $§rodku w punkcie (0,1) i promieniu 3;

I' - tuk paraboli y* = 22 miedzy punktami (1,/2), (2,2);

2,2

C r,Y,z) = 575
(©) F@9.9) = 57
I' = jeden zwqj linii Srubowej © = cost, y = sint, z = .
Rozwigzanie. W rozwiazaniach, do obliczania calek krzywoliniowych nie-

zorientowanych, wykorzystamy wzory na ich zamiane na calki pojedyncze
(Uwaga po Twierdzeniu 1.15).

(a) Luk I jest okregiem, ktérego réwnania parame-
tryczne sa postaci:

x=23cost, y=1+3sint, gdzie 0 <t < 27, 3

N

wiec

z'(t) = (3cost)’ = —3sint, y'(t) = (1 + 3sint)’ = 3cost,

a stad

V@ ) + (y'(1)? = /(=3sint)? + (3cos 1)’
— \/9 (sin2t+cos2t) =9 =3.

Zatem, dla funkcji f(x,y) = z(x + y) i tuku I' o réwnaniach parametrycznych
x =3cost,y =1+3sint, gdzie 0 < t < 27, catka krzywoliniowa nieskierowana
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jest réwna
21

[t pd = [a0) @) +y) @0 + (') de

r 0
27

= /BCost (3cost+ 1+ 3sint)-3dt

wykorzystamy wzory:§
= 27/cos tdt + 9/costdt + 27/costs1ntdt foos2t=1 (1+c052t)<§

sm 2t = 2sintcost

—27/ (1 + cos 2t) dt+9/costdt—|—27/—81n2tdt

1 1
= 27/§dt—l—27/0052tdt+9/costdt+27/§sin2tdt.
0 0 0 0

Poniewaz mamy oczywiste réwnosci:

27 2 27 271'1
/cos2tdt:(), /costdt:O, /sithdt:O7 /gdt:w,
0 0 0 0

wiec ostatecznie /:c(:v +y)dl =27m.
r

(b) Luk I' jest wykresem funkcji y = /2, V3
gdzie 1 < x < 2, wiec

, / 1 1
v'(@) = (Var) = o= 2= o=

a stad

V14 (y'(x)? = \/1 + (\/%f = %

Tak wiec, dla funkcji f(x,y) = Litukur bedacego wykresem funkcji y = v2x
Y

na przedziale [1,2], calka krzywoliniowa wyraza si¢ wzorem

2 2
x x x 20 + 1
—dl = 1+ (y'(x))*d :/ dx =
/5 1/y(m)\/ ) = =\ da
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2 5
/ 2 + ldx /
1 3

zi.{gm}z:%@f—sﬁ).

1‘—27'—1-1 df—2dT

N —
l\DI}—t

t
t

1,
2,

catkowanie przez podstawienie E

(c) Jeden zwdj linii Srubowej I' opisanej rowna- N

niami x = cost, y = sint, z = t otrzymamy, gdy

0 <t < 27. Poniewaz
z'(t) = (cost)’ = —sint, r
y'(t) = (sint)’ = cost, y
()= (1) =1,

. x
wiec
V@ ) + (5" (0)% + (2/(1)% = /(= sin 1) + (cos £)2 + 12 = VIF 1 = V2.
52
Zatem, dla funkcji f(x,y,2) = T i tuku I' opisanego réwnaniami para-
L Y

metrycznymi z = cost, y = sint, z = t, gdzie t € [0, 2x], caltka krzywoliniowa
dana jest wzorem

2T

22 zQ(t) ; 5 ) 5 / 5
F/a:2+y di = Ofm\/(fﬂ )"+ ' @)+ (2'(t)"dt

:7 12 . Bt \/_/t2dt [t3]277 8\/571'3.

cos2t + sin? ¢ 3 0 3

Zadanie 1.19. Obliczy¢ caltki krzywoliniowe funkcji f po tuku I':

1
(a) flx,y) = N

I' — odcinek taczacy punkty (0,—1), (2,0);
2\ 2
) S = (2) =
I' — czeé¢ hiperboli xy = 1 miedzy punktami (1,1), (2,1/2);
(c) flz,y) =y,

I' — czesé okregu 22 + y? — 2y = 0 polozona w pierwszej éwiartce ukltadu
wspotrzednych;

(d) f(z,y) = arctg %
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I' — tuk spirali Archimedesa x = tcost, y = tsint, t € [0,7/2];

() f(x.9,2) = =,

I' — odcinek taczacy punkty (1,1,1) i (2,3,4);

(£) flz, oy, 2) = /2> + 4 + 2%,

I — okrag powstaly z przeciecia walca 22 + y? = 4 i plaszczyzny z = 2;
(&) f(z,y,2) = 2%,

I' — okrag powstaly z przeciecia sfery x?+y?+22=1 i plaszczyzny y=z.

Odpowiedzi. (a) 2V/5 (\/5 - 1); (b) 3; (c) (17V17 — 2v/2)/6; (d) 2;

() ( (72 +3)° — 8) /24; (f) 8; (g) m; Wsk. z(t) = (1/v/2) cost, y(t) = (1/V/2) cost,
z = sint, gdzie t € [0, 27]

Definicja 1.20. (calka krzywoliniowa niezorientowana po tuku kawalkami gltadkim)
Niech I' bedzie tukiem kawalkami gladkim ztozonym z tukéw gtadkich T'g
(1 <k <m), przy czym sasiednie tuki stykaja sie tylko koncami. Ponadto,
niech f bedzie funkcja catkowalng na tukach T'y. Calke krzywoliniowq niezo-
rientowang funkcji f po tuku I' definiujemy wzorem:

F/fdz :F/lfdl—l—F[fdl-l—...—l—F{fdl.

Yy
~ T, r
L -~
4\/F2 '

Rys. 1.15. Tlustracja do definicji catki krzywoliniowej niezorientowanej
po huku kawatkami gtadkim

Przykfad 1.21. Obliczy¢ caltki krzywoliniowe funkcji f po kawatkami gtadkim
huku T

(a) fz.y) = (z +y)%

I' — brzeg ¢wiartki kota 22 +y? < 4, 2 <0, y > 0;

(b) f(z,y) = 2y,
I' — sktada sie z odcinka laczacego punkty (1,2), (1,1); fragmentu paraboli
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x = y? od punktu (1,1) do (1, —1) oraz odcinka od punktu (1, —1) do (2, —1);
(c) f(z,y,2) =x+y+2z,
I' — brzeg powierzchni z =1 — /22 + 92, y > 0, 2 > 0.

Rozwigzanie. W rozwiazaniach wykorzy-

stamy Definicje 1.20 calki po tuku kawalkami Y
e . . 2
gltadkimi oraz wzory na zamiane catki krzywo- Iy
liniowej niezorientowanej na catke pojedyncza I,
wyszczegdlnione w Uwadze po Twierdzeniu 1.15.
(a) Brzeg I' éwiartki kola sklada si¢ z tukéw 5 T x
- 3

gltadkich T'y, I'e, '3 (rysunek). Zatem

T 2 = i 2 i 2 X 2 .
/( +y)? di /( +y) dl+P[( +y) dl+F{( +y)? dl

r I'

Obliczenie kazdej z calek wymaga wskazania parametryzacji tuku, po ktérym
catkujemy.

Dla tuku I'y przyjmujemy réwnania parametryczne postaci: x = 0, y = t, gdzie
0 <t <2 Tak wiec, #'(t) =0, y'(t) =1, a stad

\/(96'2(1t))2 + (') =vV02+12 =1.

Zatem, catka krzywoliniowa funkeji f(x,y) = (z + y)? po huku I'; wyraza sie
wzorem

/ ety di= / (#(6) + y(0)* V(@ (1) + (' () dt
Iy 02 2 2 , 3 5 .
:0/(O+t) dt:/t dt = 3]025'

0

Dla tuku I's réwnania parametryczne przyjmujemy w postaci x = 2cost, y =
2sint, gdzie /2 <t < 7. Stad

z'(t) = (2cost)’ = —2sint, y'(t) = (2sint)’ = 2cost,

a dalej

\/(:c’(t))2 + (y'(t)* = \/(—2sint)2 + (2cost)? = ¢4 (sin®t + cos2t) = 2.
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Zatem, jak powyzej, mamy

[@rpdt = [ ) +y@)? @ @) + o)
I'o %
= /(2cost—|—2smt) -2dt = /cos t42 cos t sin t+cos? t) dt
3 3
™ T
=38 / (14 2costsint) dt gyl;fz_yj::gc:::r / (1 + sin 2t)
™ o - 1 -
— 8/ dt+8/sin2tdt:8 t], +8 [—5008215] — 47 — 8.
5 T
% 2
Dla tuku I's przyjmujemy parametryzacje * = t, y = 0, gdzie —2 < ¢ < 0. Tak

wiec, 2/(t) =1, y'(t) = 0, czyli

\/(:L”(ff))2 L)) = V20 = 1.

Stad catka krzywoliniowa funkcji f(z,y) = (z 4+ y)? po tuku I's jest réwna

0
[ @ di= [ @) +y0) V') + 0 de
T3 2
0 0
t3 8
(t+0)? t* dt = =-.
- Jerora- fea-[g] -8
9 —2
4(3m — 2
Ostatecznie /(m +y)%dl = 8 +4m — 8 + 5_ 4Br = 2)
3 3 3
r
(b) Luk I" sktada si¢ z tukéw gladkich I'1, 'y, I's y
(rysunek). Stad i z definicji catki krzywoliniowe; 9l
po takim tuku, mamy I,
- . . - 1,,
/:l:ydl:/:l:ydl—lr/:vydl—l—/xydl. -
r I“1 I“2 I's ’ : _—4
1 2
Kazda z catek obliczymy oddzielnie przyjmujac
odpowiednia parametryzacje tuku, po ktérym —17 T,

catkujemy.
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bLuk 'y traktujemy jako wykres funkcji postaci x = z(y), czyli mamy = = 1,
gdzie 1 < y < 2. Zatem calke funkcji f(x,y) = xy po tuku I'y obliczymy ze
wzoru

2

/xydl:/x(y)ymdy:jl-y\/l—i-—oCiy:/zydy: [%]
f 1

2
r 1 1
Fuk T'y réwniez traktujemy jako wykres funkcji postaci x = x(y). Mamy wiec
z = y?, gdzie —1 < y < 1. Stad z/(y) = (y2)’ = 2y, a dalej otrzymamy

/l”ydl = [ z(y/1+ (2'(y))* dy
)
1
y? -y 1+ (2y9)2 dy = /yS\/l—l-éldey =0.
1

Ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze przedzial catkowania jest symetryczny
wzgledem 0, a funkcja podcatkowa — nieparzysta.

Luk T's traktujemy jako wykres funkcji postaci y = y(x), czyli y = —1, gdzie
1 < & < 2. Zatem calka krzywoliniowa funkcji f(x,y) = zy po tluku I's jest
rowna

’l—‘\»—l }L\H

/:L’ydl = /Z:By(az) 1+ (y/'(x))* d

I's

1
2 2
1 1

I

|
S
I
[\

I

|
N o

Ostatecznie /my dl = % +0+ (—%) = 0.

(c) Brzeg I' powierzchni okreslonej w zadaniu sktada sie z tukéw gladkich T'y,
Iy, I's (rysunek).

I'
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Zatem
/(x—l—y—i—z) dl:/(az-l—y—i-z) dl—i—/(x—i—y-l—z) dl—i—/(:v—i—y-l—z) dl.
r 'y ) I's

Jak w poprzednich rozwigzaniach, kazda z powyzszych catek obliczymy od-
dzielnie przyjmujac odpowiednig parametryzacje tuku, po ktorym catkujemy.
bLuk Ty jest odcinkiem taczacym punkty (—1,0,0), (0,0,1). Réwnanie para-
metryczne tego tuku przyjmuje postac

r=—1+t y=0, z2=1t, gdzie(0<t<1.
Stad 2/(t) =1, y'(t) =0, 2'(t) = 1, wiec
V@ 0P + ')+ /(1) = VET 0+ 12 = V3.

Zatem caltka funkcji f(z,y,2) = x 4+ y + z po tuku I'; wyraza sie wzorem

/(:c Fyta)dl= [ (@) +y() +2(0) V(@ () + (y'(1)* + (='(1)? dt

I'

O O

1
[(—1+t)+0+t]\/§dt:\/5/(2t—1)dt
0

= V2 [ 1] =0

1
0
Z kolei tuk T’y jest odcinkiem laczacym punkty (0,0,1), (1,0,0). Réwnanie
parametryczne tego odcinka ma postac:

r=t,y=0 z=1—t, gdzie0<t<I1.

Tak wiec, /(t) =1, y'(t) =0, 2/(t) = —1, a stad

V@0 + (' (1) + (2/(1)? = VIZ1 02+ 12 = V3.

Jak powyzej, otrzymamy

[@+y+2a = [ @)+t +=0) V@' 0) + (') + (/1) di

Ty

O O

(t+0+(1—t))\/§dt:ﬂ/dt:\/ﬁ[t};:\/ﬁ.
0
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Ostatni tuk I's jest pétokregiem lezacym na plaszczyznie z = 0, jego réwnanie
parametryczne ma postac:

r=cost, y=sint, z =0, gdzie 0 <t <.

Mamy wiec 2/(t) = —sint, y'(t) = cost, 2/(t) = 0, a dalej

\/(:1:’(15))2—i—(y’(t))2+(z’(t))2 = \/(—sint)2 +cos?t 4 02 = \/sin2t—i— cos2t = 1.

Jak poprzednio, mamy

/(fﬂ Fyta)dl= [ (@) +y) +20) V(@ (0) + (') + (/1) dt

I's

(cost +sint 4+ 0) dt = [sint — Cost];T = 2.

S — 5 —

W konsekwencji /(m+y+z)dl=0+\/§+2:2+\/§.
r

Zadanie 1.22. Obliczy¢ calki krzywoliniowe funkcji f po kawatkami gtadkim
tuku T

(a) flz,y) =z +y,

I' — brzeg tréjkata o wierzchotkach (1,0), (0,1), (0,0);

(b) fz,y) =z,

I' — czesé okregu 22 + y? = 2z, y > 0 zamknieta osia Ox;

(c) flz,y,2) =z +y+z,

" — brzeg tréjkata o wierzchotkach (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Odpowiedzi. (a) 1+ v/2; (b) 2; (c) 3v2.

1.3 Zastosowania catek krzywoliniowych
niezorientowanych

Pole powierzchni walcowej

Niech X oznacza powierzchnie walcowa o tworzacych przechodzacych przez
tuk T' € R?, ktéra jest ograniczona z dotu i z géry odpowiednio przez wykresy
funkcji ciagltych z = d(x,y) i z = g(x,y). Wtedy pole powierzchni ¥ wyraza
sie wzorem:

pole (£) = [ (g(a.y) ~ d(a.y)) di.
r
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z

wykres funkcji g
|

b

wykres funkcji d

Y
r

Rys. 1.16. Powierzchnia walcowa

Przyktad 1.23. Obliczy¢ pole czeéci walca 22 + y? = R? (R > 0) odcietego z
dotu plaszczyzna z = 0, a z géry powierzchnia z = 1 + .

Rozwigzanie. Niech Y oznacza czes¢ walca odcietg z gory powierzchnia
o réwnaniu g(z.y) = 1+ %2, a z dolu plaszczyzna o réwnaniu d(z,y) = 0
(rysunek).

Wtedy pole powierzchni ¥ wyraza si¢ catka krzywoliniowa niezorientowana

pole (2) = /<1+y2 —0) dl = /(1+y2) dl,

r r

gdzie tuk I', przez ktory przechodza tworzace powierzchni X, jest okregiem o
promieniu R. Réwnanie parametryczne tuku ma postac

r = Rcost, y= Rsint, gdzie 0 <t < 2.

Stad x/(t) = —Rsint, y'(t) = Rcost i

V@ () + (' (1)° =\ (~Rsint)® + (Reost)® = R.

Zatem, korzystajac ze wzoru na zamiane caltki krzywoliniowej niezorientowanej
na catke pojedyncza, otrzymamy
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. 27
[ () di= [ (152 0) Ve ) + /0 de
r 0

2w 27
= / (1 + sin? t) -Rdt = RO/ (1 + sin? t) dt ?ykorzy“amy o §

sin?t = %(1 — cos 2t)
0

2 27
1 1
= R/[l—i-g(l—coth)} dt ZER/(?)—coth)dt
0 0

g — H —_— — S [I — — E . g — s E .

Pole czesci walca jest réwne 3mR.

Zadanie 1.24. Obliczy¢ pole czesci walca 22 + y? = 1 ograniczonego z dotu i z
géry odpowiednio powierzchniami:
(a) z=0,z=24u2y; (b)z=—x,2=5+y.

Odpowiedzi. (a) 4; (b) 107.

Masa tuku

Masa tuku materialnego I' o gestodci liniowej masy A(r) wyraza sie wzorem:
masa (I') = /)\(r)dl.
r

Uwaga. Gdy tuk I' jest jednorodny o gestosci \g, to powyzszy wzor przyjmuje
postac:
masa (I') = Ag - dlugosé (T').

Przykfad 1.25. Obliczy¢ mase:

(a) tuku asteroidy I' : = = cos®t, y = sin’t, gdzie 0 < t < 7/2, o gestosci
liniowej masy A(x,y) = x + y;

(b) tuku I': y =1Inz, gdzie 1 < z < e, jezeli gestosé liniowa masy wyraza sie
wzorem A(x,y) = x?;

(c) dwoch zwojow linii érubowej I' nawinietej na walec o Srednicy d = 2 i
wysokosci H = 2. Gestosé liniowa masy A w dowolnym punkcie zwoju jest
réwna odleglosci tego punktu od podstawy walca.

Rozwigzanie. W rozwiazaniach, do obliczania calek krzywoliniowych nie-
skierowanych wykorzystamy wzory podane w Uwadze po Twierdzeniu 1.15.
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(a) Masa tuku I' o gestosci liniowej masy A(z,y) = y
r + y wyraza sie wzorem

1
— r
masa (I') = /(T +y)dl. \1

r

Poniewaz tuk I' opisany jest réwnaniami
x=cos’t, y=sin®t, gdzie 0<t< /2,

wiec 2'(t) = 3cos? t(—sint), y'(t) = 3sin’ t cost. Stad

\/(:1:’(15))2 + (y'(t)? = \/(—3 cos? tsint)? + (3sin cos t)2
= \/9 cos?tsin?t (cos?t + sin?t) = 3V cos? t sin? ¢t

= 3costsint.

Ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, ze cost > 0, sint > 0 dla 0 < ¢ < 7/2.
Zatem, dla funkcji A(z,y) = x 4+ y i tuku I" opisanego réwnaniami

x=cos’t, y=sin®t, gdzie 0<t< /2,

mamy

[ = [ @+ y) @07 + @) d

r

O\MI:\ O\MI:\

(cos?’ t + sin® t) -3sintcostdt

s s

7 Pl
3/cos4tsintdt+3/sin4tcostdt.
0 0

Ostatnie dwie catki obliczymy metoda catkowania przez podstawienie. Mamy

0 1 1
catkowanie przez podstawienie 7-5 1
R S L :—/T4d7':/7'4d7': —| ==
=0, 7=1 5 5
t==/2, 7=0
1 0

0
1 1
5
:/T4dT: T :l.
5 5)
0

cos* tsint dt

S —_n

oraz

catkowanie przez podstawienie

sint =7, costdt=dr
t=0, 7=0

t=mw/2, T=1

%
/ sin* t cos t dt
0
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1 1 6
Zatem hik T 3.243.2_9
atem huk I' ma mase 5-|- ==
(b) Masa tuku I' o gestosci liniowej masy /
ANax,y) = 2 wyraza sie wzorem Yy y=Inx
r ‘
masa (I') = /;1;2 dl. /
1 e X

: |

Poniewaz tuk I' jest wykresem funkcji y = Inz, gdzie 1 < z < e, wiec y'(z) =
1/x oraz

241 V1422 V14 2?2
V1 1+ T = _ |

Zatem, dla funkcji A(x,y) = = 22 i tuku I' bedacego wykresem funkeji y = Inz,
mamy

e [
2
vre+1
/ﬁm:/ 1+((nm_/2_———@
x
r 1
e2+1
ca tkowanie przez podstawienie . 1
z? +§::711 ir_dg—du — / Eﬁdu
rT=e, u= e2 +1 2

62—|—l 1

——[@?+Q\w2+1—2¢ﬂ.

3

e
= /m\/a:Q—i- dx
1
1
2

]

Wiec tuk T' ma mase [(62 + 1) ve2+1— 2\/5] /3.

(c) Poltozenie walca i nawinietych na nim dwéch
zwojow linii Srubowej I' przyjmujemy jak na ry-
sunku. Gestosé liniowa masy A tuku I' w punk-
cie (z,y,z) jest réwna odleglosci tego punktu
od podstawy walca, czyli A(z,y,z) = z. Zatem
masa linii sSrubowej I wyraza si¢ wzorem

masa (I') = /zdl.

r

Dwa zwoje linii I' nawinieto na walec o wysoko-
sci H = 2, wiec jej skok h = 1. Poniewaz wa-
lec ma promien R = 1, wigc rOwnanie parame-
tryczne tuku I' (str. 15) mozna przyjaé postaci

xr =cost, y=sint, z:2—, gdzie 0 <t < 4m.
T
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1
Stad x'(t) = —sint, y'(t) = cost, z'(t) = 50 8 dalej
m

2
V@) + (') + (1) = \/ (- sint)? + (cost)? + (57 )

1 472 + 1
:\/1+4 :\/7T+.

w2 o

Wiec catka krzywoliniowa gestoéci A(x,y,2) = z po tuku I' opisanym réwna-
niami parametrycznymi

xr=cost, y=sint, z = —, gdzie 0 <1 < 4m,

ma postac

/zdl

[
gl

47
t 42 Va2 +1 V1+4n2 |2
5 T dt — 4+27T [51 —oV/4Ar2 + 1
a 0

Zatem tuk T" ma mase 2v/472 + 1.

Zadanie 1.26. Obliczy¢ mase:

(a) tuku I' : 2 = 2cost, y = 2sint, gdzie t € [0,27x], jezeli gestosé liniowa
masy wyraza sie wzorem \(z,y) = |y|;

(b) odcinka AB, gdzie A = (1,2,3), B = (0,2,2), jezeli gestos¢ liniowa masy
w punkcie (z,y, z) odcinka jest rowna xyz;

(c) jednego zwoju linii $rubowej I' nawinietej na walec o $rednicy 2r (r > 0),
wysokosci 2h (h > 0) i gestosci liniowej masy réwnej A(z,y, 2) = 22 + 9y + 2%
(d)luku T : o =t, y=12/2, 2 =t gdzie 0 < t < 1, jezeli gestosé liniowa
masy w punkcie (z,y, z) tuku dana jest wzorem +/2y;

(e) tuku T' : = = efcost, y = efsint, z = et gdzie t € [0,1], jezeli jego
gestos¢ liniowa masy w dowolnym punkcie jest odwrotnie proporcjonalna do
kwadratu odleglosci tego punktu od poczatku ukladu wspoélrzednych, a w
punkcie (1,0,1) jest réwna 3.

Odpowiedzi. (a) 16; (b) 8\3/_ (c ) 3 (4 ’h? 4 3r?) /12 4+ h2; (d) % (6\/6— 1>;
(e) 3v3 (1 _ %)
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Wspotrzedne Srodka masy

Na ptlaszczyznie wspoélrzedne srodka masy C' tuku materialnego I' o gestosci
liniowej masy \ wyrazaja si¢ wzorami:

/ 2\ (2, y) dl / yA(z,y) dl

L T .
¢ masa (') ¢

’

masa (")

a w przestrzeni — wzorami:

/:M(:r, y,z)dl /yk(w’,y, z)dl

o T .
¢ masa (T) ’ ©

masa (")

Rys. 1.17. Wspélrzedne érodka masy tuku: (a) na plaszczyznie; (b) w przestrzeni

Uwaga. Gdy tuk I' jest jednorodny, to wzory na wspotrzedne srodka masy
przyjmuja prostsza postac:

/xdl /ydl /zdl

__ 7T __r =L
¢ T Qugosé (1) ¢~ dugosc (1)~ Qtugodé (T)

Jezeli tuk materialny na ptaszczyznie ma srodek lub o$ symetrii i gesto$¢ masy
jest funkcja symetryczna wzgledem tego srodka lub osi (np. jest stala), to
srodek masy tuku pokrywa sie ze srodkiem lub lezy na osi.

X

(a) . (b)

srodek
symetrii ¢ '

oS ..
symetril !
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Rys. 1.18. Luk na plaszczyznie: (a) ze srodkiem symetrii; (b) z osia symetrii
Jezeli tuk materialny w przestrzeni ma srodek symetrii, os obrotu lub ptasz-
czyzne symetrii i gestosé liniowa masy jest funkcja symetryczna odpowiednio

wzgledem tego $rodka, osi lub plaszczyzny (np. jest stala), to Srodek masy
tuku pokrywa sie ze $rodkiem albo lezy na osi lub ptaszczyznie.

plaszczyzna
_/  symetril

Rys. 1.19. Luk w przestrzeni:
(a) ze srodkiem symetrii; (b) z osia obrotu; (¢) z plaszczyzna symetrii

Przykfad 1.27. Wyznaczy¢ wspolrzedne srodka masy:
(a) jednorodnego tuku cykloidy I' : © = R(t — sint), y = R(1 — cost), gdzie
0<t<2m (R>0);

(b) tuku paraboli I' : y = 22, gdzie —1 < = < 1, jezeli liniowa gesto$¢ masy

ma postaé A (x,y) = V1 + 4a?;

(c) jednorodnej tamanej T' o wierzchotkach P = (—1,1,\/§>, O = (0,0,0),
R=(1,-1,1/2).

Rozwigzanie. W rozwiazaniach, do obliczania dtugosci tukow wykorzy-
stamy wzory podane w Uwadze po Twierdzeniu 1.10 (str. 17), a dla obliczania
calek krzywoliniowych nieskierowanych — wzory wyszczegélnione w Uwadze po
Twierdzeniu 1.15 (str. 21).

(a) Prosta x = mR jest osia symetrii tuku cykloidy o jednorodnej gestosci
liniowej, wiec srodek masy C' lezy na tej prostej, tzn. z, = 7R (rysunek).
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Wspétrzedng y,, obliczymy ze wzoru

/ydl

7] f— —F
Yo = dtugose (1)

Obliczenia rozpoczniemy od wyznaczenia dtugosci tuku I'. Poniewaz tuk cy-
kloidy opisany jest rownaniami parametrycznymi postaci

= R(t —sint), y = R(1 — cost), gdzie 0 <t < 2,

wiec x/(t) = R(1 — cost), y'(t) = Rsint, a stad

\/(93’(75))2 + (y’(t))2 = \/(R(l — cos t))2 + (Rsint)?
= \/R2 (1 —2cost+ cos?t +sin?t) = RV2v/1 — cost.

Zatem, ze wzoru na dtugosé¢ tuku, mamy

dtugosé (T / \/ dt / RV2v/1 — cost tdt:

= \/_R/\/Qsm —dt—QR/

—2R/s1n dt—2R{ 2COS%] = 8R.
0

wykorzyst amy wzor: %

— 2sin? %

wykorzystamy fakt:
sm dt .
sm 5 > 0dlat € [0, 2n]

Przechodzimy do obliczenia catki krzywoliniowej funkcji f(z,y) = y po tuku I'.
Mamy

wykorzystamy wzér:

cost = 1 — 2sin? %

/R(l — cost) - V2R\/T — costdt

0
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2T /
sin — ‘ dt = 4R? /sin3 5 dt

27
:/\/§R2-231n2%-\/§
0

2
A t calkowanle przez podstawlenle
= 4R2/sin§ (1 — cos 2) dticoss =7 —gsingdi=dr

=0, =1
t:27‘r T =—1

(7 =1) dr

1
— 432/ (1 - 72) dr = —8R>
1 —1

3 1
32
= 8R% | — — —R%
[ 3 T] —1 3

—

Zatem Srodek masy tuku cykloidy ma wspoétrzedne:

32
3 34
z,=7TR, y,= Y, :§R.

(b) Zauwazmy najpierw, ze tuk jest symetryczny
wzgledem osi Oy. Ponadto, gesto$¢ masy jest
funkcja parzysta wzgledem zmiennej x. Stad wy-

nika, ze érodek masy C nalezy do osi Oy. Zatem Y y = a2
x, = 0. Wspolrzedng y, srodka masy tuku I
wyliczymy ze wzoru ! L/
e /S
/y/\(x,y) dl /y\/l t 422 dl 1 -

g, =L _ T
“ masa (I) masa (I)

Obliczenia rozpoczniemy od wyznaczenia masy tuku I'. Luk I' jest wykresem
funkcji y = 22, gdzie —1 < x < 1, a jego liniowa gestoé¢é masy A(z,y) =

V1 + 422, wiec
masa ( /)\ x,y)dl = /\/1 + 422 dl

_ /\/1+4L2\/1+ di—/\/1+4i2\/1+4i2dl
—1

T3] 14
1

rx+4- —

1
1 4 =
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Przechodzimy do obliczenia caltki krzywoliniowej funkcji f(z,y) = yv'1 + 4a2
po tuku I'. Mamy

/yV1+4ﬂdl

r

y(x)vV1+4 422 -4/1

1
LQ-\/1+4:E2-\/1+4:E2d:E:/L2 1+4L dx

21

1

3 5

RNIAR E AR 34
(a: +4x>dm-[3+4 5]_1 5

I
)L\H L\HH\H

34 3 17

15 14 35

(c) Lamana I" sktada sie z odcinkéw I'y oraz I's taczacych odpowiednio punkty
P i O oraz O i R. Zauwazmy, ze plaszczyzna y = —x zawiera tamana I’
(rysunek), wiec jej srodek masy lezy na tej ptaszczyznie, czyli ma wspélrzedne
(xcv Lo, zc)'

Zatem Srodek masy tuku I' ma wspétrzedne z, =0, y, =

4
gy
/ ,g -
P R
4 I
F]_ y
O

T

Wspoélrzedne x, i z, obliczymy odpowiednio ze wzoréw

/xﬂ /xﬂ /xﬂ

r — L __I + I's
“  diugo$é (I')  dlugosé (I')  diugoéé ()’

/zﬂ /zﬂ /zm

s —_T __I + Iy
“  dlugosé (T)  diugosé (T')  dlugosé (T')

Dtugosc tamanej I' jest suma dtugosci odcinkow I'y i I'e. Poniewaz odcinek I'y
hwzypunk@r(l,—l,vﬁ)i(OJLO),aoddneklblnnﬂdy(OALO)i(—l,L]/QL
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wiec ze wzoru na odlegtos¢ punktéw w przestrzeni mamy odpowiednio

dlugosé (I1) = /(1= 0)2 + (=1 — 0)2 + (V2 — 0)2 =

dlugosé (T'g) = \/(O—i- 1)2+(0—-1)2+ <O - %)2 = g

3 7
Stad diugosé (T') = 2 + 33 . Teraz obliczymy kolejno calki

/J?dl /zdl oraz /xdl /zdl

Odcinek I'y mozna opisaé¢ réwnaniem parametrycznym postaci:
w=t y=—t z=+2t gdzie 0 <t <1,

wiec 2'(t) =1, y'(t) = —1, 2'(t) = V2. Stad

V@O + 0P+ OF = 12+ 12+ (v2) =2

Zatem korzystajac ze wzoru na zamiane calki krzywoliniowej nieskierowanej
na pojedyncza, otrzymamy

1 1
edl = [ aft 4 (g (@) + (') 2dt = [ t-2dt =[] =1,
fea- o Jrsanie

/zdl - O/z(t)\/(:r’(a:))2 +(y" (@) + (2 () dt = 0/\/§t-2dt = ﬁ[ﬂ; =2

I

Podobnie odcinek I'y mozna przedstawi¢ rownaniem parametrycznym postaci:

1
T:—f7y:t,Z:§t, gdZ1€0<t<17

1
wiec 2'(t) = —1,y'(t) =1, 2'(t) = 3 Stad

Ja O 0P+ 0P = cp 24 (1) 23
2 2

Y
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a dalej jak powyzej, mamy

1 1 9 1
[edi= [eo\ @)+ @P + EaPa= [~ Sa=-2 H =3,
Ty 0 0 0
/ > 7 > F13 03[ 3
/zdl:/z(t)\/(x’(m)) (@) + (2'(2) dt:/§t-§dtzz [5] -
I's 0 0 0

W konsekwencji

2 3 1 1 2 3 22 3
o=z (1m5) = vem e =z (V2r5) TR

Zadanie 1.28. Wyznaczy¢ wspodlrzedne érodkéw masy tukéw jednorodnych:
a) linia tancuchowa y = cosh x, gdzie |z| < 1;

b) ¢wiartka okregu o promieniu R;

c¢) polokrag o promieniu R wraz ze $rednica;

) linia srubowa x = rcost, y = rsint, z = bt, gdzie 0 < t < 2m;
f) brzeg tréjkata sferycznego z2 + 4> + 22 = 1, gdzie > 0, y > 0, z > 0;

(
(
(
(d) tuk asteroidy o réwnaniu x = 6cos®t, y = 6sin® ¢, gdzie t € [0, 7/2];
(e
(
(g) krzywa 2% +y? =1, 2 4+ 2y + 32 = 12.

et +4e? -1

46(62—1)’()$C T
2R 12 4
Yo = 2—}—71'; (d) T yczg; (e) To = Yo :07 Zg :7Tb; (f) To = Yo = 20 = =—;

2
Odpowiedzi. (a) z, = 0, y, = =y, = —R; (¢) z, = 0,

Momenty bezwtadnosci

Momenty bezwtadnosci wzgledem osi lub poczatku uktadu wspotrzednych pta-
skiego tuku materialnego I' o gestosci liniowej masy A wyrazaja si¢ wzorami:

L :/y2A(x,y) dl, I, :/;L’QA(x,y)dl, Io :/(:1:2—1—;1/2) Az, y) dl.
r r r

Z kolei momenty bezwtadnosci wzgledem osi lub poczatku uktadu wspoéirzed-
nych przestrzennego tuku materialnego I' o gestosci liniowej masy A wyrazaja
sie wzorami:

I, = / <y2 + z2) MNz,y,2)dl, I,= / (1’2 + 22) Mx,y,z)dl,
r r
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Iz:/<a:2—|—y2) Mz, y, z)dl, IO:/(:L'2+y2+z2) Mz, y, z)dl.
r r

Uwaga. Gdy tuk I' w przestrzeni jest jednorodny, to ostatni wzor przyjmuje
prostsza postac:

masa (I) 9 9 9
- dl.
O = Jhugosé (r)/(x +v+2%)

T

Analogicznie uproszczaja sie pozostate wzory.

Przykfad 1.29. Obliczy¢ moment bezwladnosci:
(a) jednorodnego okregu I' o promieniu R i masie M, wzgledem jego $rednicy;

(b) jednorodnego odcinka I" na plaszczyznie o dtugosci 2d i masie M, wzgledem
prostej przechodzacej przez jego $rodek i nachylonej pod katem 7 /3;

(c) linii tancuchowej I' o réwnaniu y = cosh x, gdzie |z| < 1, i gestosci liniowej
masy A(x,y) = |z|, wzgledem osi symetrii;

(d) jednorodnej stozkowej linii Srubowej I':
r(t) = e (cost, sint, 1), gdziet € [0, 27,
wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych.

Rozwiagzanie. W rozwiazaniach, do obliczenia catek krzywoliniowych nie-
skierowanych, wykorzystamy wzory wyszczegdlnione w Uwadze po Twierdzeniu
1.15 (str. 21).

(a) Niech okrag bedzie polozony wzgledem ukladu
wspotrzednych jak na rysunku. Moment bezwtadno$ci
tego okregu obliczymy wzgledem osi Oy. Zauwazmy, ze
ze wzgledu na symetri¢, moment bezwladnosci catego

Y
r I
okregu I' jest 4-krotnie wiekszy niz moment ¢éwiartki / \
I'y tego okregu. Poniewaz okrag I' jest jednorodny, \/R

wiec jego gestos¢ liniowg masy A(z,y) = Ag obliczymy T

Ze WzZoru

~omasa(I) M
~ dhugoéé (I 27R°
Moment bezwladnosci okregu I wzgledem jego Srednicy wyraza sie wzorem

4M
I, :/x2>\0dl :4)\0/:(:2dl — ﬁ/gﬂdz.
r ' '

Ao
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Luk I'y ma przedstawienie parametryczne
x = Rcost, y= Rsint, gdzie 0 <t < m/2.

Stad 2/(t) = —Rsint, y'(t) = Rcost oraz

\/(:15’(15))2 + (y'(t)? = \/(Rcos t)2 4+ (Rsint)? = \/R2 (cos2t +sin?t) = R.

Tak wiec, calka krzywoliniowa z funkcji f(x,y) = 22 po tuku I'; o wskazanej
parametryzacji jest réwna

[N B

jus

/cc2 dl = /$2(t)\/(3:’(t))2 + (y'(t))* dt = /(Rcost)2 -Rdt

I' 0 0

- R3

—(1+cos 2t
2

O\MI:\

W orzystam WZOI' 1
cos%dtéyk ylt Y = /5 (1 + cos2t) dt
0

R3 [ 1 ]5 RS © Rr

= l——=sin2t| =—- —.

2 2 0 2 2 4

Zatem moment bezwtadnosci okregu I' wzgledem jego Srednicy jest réwny
M R3r M R?

orR 4 2

(b) Niech odcinek I" bedzie polozony wzgledem uktadu

wspoétrzednych jak na rysunku. Wtedy moment bez-

I,=4-

wtadnosci tego odcinka wzgledem prostej przechodza- y

cej przez jego Srodek i nachylonej pod zadanym katem, r

jest momentem bezwladnosci wzgledem osi Ox. Z za- x
tozenia odcinek I' jest jednorodny, wiec jego gestosé 3
liniowa masy A(z,y) = A\g jest réwna -4 4 T

masa (I') M

Ao = =_.
07 Qtugose (1) 2d

Moment bezwladnosci danego odcinka wyraza si¢ wzorem
0 M 3
I, =\ Zdl:—/zdl.
r r

Odcinek T jest wykresem funkeji y = V3z, gdzie —d/2 < 2 < d/2. Zatem,
calka krzywoliniowa funkcji f(x,y) = y* po tuku I' wyraza sie wzorem
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/yzdl: z)V 1+ (y = (\/_o:) \/1+<<\/§m)/)2d:13
r —

\

vl NI
vl |
[MISH

I
\

Cd Ca ~4
2 2
> Md?
Tak wiec, szukany moment bezwladnosci jest réwny — 57 3 = 1
(c) Niech I'y oznacza fragment tuku I', gdy 0 < = < y

1 (rysunck). Linia taficuchowa I' jest symetryczna .
. 27 e e [N Fl |

wzgledem osi Oy, a gestosé liniowa masy A(z,y) = |z | ~-/y: cosh

jest funkcja parzysta wzgledem zmiennej x, wigc mo- | |

ment bezwtadnosci tuku I' wzgledem jego osi symetrii, | |

czyli osi Oy, bedzie dwukrotnie wiekszy od momentu 1 1

bezwladnosci tuku I'y. Zatem

I, = /:L’ZA(x,y) dl =2 / 2* Nz, y)dl =2 / 22 |z|dl.
J . .

Tak wiec, catke krzywoliniowa funkeji f(z,y) = 2?2 po tuku I'y, gdzie 0 <
x < 1, obliczamy ze wzoru

1
/J;2|:L'|dl = /:1;2|:L'|\/1+(y’(w))2dw:/ 2|L|\/1 (cosh z)’)? da
0

I

1

= / vV1+ sinh? z dx %Wykorzysmmy weor % = / 2 cosh z dx.
0

cosh? z —sinh?z = 1
0

Ostatnia catke obliczymy wykorzystujac trzykrotnie metode catkowania przez
czesci. Mamy

1

/ 23 cosh x dx
0

calkowame przez czesel
f(:r) =23 g'(z) = coshz
Fl(z) = 3z , g(x) =sinhz

calkowame przez czesci
f(m) =22, g'(z) =sinhz
fi(z) = 2:5 g(xz) = cosh

= [:1: sinh —S/x sinh x dx

f'(z) =1, g(z) =sinhx

. 1 catkowanie przez czesci
:Slnh1—3 ([xQ COSh.’L’]OQ/QjCOthdZC) fx)=x, g¢g'(z) =coshzxi =
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1
=sinh1 —3cosh1+6 ([x Sinhx]é — / sinhxdm)
0
= sinh1 — 3cosh 1 + 6sinh 1 — 6 [cosh :C](l)

wykorzystamy wzory § 8

= Tsinh 1 — 9cosh 1 + 6 isinhe= (v —e77) /28 =6 — e — —.

coshx = (e“” +e_“3) /2 (&

Zatem szukany moment bezwladnosci jest réwny 2 (6 —e— 88_1> .

(d) Moment bezwtadnosci jednorodnej linii $ru-
bowej I' wzgledem poczatku uktadu wspotrzed-
nych obliczymy ze wzoru

Ioz)\o/(:c2+y2+z2) dl.
T

W tym przykladzie stozkowa linia srubowa dana
jest rownaniami parametrycznymi:

—t

Tr=e "cost, y:e_t

sint, z=-e"', gdzie 0 <t < 2m,
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= \/(—e_t(cost +sint))? + (—e~t(sint — cost))? + (—e~t)?

= \/(—e—'f)2 (cos2t + 2costsint + sin?t + sin?¢ — 2sint cost + cos?t + 1)
—=e /3

Tak wiec, moment bezwladnosci linii sSrubowej wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych jest rowny

I :/\0/(x2—|—y2—|—z2> dl =
T
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27
= %o [ (230 + 520 + 20) V@0 + /(0 + (='(0) e
’, 2
— )\0/ [ cost (e_t sint) —|—< _t> ] e /3 dt
0
27 27
2 2 .9 —t 3t
= 3)\0/(e (cos t-l—smt-l—l)e dt:\/g)\o/e - 2dt
0 0
2T e_St 2t 2\/3
= 2\/5)\0/8_:% dt = 2\/5)\0 [—T] = T <1 - 6_67T> )\0.
0

0

Zadanie 1.30. Obliczy¢ moment bezwladnosci:

(a) jednorodnego brzegu kwadratu o boku a i masie M, wzgledem jego prze-
katnej;

(b) jednorodnego odcinka AB, gdzie A = (1,2,3), B = (3,5,4) o masie M,
wzgledem osi Oz;

(c) jednorodnej linii §rubowej I' : x = acost, y = asint, z = bt, gdzie
0 <t < 27, omasie M, wzgledem osi Oz;

(d) tukuI': & =tcost, y =tsint, z = t, gdzie t € [27, 47|, o gestosci liniowej

masy A(z,y, z) = —, wzgledem osi Oz.
z

Odpowiedzi. (a) ]V[6a ; (b) 523A1; (c) Ma?; (d) ¥ {\/ (872 +1)° — /(272 + 1)3}.




