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Wstep

Niniejszy zbior zadan jest druga czescia zestawu podrecznikéw do Ana-
lizy matematycznej 2. Podreczniki te sa przeznaczone gléwnie dla studentéw
politechnik, ale mogg z nich korzystaé takze studenci uczelni ekonomicznych,
pedagogicznych i rolniczych oraz wydzialéw nauk Scistych uniwersytetow.

Przyktady i zadania ze zbioru obejmuja catki niewlasciwe, szeregi liczbowe,
potegowe i Fouriera oraz rachunek rézniczkowy i catkowy funkcji wielu zmien-
nych wraz z zastosowaniami. Ilustruja one material teoretyczny przedstawiony
w pierwszej czesci zestawu pt. ,Analiza matematyczna 2. Definicje, twierdze-
nia, wzory’ . Zbiér zawiera przykladowe zadania z rozwiazaniami przedstawio-
nymi ,krok po kroku” oraz podobne zadania przeznaczone do samodzielnej
pracy. Rozwiazania poprzedzone sa niezbednymi wiadomosciami i wzorami.
Do wszystkich zadan podane sa odpowiedzi lub wskazowki.

Przyktady i zadania w zbiorze sa podobnych typéw oraz maja zblizony
stopien trudnosci do zadan, ktére studenci rozwiazuja zwykle na kolokwiach
i egzaminach. Oryginalne zestawy zadan ze sprawdzianéw z poprzednich lat
mozna znalezé w trzeciej czesci zestawu pt. ,,Analiza matematyczna 2. Ko-
lokwia i egzaminy’. Studentéw zainteresowanych rozwiazywaniem trudnych i
nietypowych zadan zachecamy do zapoznania sie z ksiazka ,,Studencki kon-
kurs matematyczny. Zadania z rozwigzaniami’ . Zbiér ten zawiera zadania z
egzaminéw na ocene celujaca, ktére odbyly sie w Politechnice Wroctawskiej w
ubiegtych latach.

Uzupelnieniem powyzszego zestawu podrecznikéw jest ksiazka , Przykiady
1 kontrprzyklady z analizy matematycznej”. Publikacja ta zawiera przyktady
zbioréw, funkcji, szeregow, catek itp. o zadziwiajacych wtasnosciach oraz kontr-
przyktady swiadczace, ze w klasycznych twierdzeniach analizy matematycznej
nie mozna ostabié¢ zalozen ani wzmocnié ich tez.
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Do obecnego wydania dodano nowe przyklady i zadania, a takze rysunki.
Ponadto, poprawiono zauwazone bledy i usterki.

Dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej za uwagi o poprzednich wydaniach. Dziekujemy réwniez naszym
Studentom za wskazanie btedow w odpowiedziach do zadan. Czytelnikéw pro-
simy o przesylanie uwag o podreczniku oraz informacji o zauwazonych bledach
i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas



Catki niewtasciwe

1.1. Catki niewfasciwe | rodzaju

PRZYKtAD 1.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé catek niewlasciwych

I rodzaju:
00 o] —1 00
dx xdx dx dx
(a)/ﬁa (b)/m2+47 (c) T\/——S’ (d) /m,
3 0 —o00 —o0
Ji —2z i 2 i e’ dx Ji 2
(e) [ e **dx; (f) [ xcosz*dr; (g) ol (h) [ xzln(z?+1) da.
—o00 VT 0 —o00

Rozwigzanie. Calke niewlasciwa funkcji f na przedziale nieograniczonym [a, c0) lub
(—00, b] okreslamy odpowiednio wzorami:
b

0o T b
/f(x) dx = lim /f(x) dz, / f@)de = lim f(x)de.
T—o0 S——o00
a a —o00 S
Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest rowna oo lub —oo, to méwimy, ze catka jest rozbiezna
odpowiednio do co lub —oo. W pozostatych przypadkach mowimy, ze calka jest roz-
biezna. Calke niewlasciwa funkcji f na prostej (—oo, 00) definiujemy jako sume catek
niewltasdciwych na przedzialach (—oo, a], [a, 00), gdzie a oznacza dowolna liczbe. Zbiez-
nosé tej catki ustalamy w zaleznosci od zbiezno$ci catek na pélprostych. Jezeli obie
calki sa zbiezne, to mowimy, ze calka jest zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest roz-
biezna do —oo lub oo, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub
00, to méwimy, ze calka jest rozbiezna do —oo lub co. W pozostatych przypadkach
moéwimy, ze catka jest rozbiezna.
(a) Mamy
[e'S) T T
i (2 [ = (ph e h) —or d =
A ) T T 38, T\ T3 e TV TR TR

3 3
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zatem rozwazana calka jest zbiezna.

(b) Mamy
oo T . -
T dx T dx calkowanie przez podstawienie

/ 3 = 11 /2— t=a2+4; dt =2zdx

J rid o) it a0 =4 o =T t=T2 44
T2 4+4

1 dt 1 T% +4
= — lim — =— lim |In|t

4

1 . 1
= ETIEI;O [In (7% + 4) — In4] :5(00—1114):00.

Otrzymalismy granice niewlasciwa oo, wiec rozwazana catka jest rozbiezna do oo.
(c) Mamy

catkowanie przez podstawienie
lim

—1 —1
/—Jﬁ—- /—ji— t=3z—5; dt=3d
— = o — 9O, = X
V3x —5 S V3r —5|2=5 t=35-5 =1, t = -8
— 00

—8
_! lim a1 lim §3t2_8
N 3 S——c0 % B 3 S5——x |2 355
35—5

:% MJ{VF&?—V@S—Mﬂ:%M—“ﬂ:—%-

Otrzymalismy granice niewtasciwa —oo, wigc rozwazana calka jest rozbiezna do —oo.

(d) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—oo, 00), otrzymamy

e’} 0 [e%s)
/ dx _/ dzr +/ dx
2249 249 249
0

— 00 — 0o

Poniewaz

/ dzr
2 +9

catkowanie przez 3dt
podstawienie = / 02 L a
r=3t; de =3dt 92 +9

1 dt 1 1
25/ ——arctgt—l—C:garctgg—i—C,

t24+1 3
wiec
0 e’} 0 T
/ dx n / dx . dx 4 / dx
= lim im
$2+9 $2+9 S——o00 $2+9 T—o0 $2+9
—o0 0 S 0

0 T
= lim 1 arct z + lim 1 arct ) -
T osone 3O T AN 3T T
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_11 tS—|—11' tT_1(7T+7T
3ot \ TS ) Ty (M ) T 3\g T

Zatem rozwazana calka jest zbiezna.

(e) Przyjmujac jak powyzej a = 0, otrzymamy

o 0 e’} 0 T
/ e 2 dy = / e 2 dy + /e‘zm dr = lim R Tlim e 2 dy
—o0 —o0 0 S 0
0 T
1 1
= lim [——e%} + lim [ - —e%}
S——oc0 2 S T—o0 2 0

1 1 1 1 1 1
=glim (56‘25 - 5) + fim <§ - 56‘”) = (°°‘§> + <5‘0> = o0

Poniewaz pierwsza z granic jest rowna oo, a druga jest skonczona, wiec rozwazana
caltka jest rozbiezna do cc.

(f) Mamy
oo T ) o T2
catkowanie przez podstawienie 1
/a:cosa:zdx: lim x cos 22 dx t=a2%; dt=2zdx = lim —costdt
T—o0 x:ﬁ,t:w;x:T,t:TQ T—o0 2
NG G "
1 2 1 1
= lim [sint ]. == lim (sin7? —sin7) = = lim sin T2
—00 4 2 T—o0 T—o0
Granica lim sin 72 nie istnieje, gdyz np. dla ciagow T,, = /nm, T, = \/(7/2) + 2n,
— 00

rozbieznych do oo, mamy odpowiednio

lim sin(7/)? = lim sinnr =0, lim sin(7”)% = lim sin (g + 2n7r) -1

n—oo n—oo n—o0 n—oo

Zatem badana catka jest rozbiezna.

(g) Mamy
00 T . L
e® dr e® dy | calkowanie przez podstawienie dt
/ o = lim w11 t=¢€%; dt =e"dx /
JoerHl Toe ) e AL a0 t=1; =T b= Tﬁool +1
. el . T ™ ™ s
zjjgr(l)o[arctgt N :Th—r>noo larctge” — arctg1] =5 171

Zatem badana catka jest zbiezna.

(h) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—o0, 00), otrzymamy

0 0 o

/xln(x2+1) dr = /xln(x2+1 x—l—/xln x +1 dzx.

—o00 —o0 0
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Pokazemy, ze druga z calek jest rozbiezna do co. Mamy

T

0\8

catkowanie przez podstawienie
a:ln(x2—|-1) dr = lim xln(x2—|—1) dx t=x22+4+1; dt =2zdx

THOOO x:07t:1;x:T,t:T2+1

T2+1 . o
1 catkowanie przez czesci
lim — / Intdt| wu(t)=Int, v'(t)=1
T—o0 2 W (t) = 1/t, o(t) =t
T241

T2 41
- / dt
1

1

1

Il
I

=
—

~

—

=

~
[E—

= L (@) m (12 41) - 77

Il
|
=
g
~—
—

T?+1) [In (T%+1) — 1] + 1} = oo.

0
7 nieparzystoéci funkcji podcatkowej wynika, ze / zln (2* +1) do = —oo. Otrzy-

— 00
maliSmy wyrazenie nieoznaczone —oo + 0o, zatem badana calka niewladciwa jest roz-
biezna.

ZADANIE 1.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznos¢ calek niewlasciwych I

rodzaju:
(a)7d7“”~ (b) 702‘%1 : (c)f sinz dz;
R x; x sin x dx;
1 0 T
rod rod [ d
x x x
@ [ O 0 o
—o0 1 —o0
00 o) 2d —1
2 —a® 5 . r-ax sk o
(g) /x e dz; (h) /x6—|-17 (i*) /(7r arcctgz) dx.
oo 0 —o0

Odpowiedzi. | (a) 1/3; | (b) 1/In2; | (c) rozbiezna; | (d) w/4; | (e) rozbiezna do oo; | (f)
7/3; | (g) rozbiezna do oo; | (h) 7/6; | (i*) rozbiezna do oo.

1.2. Kryteria zbieznosci catek niewfasciwych | rodzaju

PRZYKLAD 1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé ca-

tek niewladciwych I rodzaju:
o0 o0 o0 o0

d (2* l 2
(a) /e_zsiHQxdx; (b)/ Lo / + ; /x + x—|—3 dx
x2 — arctga: 4 i +r3+1

0 2 0 1
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Rozwigzanie. Kryterium poréwnawcze. Niech funkcje f i g spelniaja dla kazdego x > a
nieréwnosci 0 < f(z) < g(z). Woéwczas:

(1) jezeli calka / ) dx jest zbiezna, to catka /f dx takze jest zbiezna;

(2) jezeli za$ calka /f dx jest rozbiezna do oo, to calka / )dx takze jest

rozbiezna do oo.
oo

dx
W rozwiazaniach wykorzystamy fakt, ze catka niewlasciwa / — (a > 0) jest zbiezna
x

a

dla p > 1 i rozbiezna do oo dla p < 1.
(a) Dla kazdego x > 0 prawdziwe sa nieréwnosci
x

0< e ®sin’x e ®.

Ponadto, catka /e*”” dx jest zbiezna, gdyz

00 T

=z . — . _T . _
feran = gim [ do= i [-e7T] = i oo =1,
0 0

Zatem z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika zbieznosé badanej calki.

(b) Dla kazdego = > 2 prawdziwe sa nieréwnosci

x x
>

1
==>0.
22 —arctgr ~ #2—-0 x

dx
Ponadto, z podanego na wstepie faktu wynika, ze calka / — jest rozbiezna do oc.
x

Zatem z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika rozbiezno$é badanej catki
do oo.

(c) Dla kazdego = > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

2 41 2% 41

< < 27T 447,
0 4 + 1 4z +
Calki niewlasciwe /2_1 dz, /4_m dx sy zbiezne, gdyz
0 0
00 T T
277 1 1
27%dx= 1 27%dx = i - = lim —[1-277]=—
t/ R e o T5i>[1n2] = =1

0 0
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oraz

00 T

T
e .
47" dy = i 47"dy = lim |- = lim — [1-47T] = —.
/ do = Jm de TEI;0|: ln4} =4 i | =11
0 0

Zatem z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika zbieznosé badanej calki.

(d) Dla kazdego = > 1 prawdziwe sa nieréwnosci

22 +2x+3 224222 +322 6

Sattad+l 0 2t 4+0+0 0 22

6dx
Z podanego na wstepie faktu wynika, ze catka / —5— Jest zbiezna. Zatem na mocy
x
1
kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) rozwazana calka takze jest zbiezna.

ZADANIE 1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé catek
niewlasciwych I rodzaju:

>/% (b)

0
@ [ @

—00

(x—1)dx

(1+sinz)dr
r+z+1’

b

T dx

. (\/§+COS$) dx
T+ 1 '

Vi1

Odpowiedzi. | (a); | (f) rozbiezna; | (b); || (c); | (d); | (e); zbiezna.

PRZYKLAD 1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé catek
niewlasciwych I rodzaju:

T e dp T ads Ooarctgxdx OO\/de

———; (b d .

(a)/3e41—5’ ()/a:2+c05x / c+1 (d) x2 44
1 ™ 0 2

Rozwigzanie. Kryterium ilorazowe. Niech funkcje f i ¢ przyjmuja wartosci dodatnie
(ujemne) na pélprostej [a, 00) oraz niech spelniaja warunek

f(x)

lim —= =k, gdzie 0 < k < o0.

Woéwezas calki niewlasciwe funkeji f, g na pdlprostej [a, 00) sa jednoczesnie zbiezne
albo rozbiezne do oo (—o0).

(a) Zauwazmy, ze dla odpowiednio duzych x mamy

eBw 631 1

et — 5 3edr  3er”
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Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym

e 1

f(z) = 34z _ 5 oraz  g(z) = 3ov”
otrzymamy
eBw
T C) I P SRNE: Gl Kl N 3 3
FEL e T T T TR 3w || Tk 3 b 30 ¢
3e”®

[d
Poniewaz catka / —f jest zbiezna (Przyklad 1.2 (a)) oraz 0 < k < oo, wiec na mocy
e
1

kryterium ilorazowego badana catka takze jest zbiezna.

(b) Poniewaz —1 < cosz < 1, wiec dla odpowiednio duzych z mamy

T oz 1
2 fcosz a2
Zatem w kryterium ilorazowym przyjmujemy
x 1
f(ﬁ) = m oraz g(ﬁ) = E
Wtedy
T
T 2 2 a2 1 1
k:hm@:hmw:hmi—zlimwz—zl.
z—o0 g(x T—00 z—o0 24-cosx | a2 00 140
- 2
x x

[d
Poniewaz calka /_x jest rozbiezna do oo (Przyklad 1.2 (b)) oraz 0 < k < oo, wiec
x

z kryterium ilorazowego wynika, ze badana catka takze jest rozbiezna do oo.

(c) Poniewaz lim arctgz = 7/2, wiec dla odpowiednio duzych x mamy
Tr—00

s
arctgx 2 ™
z+1 x+1 2@+1)
Zatem przyjmujemy
arctgx ™
flx) 1 oraz  ¢g(x) D)
Wtedy
arctgx
2 2
k:hm@ 1 x—7|r—1 :—-limarctgx:—-ﬁzl.
z—oo g(x T—00 T x—00 T 2
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oo

dz
Catka /
x
0
o0
/ dx
z+1
0
Ponadto, 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego wynika, ze badana catka takze
jest rozbiezna do oo.

T jest rozbiezna do oo, gdyz

T
T
/ = lim [ln|x+1|} =lim h(T+1)=00
T—>oo T—o0 0 T—o0
0

(d) Zauwazmy, ze dla odpowiednio duzych z mamy

Vi VT _ 1

w244 22 azyz

Zatem przyjmujac

N 1
f(ff)_x2+4 oraz g(x):m,
otrzymamy
Nz
2 a2 1 1
k:hm@:hmm+4—hm;C—i = lim =——=1.

T\T x2
7 faktu podanego na wstepie Przyktadu 1.2 wynika, ze calka postaci /

N / 23/2
2

jest zbiezna. Ponadto, 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego wmoskujemy, ze
badana calka jest zbiezna.

ZADANIE 1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznos¢ calek nie-
wtasciwych I rodzaju:

o0 _1 -
v (¢*" +1) da o1
(a) /T—B’ (b) /7_17 (c) /sm de’
° 1
T 22 dx iy x
e ¢ 9T i 3T .
(@) /x3—sinx’ / x22w+1 ; ()/ sin3™“dx
1 0 )

Odpowiedzi. | (b) rozbiezna do —oo; | (d) rozbiezna do co; | (a); || (c); | (e); | (f) zbiezna.

PRZYKtAD 1.4. Zbadaé zbieznosé i zbiezno$¢ bezwzgledna calek niewtasci-
wych:

/sm xdx (b) /xcosxd:g; (©) /xcosxdx; (d%) /sma:da:.
@ 1) v

1 2 /2 g
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Rozwigzanie. Méwimy, ze catka / f(x) dz jest zbiezna bezwzglednie, jezeli / |f(x)| dx

a a
jest zbiezna. Dowoduzi sie, ze jezeli caltka niewlasciwa jest zbiezna bezwzglednie, to jest
zbiezna.
(a) Pokazemy, ze rozwazana calka jest zbiezna bezwzglednie. Dla kazdego = > 1
prawdziwe sa nieréwnosci
sin® x
2

1

0< .

X

x x
[d
x

Ponadto, catka / — Jest zbiezna. Z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1, str.
x

1 o,

sin® x dx

dz jest zbiezna. Stad caltka /72

x

1

sin®

jest zbiezna

13) wynika, ze calka / 5
x
1

bezwzglednie, a wiec réwniez zbiezna.
(b) Pokazemy, ze badana calka jest zbiezna bezwzglednie. Zauwazmy, ze dla kazdego
x > 2 zachodza nieréwnosci

T COST T
X 3 X 3
(2 —1) (2 —1)
o0
rdx
Ponadto, catka / 2713 jest zbiezna, gdyz
J @-1)
00 T ) o T2 -1
rdr ) rdr catkowanie przez podstawienie 1 .. dt
— = lm [— t=x2—1; dt =2zdx = — lim =
) @ =1)7 Toe) (@2 —1)7 |a=2,t=38 o=T t=T2-1 27— )t

T2-1
1. 1 1. 1 1 1
2| o), T8 o) T3
2T—o0 | 2t%], 4T—-\9 (T2 - 1) 36

Zatem, analogicznie jak w poprzednim przyktadzie, na mocy kryterium poréwnaw-
czego, badana catka niewlasciwa jest zbiezna bezwzglednie, a wiec réwniez zbiezna.

(¢) Pokazemy, ze badana calka jest rozbiezna. Mamy

oo T . .
catkowanie przez czesci
/ zcosxdr = lim rcosxdx | u(x) =z, v'(z) = cosz
T—oo u'(z) =1, v(z) =sinz
/2 /2
T
. . T .
= lim [a: sin x} .= sinzdx | =
T—o00 2
/2

= lim [zsinz +cosaly = lim [(TsinT +cosT)— 2],
T—o00 2 T—00 2
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Zauwazmy teraz, ze granica Tlim (T'sinT + cosT) nie istnieje, gdyz np. dla ciagéw
—00
T =2nm, T,/ = (2n + 1), rozbieznych do oo, mamy odpowiednio
lim (7,)sinT, +cosT,) = lim (2n7T sin(2nm) + cos(2n7r)) =1
n—oo n—oo | SR — N, e’
-0 =1
oraz

lim (T, sinT,) + cosT)) = lim ((2n + 1)7sin ((2n+)7) + cos ((2n + l)w)) = —1,

n—oo n—oo

=0 =—1

wiec badana calka jest rozbiezna. Pokazemy, ze rowniez catka / |z cos x| dz nie jest
/2
zbiezna. Gdyby bowiem calka ta byla zbiezna, to wobec podanego na wstepie faktu
o0
bytaby zbiezna takze catka / x cos z dx, co jak pokazaliémy powyzej nie zachodzi.
/2

(d*) Pokazemy, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie, ale jest zbiezna. W
rozwiazaniu wykorzystamy nieréwnosé |sinz| > sin? z prawdziwa dla kazdego z € R
oraz okresowos¢ funkeji sin® z. Stosujac te nieréwnoéé otrzymamy

[e’e) e’} 27 3T 47
/ sinx dr > /singxdx:/sin2xdm+/sin2xdx+/sin2$dm+
T T T T T
T T b 27 3T
27 3T 47
sin? x sin® x
2/ / dx—|—/ dr + ...
3T 47
3T
27
( (1 o1 )
= sinzdz | - ——|———|———|—...
3
o 1 1+1+1+ _
27 \2737; -

To oznacza, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie.

Pokazemy teraz zbiezno$é tej calki. Najpierw caltke nieoznaczong przeksztalcimy do
postaci dogodniejszej do dalszych obliczen. Stosujac catkowanie przez czesci otrzy-
mamy

/sinxdx[ u(z) = 1/x, v'(z) =sinz ] cosx / cosx dx

T W (z) = —1/22, v(z) = —cosx T 22

Zatem

T T
sin x dx [ cos a:} T coszdx
x z Ix x2

s s
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Poniewaz

= lim

T T—o0

lim [—

T—o0

)

3

cosx}T . COST+COS7T 1 1
T T

oo
coszcdx

a z kryterium poréwnawczego wynika, ze catka / jest zbiezna bezwzglednie,

s
wiec badana calka takze jest zbiezna.

ZADANIE 1.4. Zbadaé zbiezno$é¢ i zbieznosé bezwzgledna calek niewlasciwych:

[ sin3z de Ji [ s da
(a) /T—kl; (b) /a:cosZa:da:; (c) /5547—1—1;
" 0
0 d 002 d T d
cosx dx T cosx dx cosT dx
d ttathadbaia * .
()/ 2241’ /4w—|—s1na: ( )/ VT
s 0 /2

Odpowiedzi. = (a); | (c); | (d); | (e*) zbiezna bezwzglednie; | (b) rozbiezna; | (f*) zbiezna,
ale nie zbiezna bezwzglednie.

1.3. Catki niewtasciwe Il rodzaju

PRZYKLAD 1.5. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznos¢ catek niewtasciwych

IT rodzaju:
s d ; d / d
T T T
(a) /sin?x7 ( )/31—x’ () /332—17
T 0 —1
/2 p 3/71'1 4 d
coszdr 1 T
_— — sin — dz; f .
@ [ e © [ s do 0 [ 7=
0 0 1

Rozwiazanie. Niech funkcja f okreslona na przedziale (a, b] bedzie nieograniczona tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Caltke funkcji f na przedziale (a,b] definiu-

jemy wzorem:
b b
[ t@)de= fim_ [ f@)do
a A

Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to méwimy, ze calka jest roz-
biezna odpowiednio do oo lub —oco. W pozostalych przypadkach moéwimy, ze catka
jest rozbiezna. Analogicznie definiuje sie catke funkeji f okreslonej na przedziale [a, b)
i nieograniczonej tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu b.
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Niech funkcja f okreslona na przedziale (a,b) jest nieograniczona tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu a i na lewostronnym sasiedztwie punktu b. Wtedy catke
funkcji f na przedziale (a,b) definiujemy wzorem

b d b
/ f(x) da = / f(x)de + / f() d,
a a d

gdzie d jest dowolnym punktem przedzialu (a,b). Zbiezno$é tej calki ustalamy w
zaleznoéci od zbieznosci calek na przedziatach (a, d], [d, b). Jezeli obie calki sg zbiezne,
to mowimy, ze caltka jest zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest rozbiezna do —oco lub
o0, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub co, to méwimy, ze
calka jest rozbiezna do —oo lub co. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka
jest rozbiezna.

Niech teraz funkcja f okreslona na zbiorze [a,c) U (¢, b] bedzie nieograniczona tylko
na obu jednostronnych sasiedztwach punktu c. Wtedy catke funkcji f na przedziale
[a, b] okreslamy wzorem

jf(x)dx:/cf(x)dx+jf(x)dx.

Zbiezno$¢ tej calki ustalamy tak samo jak zbieznosé calki na przedziale (a, b).

(a) W przedziale (m,37/2] funkcja f(x) = 1/sin®z jest nicograniczona tylko na

prawostronnym sasiedztwie punktu 7. Mamy bowiem lim — = 00. Zatem
z—7mt sIn” x
3 /2 3 /2
dx dx 3m/2
= lim = lim |—ctgx = lim (0+ ctgA) = o0,
/ sin2 x A—rt sin2 x A—nt [ & }A A—gt ( 8 )
s A

czyli badana calka jest rozbiezna do co.
(b) W przedziale [0,1) funkcja f(z) = 1/V/1 — x jest nieograniczona tylko na lewo-

stronnym sasiedztwie punktu 1. Mamy bowiem lim — 1 = 00. Zatem
rz—1— — X
1 B ) o 1-B
dx dx catkowanie przez podstawienie —dt
/3 = lim /3 t=1—z; dt = —dx = lim 3
J Vi-z  pom ) Vl-w|o=0,t=1 o=Bt=1-8 51 ) Vit

1

1

= lim t=Y3dt = lim th} =3 fim (1— \ (1—B)2)=
Bﬂrl_B B—1- |2 - 2B-1-

Badana catka jest zbiezna.

(¢) W przedziale (—1, 1) funkcja podcalkowa f(z) = 1/ (z* — 1) jest nieograniczona
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na prawostronnym sasiedztwie punktu —1 oraz na lewostronnym sasiedztwie punktu
1, gdyz mamy

1
im —— =-00, lim = —o0.

r——1+ 22 —1 r—1- 22 —1

Zatem przyjmujac w okresleniu calki niewladciwej za miejsce podzialu a = 0, otrzy-

mamy
1

0
/ dzr _/ dzr +/ dzr
2 -1 2 -1 x2—1
~1

0

Zbadamy z definicji zbieznoé¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku rownosci. Mamy
B

1
dzx dz rozklad na utamki proste
lim 1 1/ 1 1
22—-1  B—1 22—-1| 53—773 -
0

1 2 \x—1 z+1

B
1 1 1 1 B
Ly R [1 1)1 1}
23:1?/(x_1 m)dx 5 g [z =1 =Injz+1]|
0

B—-1 1 . 1-B
=— lim In =
2B—>1_ 1+B

5 B—1—
7 parzystoéci funkcji podcatkowej wynika, ze takze
0

dx
21 >

-1

Zatem badana catka jest rozbiezna do —oc.
(d) W przedziale [0,7/2] funkcja podcatkowa f(x) = cosz/V/1— 2sinx jest nie-
ograniczona tylko na obu jednostronnych sasiedztwach punktu 7/6. Mamy bowiem
. cosx . cosx
lim —————= =00, oraz lim —— = —0.

z—=- /1 —2sinz a—Z+ /1 —2sinzx
Wiec rozwazana caltka niewlasciwa jest okreslona wzorem

/2 /6 /2
cosx dr cosx dx cosx dr

= + _
V1 —2sinz J1 —2sinx V1 —2sinx
0 0 7/6

Zbadamy zbieznos¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku réwnosci. Najpierw jednak
cosx dx

obliczymy calke nieoznaczon ———— Mam
Yy cafie ] T —2sma Y
catkowanie
cosw dx przez podstawienie | _ 1 dt _ _1 ) § /2 +C

VI-2sing | 1=1°2sin 2) % 22

t = —2cosxdx
= —Z?/(l —2sint)* + C.
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Zatem dla pierwszej calki niewlasciwej mamy

/6 B B
coswdr lim cosz dx _ 3 o {3 (1—2sinx)2}
Y1—2sine Bz~ ) Y1—2snx  4p-z- 0
0 0
=3 tim |} (1—2sinB)*—1 _3
4B—>%7 4
Dla drugiej calki niewlasciwej mamy
/2 /2
/ cosrdr lim cosx dx 3 m [ /1—251113: ]
V1 —2sinz AH”+ Y1_2sinz 4AH"+
w/6
3 3
= —ZAlin%1+ [1— \ (1—2sinA)2} =-7
. . 3 3
Stad badana catka jest zbiezna do 1 + 1) = 0.

(e) Funkcja f(z) = (1/2?) sin (1/z) na przedziale (0,3 /7] jest nieograniczona tylko
2

na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, bo dla ciggu x,, = — 0" mamy

(1 + 4n)

. 1 . 1 . (
nh_}ngo 5 5 sin 5 = lim <7
<7T(1 —|—4n)) m(1+ 4n)

2
14+4
= lim (ﬂ-( _g n) = 0.

Zatem badana catke okre$lamy wzorem
3/m 3/m

1
/—sm—d;v: lim —251n—dx
A—0+ T T
A
/3

catkowanie przez podstawienie
t=1/x; dt =— (l/zQ) dx
x=A, t=1/A; x=3/m, t=7/3

. ) /3 1 . 1
= — sintdt = lim [cos t} = —— lim cos—.
A—0 1/A 2 A0+ A

1/A

Poniewaz granica Alim+ cos(1/A) nie istnieje, gdyz np. dla ciagéw A = 1/(2nmw),
—0

Al = 2/(7 + 2n7), zbieznych do 0F, mamy odpowiednio

. 1 . . T
lim cos — = lim cos2nm =1, lim cos = lim cos (— + mr) =0,
n—oo ’IIL n—oo n—oo 7L n—oo 2
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wiec badana calka jest rozbiezna.

(f) W przedziale [1,4) funkcja f(z) = 1/(2 —+/z) jest nieograniczona tylko na
lewostronnym sasiedztwie punktu 4. Mamy bowiem

1
I
Ry NS

Zgodnie z definicja caltki niewladciwej otrzymamy

4 B
/ dx dx catkowanie przez podstawienie tdt
= lim z=t2(t >0); dz—2tdt /—
2—\/5 B—>4*1 2—\/5 IZl,tZl;I—B,t— B—>4*1 2

= Q.

1

e .
= lim 2/ 2 1) dt=2 lim [—21n|t—2|—t}
B4~ t—2 B—4- 1
1
= 2Blir2_<—2ln‘\/§—2‘ - VB + 1) — %0

Zatem badana catka jest rozbiezna do oco.

ZADANIE 1.5. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé catek niewtasciwych 11

rodzaju:
[ d [ d rod
i i x
O N -l -t
-1 w/2 2
[nzd Ford [ sinlnzd
nxdx T dx sinlnz dz
d . .
@ [REE @ [ 25 e [P
0 3 0
Odpowiedzi. | (a) 5/3; | (b) oo; | (¢) —o0; | (d) —oo; | (e) oo; || (f*) rozbiezna.

1.4. Kryteria zbieznosci catek niewfasciwych Il rodzaju

PRZYKLAD 1.6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé ca-
tek niewtasciwych I rodzaju:

1 ( p 2 1 p m/2
l—l—bmx T evdr
(a)/ / —x4+x / 1) )/xtgxdx.
0 0 0 /4

Rozwigzanie. Kryterium poréwnawcze. Niech funkcje f i g beda nieograniczone w prze-
dziale (a, b] tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a oraz niech dla kazdego z z
tego przedzialu spelniaja nieréwnosci 0 < f(z) < g(z). Wowczas:

b b
(1) jezeli catka /g(x) dx jest zbiezna, to takze calka /f(x) dx jest zbiezna,

a a
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b b
(2) jezeli calka /f(x) dzx jest rozbiezna do oo, to takze calka /g(a:) dx jest rozbiezna

do oo.
f d
x
W rozwiazaniach wykorzystamy fakt, ze catka niewlasciwa II rodzaju postaci / -
x
0

(b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do co dla p > 1.

(a) W przedziale (0,1] funkcja (1 + sinz) /y/x jest nieograniczona tylko na pra-
wostronnym sasiedztwie punktu 0. Zauwazmy, ze dla kazdego x > 0 prawdziwe sa
nieréwnosci

1+sine 141 2

0< Tz S \/E:ﬁ

1
Ponadto, catka niewlasciwa / 7 jest zbiezna, co wynika z podanego na wstepie
T
0

faktu. Zatem z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika, ze badana calka jest
takze zbiezna.

(b) W przedziale (0, 2] funkcja 1/+/24 4  jest nieograniczona tylko na prawostron-
nym sasiedztwie punktu 0. Zauwazmy, ze dla x > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

1 1 1

0< < = —.
Vat+z O+zx o

2
dx
Poniewaz z podanego na wstepie faktu wynika, ze caltka / ? jest zbiezna, wiec
x
0

wobec kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) takze badana calka jest zbiezna.
(c) W przedziale (0, 1] funkcja e” /(2 —1)? jest nieograniczona tylko na lewostronnym
sasiedztwie punktu 1. Dla kazdego 0 < z < 1 prawdziwe sg nieréwnosci
1 el e

SEmE T o o

1
d
Ponadto, catka niewlasciwa / ﬁ jest rozbiezna do oo, gdyz
T —
0

1 B B
/ dx . dx . -1 . -1 1
—— = lim [ ——— = lim = lim (=———-1)=o00.
(x—1)2 B-1-) (x—-1)2 B-1-|o—-1], B-1-\B-1 >
0 0

Zatem z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika, ze badana calka jest takze
rozbiezna do oo.
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(d) W przedziale [rr/4, 7/2) funkcja x tg  jest nieograniczona tylko na lewostronnym
sasiedztwie punktu 7/2. Zauwazmy, ze dla 7/4 < x < w/2 prawdziwe sa nieréwnosci

0< gtgx <ztge.

w/2

Uzasadnimy teraz rozbieznos¢ catki niewlasdciwej / tg x dx. Mamy

w/4
/2 B B ,
. sinx . cosx) dx
tgxdr = lim dex=— lim Q
B—ZI- cosx B—ZI- cos x
/4 /4 /4

= Q.

™ — ™ —
B—7% B—3

2
— lim [1n|cosa:|]f/4: lim [1n\/7——ln|cosB|

Z kryterium poréwnawczego rozbieznoéci (2) wynika rozbieznosé badanej catki do oc.

ZADANIE 1.6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé catek
niewlaéciwych IT rodzaju:

s

2
/—arct ldx' /erdx © /cos%:da:.
VT 85 4% a3 Jr—m

0

0
2 3
() / dv / (%) / 28 dx
2 +\/z \/16—334’ - 1)
0 0 1

Odpowiedzi. | (a); | (c); | (d); | (e*) zbiezna; | | (b); | (f*) rozbiezna do oo.

PRZYKLAD 1.7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé¢ zbieznosé catek
niewlasciwych II rodzaju:
T 4

iy 1
sinz dx (e —1) dx / / Vv dx
(a) N (b) / x4 P (9) 1+cosz’ In(1+ 3z)
0 0 0

0

Rozwigzanie. Kryterium ilorazowe. Niech funkcje f i g przyjmuja wartosci dodatnie
(ujemne) na przedziale (a,b] i niech beda nieograniczone tylko na prawostronnym
sasiedztwie punktu a. Ponadto, niech spelniaja warunek

i T@)

m —= =k, gdzie 0 < k < o0.
g 8

Woweczas calki niewlasciwe I rodzaju funkcji f, g na przedziale (a, b] sa jednoczesnie
zbiezne albo rozbiezne do oo (—oo). Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia dla
calek niewlasciwych na przedziale [a, b).
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Ponownie przypomnijmy fakt, ze calka niewlasciwa II rodzaju postaci

(%)

(b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do oo dla p > 1.

o
S

(a) W przedziale catkowania funkcja sinz/v a3 przyjmuje wartosci dodatnie i jest
nieograniczona tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

lim =

sinx[o} " .. Ccos X
z—0+t x3

= im
0 z—0t 3332
. ... sinw . o
Poniewaz hn%J —— =1, wiec dla x bliskich 0 mamy
xTr— €T

sinz sinx 1 1 1
flo) =" =T sl =
Va3 x T NIV
Funkcja 1/v/x w przedziale catkowania przyjmuje wartosci dodatnie i jest nieograni-

czona tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem przyjmujac w kryterium
ilorazowym g(z) = 1/y/x, otrzymamy

sinx
= )
ke lim L&) gy M2 g, ST
e—0+ g(x) -0+ 1 0+ T

1
dx

Poniewaz catka / T jest zbiezna (x) oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego
x

0
wynika, ze badana catka takze jest zbiezna.

(b) W przedziale catkowania funkcja (e” — 1) /z* przyjmuje wartoéci dodatnie i jest
nieograniczona tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

x

= lim = 0.

lim —
z—0+ 4x

z—0+ x4

ew—l[o}H . e

x

Poniewaz lim =1, wiec dla z bliskich 0 mamy

x—0

er—1 -1 1 1 1
fa) == el =

x 23 x3 a3

Funkcja 1 /x?’ w przedziale calkowania przyjmuje warto$ci dodatnie i jest nieogra-
niczona tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem, biorac w kryterium
ilorazowym g(x) = 1/2°, otrzymamy

e’ —1
e @1
A R T N
z—0t g(x) z—0t i r—0t x

3
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1
dx
Poniewaz calka / — Jest rozbiezna do oo (%) oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium
x
0

ilorazowego wynika, ze badana catka takze jest rozbiezna do oco.

(c) W przedziale catkowania funkcja 1/(14 cosz) przyjmuje wartosci dodatnie i jest
nieograniczona tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu mw. Przeksztalcimy caltke
niewlasciwa w ten sposob, aby funkcja podcatkowa byla nieograniczona na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu 0 zamiast lewostronnym 7. Podstawiajac t = 7 — z

otrzymamy
T K

/ dz _/ dt
14+cosz ) 1—cost’

0 0

Funkcja f(t) = 1/(1 — cost) na przedziale catkowania przyjmuje wartosci dodatnie
i jest nieograniczona tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0. Ze wzoru Mac-
laurina funkcji cost i n = 3 dla ¢ bliskich 0 mamy cost ~ 1 — t?/2. Funkcja 1/t> w
przedziale calkowania jest dodatnia i nieograniczona tylko na prawostronnym punktu
0. Zatem biorac w kryterium ilorazowym g(t) = 1/t2, otrzymamy

1
t _
E— lim f():lim 1 —cost
t—0+ g(t) t—0+ i
t2
12 2t t
— lim 7[9} B fim =2 =9 lim — =2.1=2.
t—0+ 1 — cost LO t—0+ sint t—0+ sint

™
dt
Poniewaz calka /t_2 jest rozbiezna do oo () oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium
0

ilorazowego wnioskujemy, ze badana calka takze jest rozbiezna do oco.

(d) W przedziale catkowania funkcja v/z/In(1 + 3z) przyjmuje wartoéci dodatnie i
jest nieograniczona tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

1
. VT 01 H .. NG . 143z 1
iy YT O 8 | g L3 1
om0+ In(1 1 37) o) ~ o0+~ 3 oot 6y 0T
143z
In(1
Poniewaz lin%J M = 1, wiec dla dodatnich x bliskich 0 mamy
r— €T
T 3x 1 1 1
flo)= L =

. ~1- = .
In(1 + 3x) In(143z) 3z 3V 3z

Funkcja 1/ (3/x) w przedziale catkowania przyjmuje wartoéci dodatnie i jest nieogra-
niczona tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem, ktadac w kryterium
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ilorazowym g(z) = 1/ (3y/z), otrzymamy

. In(1+43x . 3x
—2 = lim ——— = lim ————— =
r—0+ g(x z—0+ 1 z—0+ 111(1 + 3$)

dx
Poniewaz catka / F jest zbiezna (x) oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego
x

0
wynika, ze badana caltka takze jest zbiezna.

ZADANIE 1.7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé calek nie-
wtasciwych II rodzaju:

T 1 7r
(a)/sin?’xdx. / 1) dgc © / dr
VI Yt Jcosx’
0 0 /2

1

0
O [ @O O
(arcsin x)2 — 2’ x—sinx’
1

0
/ d / d
x s
h* )
/x2 \/—’ ( )/ew—cosx’ /2””
1 1

0
Odpowiedzi. = (b); | | (c); | (e*) zbiezna; | (a); | (d); [ (f*); [ (g%); | (b*); | (i*) rozbiezna
do oo.

™

PRZYKLtAD 1.8. Obliczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych:

oo o0 o0

(a)_ZO l—l—(jcigj-l)?; (b)_Zo e " dx; (c)_[o sin (x—g) dx;
o0 1 9

sin z dx dx
(d) [ sgn(z —2)dz; (e) ; () :
/ / o J Ve

Rozwigzanie. Wartos¢ gtéwna calki niewtasciwej I rodzaju funkcji f na prostej defi-
niujemy wzorem

—o0 —1

[e'S) T
v.p. / f(x)dz = lim f(z)dx
T—o0
-7
Z kolei warto$¢ gtéwna calki niewlasciwej I rodzaju z funkeji f okreslonej na [a, b]\{c}
i nieograniczonej jedynie na obustronnym sgsiedztwie punktu ¢ definiujemy wzorem:

V.p./bf(;zc)alac:€1_i>r(r)1+ /f d;v—i-/f

c+e
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Jezeli w definicjach granica nie istnieje, to méwimy, ze calki niewlasciwe (I lub II
rodzaju) nie maja wartosci gléwnej. Jezeli calka niewlasciwa (I lub II rodzaju) jest
zbiezna do w, to wartosé gtéwna calki takze si¢ rowna w.

(a) Mamy
T . X . T
- [ e = A, | T = A e+ )
oo gy
' T T
= Jim arctg (T +1) - arctg(~T)] = 5 - (—5) =
(b) Mamy
o T
v.p. /e*g” dx = Tlim /eﬂ dz
o Gy
o T _ s T _ T\ — (0 — o0) =
=~ lim [e7]1; =~ lim (e7" — ") = —(0—o0) = oo,
(c) Mamy
[eS) T T
V.p. / sin (x — %) dx:TlEI;o sin (a: — %) dr = —Tlgl(lx) [cos (a: - %)}7T
o =T

i e (- 5) (- )]

= lim [cos (T + %) — cos (T - %)] .

A dalej korzystajac ze wzoru cos o —cos f = —2sin ((a + 3) /2) sin ((a — B) /2) otrzy-

mamy

lim [cos (T+ %) — cos (T— %)] =2 lim sinTsin% — _ lim sinT.

T—o0 T—o0 T—oo

Poniewaz granica Tlim sinT' nie istnieje, wiec wartos¢ gtéwna calki takze nie istnieje.
— 00

(d) Funkcja podcatkowa jest okreslona wzorem

—1 dla z < 2,

sgn(x —2) = 0 dla z = 2,

1 dla z > 2.

Zatem
%) T
v.p. / sgn (x —2)de = Tlim sgn (x —2)dx
—o0 =T
2 T

= lim /sgn(x—Z)da:+/sgn(x—2)da: =

T—o0
-T 2
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30
2 T
Lot Tan}m /(—1)dx—|—/1da:
-T 2
=,

([_x]g_;p + [SU];F) =lim[2-T+T-2] = —4.

Zauwazmy, ze wartos¢ gtowna calki istnieje mimo, ze calka niewlasciwa na przedziale

(—00, 00) nie istnieje.
(e) Funkcja f(z) =

(sinz)/x* jest okreglona dla = # 0 i tylko na obustronnym

sasiedztwie punktu O jest nieograniczona. Zatem

1 —€

sin z dx . sin x dx
v.p. | ——— = lim
x4 e—m0t x4

-1 1
Z nieparzystosci funkcji f wynika, ze

—€

sin z dx
N

—1 €

Stad
1 1

1
sin x dx
+ 4
T

€

sin x dx

1
=0.

sin z dx .
v.p. [ —53— = lim
x e—0t

—1 €

(f) Funkcja f(x
twie punktu 0O jest nieograniczona. Zatem

9

dx
A / NEN

m

=2 lim
e—0t

sin z dx sin z dx
- it 74

= l1im
e—0*t

€

) = 1/+/|x]| jest okreslona dla z # 0 i tylko na obustronnym sasiedz-

—E

dz_ / Az
/—z vz
—4 £

(v WAL} =i (203 =10

ZADANIE 1.8. Wyznaczy¢ wartosci gtéwne calek niewlasciwych:

T 3 T oz

@ [T ) [
-

(d) /(x?’—xQ) dx; (e) /bm;dx;
o S

Odpowiedzi. = (a) 0;  (b) oo; | (c) 2; | (d) —o0;

oo

(c) /e*|$+5|d;v;

— 00
27
dx

\3/|7

() 0; [ (£) 39/2.



