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Wstep

Niniejsza ksigzka jest pierwsza czescig zestawu podrecznikéw do Analizy
matematycznej 2. Pozostalymi czedciami sa zbiér zadan pt. ,,Analiza matema-
tyczna 2. Przyklady i zadania” oraz opracowanie pt. ,Analiza matematyczna 2.
Kolokwia © egzaminy”. Podreczniki te przeznaczone sa gléwnie dla studentéw
politechnik. Moga z nich korzystaé takze studenci uczelni ekonomicznych, pe-
dagogicznych, rolniczych i wojskowych oraz wydzialéw nauk $cistych uniwer-
sytetow.

Material zawarty w ksiazce obejmuje catki niewltasciwe, szeregi liczbowe,
ciagi i szeregi funkcyjne, rachunek rézniczkowy i caltkowy funkcji wielu zmien-
nych wraz z zastosowaniami. Wszystkie zagadnienia teoretyczne zakonczone
sa ¢wiczeniami, przy czym poczatkowe z nich sg z reguty najprostsze. Odpo-
wiedzi do ¢wiczen umieszczone sg na koncu podrecznika. Fragmenty materiatu
oznaczone gwiazdka nieznacznie wykraczaja poza standardowy program przed-
miotu. W ten sam sposéb oznaczono trudniejsze ¢wiczenia. Dodatkowy ma-
teriat oraz trudniejsze ¢wiczenia dotaczono z myéla o studentach, ktérzy chca
poglebi¢ swoje wiadomosci z analizy matematycznej. Ponadto, zachecamy ich
do zapoznania sie¢ z ksiazka ,Studencki konkurs matematyczny”, ktéra jest
zbiorem trudnych i nietypowych zadan z algebry oraz analizy.

Przyktady ze wzorcowymi rozwigzaniami, ilustrujace materiat teoretyczny
z tego podrecznika, umieszczono w drugiej czesci zestawu pt. ,,Analiza mate-
matyczna 2. Przyklady i zadania”. Tam tez mozna znalezé duza liczbe zadan
do samodzielnej nauki.

Cwiczenia z tej ksiazki oraz przyklady i zadania z drugiej czesci zestawu sa
podobnych typéw i maja ten sam stopien trudnosci jak zadania, ktore zwykle
pojawiaja sie na kolokwiach i egzaminach. Zadania, ktore w poprzednich la-
tach studenci rozwigzywali na sprawdzianach, sa umieszczone w trzeciej czesci
zestawu.
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Uzupelnieniem powyzszego zestawu podrecznikéw jest ksiazka , Przykiady
1 kontrprzyklady z analizy matematycznej”. Publikacja ta zawiera przyktady
zbioréw, funkcji, szeregdw, calek itp. o zadziwiajacych wlasnosciach oraz kontr-
przyktady swiadczace, ze w klasycznych twierdzeniach analizy matematycznej
nie mozna ostabi¢ zatozen ani wzmocnié tez.

Do obecnego wydania dotaczono kilkanascie nowych ¢wiczen. Ponadto,
przeredagowano lub uzupelniono niektore fragmenty materialu oraz popra-
wiono zauwazone bledy i usterki.

Serdecznie dziekujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki
Politechniki Wroctawskiej za uwagi o wezesniejszych wydaniach ksiazki. Dzie-
kujemy réwniez naszym Studentom za wskazanie btedéw w odpowiedziach do
¢wiczen.

Uprzejmie prosimy Czytelnikéw o przesylanie uwag o podreczniku oraz in-
formacji o dostrzezonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas



Catki niewtasciwe

W pierwszym rozdziale omawiamy catki niewtasciwe pierwszego i drugiego
rodzaju, tj. catki po przedziatach nieograniczonych i catki funkcji nieogra-
niczonych. Formulujemy kryteria zbieznosci oraz zbieznosci bezwzglednej
tych calek. Ponadto, definiujemy wartosci gtéwne catek obu rodzajow.

1.1. Catki niewtasciwe | rodzaju

Definicja 1.1. (calka niewlasciwa na pélproste;j)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale [a,00)*. Calke niewlasciwg
funkcji f na polprostej [a, c0) okreslamy wzorem:

/Oof(m)da: = Th_r};o/Tf(m)da:

Jezeli granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wlasciwa, to méwimy,
ze catka niewlasciwa jest zbieina. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to
moéwimy, ze calka ta jest rozbiezna odpowiednio do oo lub —oo. W pozostatych
przypadkach méwimy, ze catka niewtadciwa jest rozbiezna.

‘ a T —

Rys. 1.1. Tlustracja calki niewlasciwej na polprostej [a, 00)

*Przyjmujemy w calym rozdziale, ze rozwazane funkcje sg catkowalne na dowolnym prze-
dziale domknietym zawartym w ich dziedzinie.
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Analogicznie okresla sie calke niewlasciwg na pélprostej (—oo, bl :

b b

[ s@e = Jim_ [ g de.

—co+— S b ‘ T
Rys. 1.2. [lustracja calki niewlasciwej na p6lprostej (—oo, ]

Uwaga. Jezeli funkcja f jest przyjmuje wartosci nieujemne na przedziale [a, 00),
to calka niewlasciwa tej funkcji na tym przedziale jest zbiezna albo rozbiezna
do co. Podobnie jest dla calki niewltasciwej na przedziale (—oo, b].

Cwiczenie 1.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé calek niewlagciwych:

(e} [e.e] (e}

(a) 2/%:’ (b) / %? (c) l/:UQd——T—l’ (d) /sinmdm;

(Djxﬁw; @ﬂmﬁﬁﬁﬁ; &ﬂ7 da
0

-9
(e) /dix
Vet T VT 1+ 24

—00 1

Definicja 1.2. (calka niewlasciwa na prostej)

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (—oo,00). Calke niewlasciwg
funkcji f na prostej (—oo,00) definiujemy wzorem:

7f(x)da:: /af(x)da:+7of(x)da:,

gdzie a oznacza dowolng liczbe rzeczywista. Zbiezno$é calki niewtasciwej po
lewej stronie znaku réwnosci ustalamy w zaleznosci od zbieznosci catek niewla-
Sciwych po prawej stronie. Jezeli obie catki po prawej sg zbiezne, to méwimy,
ze calka po lewej jest zbiezna. Jezeli jedna z calek po prawej jest rozbiezna do
—o0 lub 0o, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub oo,
to méwimy, ze catka po lewej jest rozbiezna do —oo lub co. W pozostatych
przypadkach moéwimy, ze catka po lewej jest rozbiezna.
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Rys. 1.3. Ilustracja calki niewlasciwej na prostej

Uwaga. Jezeli w definicji calka niewlasciwa na przedziale (—oo, 00) jest zbiezna
dla pewnego a € R, to jest zbiezna dla dowolnego a i jej warto$é nie zalezy od a.
Calki po przedziatach nieograniczonych (—o0, ], [a,0), (—00, 00) nazywamy
catkami niewlasciwymi I rodzaju. Na koniec zauwazmy, ze jezeli funkcja f
przyjmuje wartoéci nieujemne na przedziale (—oo,00), to catka niewlasciwa
funkcji f na prostej jest zbiezna albo rozbiezna do oo.

Cwiczenie 1.2. Korzystajac z definicji zbadaé¢ zbieznoséé calek niewlagciwych:

T dx T zdr T dx T dx
(a)/x2+4, ()/x2—|—1’ ((3)/625’37 ()/a:2+4x+9’
(e) / el dz; (f) / e*sinzdr; (g) / diw; (h) / (31 — 2—93) dx.

FAKT 1.1. (o zbieznosci calek [ Z—ﬁ)

d
Calka niewtadciwa / a;_:; (a > 0) jest zbiezna dla p > 1 i rozbiezna do oo dla

a

0<p< L

b
dx
Uwaga. Analogiczny fakt jest prawdziwy takze dla catek niewlasciwych / —
x
—00
(b < 0), o ile funkcja podcatkowa jest poprawnie okreslona.
Y

1
Rys. 1.4. Wykresy funkcji y = = dla réznych wartosci parametru p > 0
T
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Cwiczenie 1.3. Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé zbieznoéé calek nie-
wlasciwych:

@ [ o) [ © [ =
1 8 —1
e 0 [e'e)
dx dx dx
<d>0/7(32x+5)4, © | oo <f>_4 =

[e.e]
Cwiczenie 1.4. Zbadac zbieznos¢ calki niewlasciwej / — (a € R) w zaleznosci
p
a
od parametru p > 0.

Cwiczenie* 1.5. Funkcje gamma, ktéra jest uogélnieniem silni, okreslamy wzo-

rem
00

L(p) = /a:p_le_m dx, gdzie p > 0.
0
Obliczyé T'(1) i nastepnie pokazaé, ze I'(p + 1) = pI'(p) dla p > 0 oraz
I'(n)=(n—1)!dlaneN.

Definicja 1.3. (wartos¢ gléwna calki niewlasciwej I rodzaju)
Wartosé gléwng calki niewtasciwej I rodzaju funkcji f na (—oo, 00) definiujemy
wzorem

0o T
V.p._/ f(m)dwziplggoéf(aj)dw.

Jezeli granica po prawej stronie rownosci nie istnieje, to méwimy, ze catka
niewlasciwa nie ma wartosci gléwnej.

Uwaga. Jezeli calka niewladciwa na (—oo,00) jest zbiezna do w, to warto$é
gléwna calki takze réwna sie w. Z drugiej strony, calka rozbiezna moze mieé
wartosé gtowna.

Cwiczenie 1.6. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych I rodzaju:

7 dzx ¥ sinx
@ [ 0 [ S i

(c) /m3dm; (d) /e_mda:.

— 00 —00
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1.2. Kryteria zbieznosci catek niewfasciwych | rodzaju

TWIERDZENIE 1.1. (kryterium poréwnawcze)

Niech dla kazdego = € [a,00) funkcje f i g spelniaja nieréwnosci 0 < f(z) <
g(x). Wéwezas:

1. jezeli catka niewlasciwa / g(x) dx jest zbiezna, to catka niewlasciwa / f(x)dx

a a
takze jest zbiezna;

2. jezeli calka / f(x)dx jest rozbiezna do oo, to catka / g(z) dx takze jest

rozbiezna do oo

7f(z) do

a T

Rys. 1.5. Ilustracja kryterium poréwnawczego zbieznosci
calek niewlasciwych I rodzaju

Uwaga. Twierdzenie pozostanie prawdziwe, gdy nieréwnoséci w zalozeniu sa
spelnione dla kazdego x € [a*,00), gdzie a* > a. Analogiczne twierdzenie za-
chodzi dla funkcji niedodatnich f i g. Ponadto, prawdziwe sa podobne twier-
dzenia dla calek niewlasciwych na pélprostej (—oo, bl.

Cwiczenie 1.7. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé ca-

tek niewlasciwych:
o

dx dx \/_dm
<a)l/%c4—+1’ o) [ = )
0 oo oo
arctg 22 dx (2+sinz)dx x —i— sin x)
(d) / 211 (e)/ NS ; / ;
—00 27 2T

1

@) [t W / & ()

r+1

dzx
cost — /3

ﬁ\g

—0o0 —0o0
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TWIERDZENIE 1.2. (kryterium ilorazowe)
Niech funkcje f i g przyjmuja wartosci dodatnie (ujemne) na pélprostej [a, 0o)
oraz niech spelniaja warunek

lim @:k, gdzie 0 < k < oo0.
w20 g(x)

Wéwezas catki niewlasciwe / f(x)dex, / g(z) dx sa jednoczesnie zbiezne albo

a a
rozbiezne do oo (—00).

Uwaga. Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia dla catek niewtadciwych
na poélprostej (—oo, b].

Cwiczenie 1.8. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé¢ zbieznosé calek
niewtasciwych:

Ny A ST T
5 Vit =1 / 75— 100 / R
T x dx i dr -7 )

@ [ wiar <e>0/ — (0) [ e con
o 00 0

* — h* o S * .

(g%) 1/ 2T+2 ; (h*) / m(l+27) (i*) e

Definicja 1.4. (zbieznos¢ bezwzgledna calek niewlasciwych I rodzaju)

Méwimy, ze catka niewlasciwa I rodzaju funkcji f jest zbiezna bezwzglednie,
gdy catka niewladciwa funkcji |f| jest zbiezna.

Cwiczenie 1.9. Zbadaé zbieinosé bezwzgledna calek niewlasciwych:

sin 2z dz T T sina do (-1)l*) dz
(a)I/ 20 0/6 cos x d; (C)/ e C )1{ —

TWIERDZENIE 1.3. (0 zbieznosci calek niewlasciwych zbieznych bezwzglednie)

Jezeli catka niewtasciwa I rodzaju funkcji f jest zbiezna bezwzglednie, to jest
zbiezna. Ponadto

| 71‘(:6) dr | < 7|f(x)ldw-
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Y Y

Rys. 1.6. Ilustracja twierdzenia o zbieznosci calek niewtasciwych

zbieznych bezwzglednie

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla pozostalych rodzajow
calek niewtasciwych I rodzaju. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Np.
calka niewlasciwa funkcji f(z) = (sinz)/x na przedziale [7,00) jest zbiezna,
ale nie jest zbiezna bezwzglednie.

Cwiczenie 1.10. Zbadaé zbieznoéé i zbieino$é bezwzgledna calek niewlasci-

wych:
(a) 7xs'na;da: (b) /oocos 2x dx (©) /oomsmmdm
1 : _
et +1 (22 + 4)
1 2
/ Csmadr " T e=2% gin dr (f) /Oo (sinx 4 cosx) dx
5% 4+ 3% cos x’ ) 2+ cosz / (5324_9)2 ’
o] z 0 [e'e]
) /M, (h*) / e® sin® z du; (i*) /sin 22 dz.
T
1 —00 0

1.3. Catki niewtasciwe |l rodzaju

Definicja 1.5. (calka niewlasciwa funkcji nieograniczonej)

Niech funkcja f okre$lona na przedziale (a,b] bedzie nieograniczona tylko na
prawostronnym sasiedztwie punktu a. Calke niewlasciwg funkcji f na prze-
dziale (a,b] definiujemy wzorem:

b

f 1 wzﬁ&&/f

a

Jezeli granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wlasciwa, to méwimy,
ze calka niewlasciwa jest zbiezna. Jezeli granica ta jest réwna oo lub —oo, to
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moéwimy, ze catka niewladciwa jest rozbieina odpowiednio do oo lub —oco. W
pozostalych przypadkach mowimy, ze catka niewlasciwa jest rozbiezna.
y ¥y

I

|

|

I

I

I

|

I

|

I

|

|

|

|

I

|
xT a

Rys. 1.7. Tlustracja calki niewtasciwej funkcji nieograniczonej na (a, b

Analogicznie definiuje sie calke niewlasciwg funkcji f okreslonej na przedziale
[a, b) i nieograniczonej tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu b :

=1
BLH;-/ fla

Rys. 1.8. Ilustracja catki niewtasciwej funkcji nieograniczonej na [a, b)

Uwaga. Jezeli funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne na przedziale (a, b] albo
b

[a,b), to calka /f(a:) dx jest zbiezna albo rozbiezna do oo.

Cwiczenie 1.11. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé calek niewlagciwych:

4

L& " /

1 2
(d)l/\‘VQdm——x; ()J/g\/%, (f)i/tgmdm,
() 1/ xcfjx; () 1/2 (z \/Q_)ff"” (i) ] Siifx
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b
FAKT 1.2. (o0 zbieznosci calek [ g—ﬁ)
b 0

Calka niewtadciwa / d—i (b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do oo
x

dlap>1

0<p<l1

p=1

p>1
x

1
Rys. 1.9. Wykresy funkcji y = - dla réznych wartosci parametru p > 0
x

Uwaga. Analogiczny fakt jest prawdziwy takze dla catek / (a <0), oile

funkcja podcatkowa jest poprawnie okreslona.

Cwiczenie 1.12. Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé zbieznoéé calek nie-
wladciwych:

U
o

X

. 4
de dx dx
a) /— ® ) 7y © /ﬁ @ /ﬁ

Definicja 1.6. (calki niewlasciwe funkcji nieograniczonych, cigg dalszy)

Niech funkcja f okreslona na zbiorze [a,c) U (¢, b] bedzie nieograniczona tylko
na obu jednostronnych sasiedztwach punktu c. Catke niewtasciwg funkcji f na
[a,c) U (c,b] definiujemy wzorem:

/bf(a:)d:r:/cf(x)da:—l—/bf(x)d:r

Jezeli obie catki niewlasciwe po prawej stronie znaku réownosci sg zbiezne, to
mowimy, ze catka niewltasciwa po lewej stronie tego znaku jest zbiezna. Jezeli
jedna z calek niewlasciwych po prawej stronie znaku réwnoéci jest rozbiezna
do —oo lub oo, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oco lub
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00, to méwimy, ze catka niewlasciwa po lewej stronie tego znaku jest rozbiezna
do —oo lub co. W pozostatych przypadkach méwimy, ze catka niewtasciwa po
lewej stronie znaku réwnosci jest rozbiezna.

Rys. 1.10. Tlustracja definicji catki niewlasciwej funkcji nieograniczonej na [a, c) U (c, b]

Uwaga. Podobnie okresla sie catki niewlasciwe funkeji nieograniczonych tylko
na sgsiedztwach obustronnych lub jednostronnych punktéw ci,ca,...,c, €
[a, b]. Na przyktad dla funkcji f okreslonej na przedziale (a, b) i nieograniczone;
tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a i na lewostronnym sasiedztwie
punktu b przyjmujemy:

b d b
[ 1@z = [ f@)de+ [ fa)do,
a a d

gdzie d jest dowolnym punktem przedziatu (a,b). Jezeli calka jest zbiezna dla
pewnego d, to jest zbiezna dla dowolnego d € (a,b) i jej warto$é nie zalezy od
d. Calki zdefiniowane w tym paragrafie nazywamy catkami niewtasciwymi I1
rodzaju.

Rys. 1.11. Ilustracja catki niewlasciwej funkcji nieograniczonej na (a,b)

Cwiczenie 1.13. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé calek niewlagciwych:

2d 8 g 2 p o p
x x x x
(a)/x2’ (b) Jr’ (c) /ﬂl:(:v—l)7 ( )/sin2m’

9 -8 0 ™

/ d to2d " d toa

arc cos = dz xdx x x

o) [ATECOSTAL [ _TAT /—; B+ /7
( )_1 V1 — 22 ()_2 N2 (g)_ cos x (%) ) V2 —a?
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Definicja 1.7. (wartosé glowna calki niewtasciwej II rodzaju)

Wartosé gléwng calki niewlasciwej I rodzaju funkcji f okrelonej na [a, b] \ {c}
i nieograniczonej jedynie na obu jednostronnych sasiedztwach punktu c defi-
niujemy wzorem:

V.p./bf(x)da:: lim [c/_af(a:)dw+/bf(a:)d$].

e—0t
c+e

Jezeli granica po prawej stronie rownosci nie istnieje, to mdéwimy, ze catka
niewlasciwa nie ma wartosci gltéwnej.

Uwaga. Jezeli calka niewlasciwa funkcji f okreslonej na [a, b] \ {c} jest zbiezna
do w, to wartos¢ gtéwna catki takze réwna sie w.

Cwiczenie 1.14. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych IT rodzaju:
1 4 ™ 2
dx dx sinz dx
. b . dx: d )
W [T o[ © [ 2 dv <>0/962_1

1.4. Kryteria zbieznosci catek niewtfasciwych Il rodzaju

TWIERDZENIE 1.4. (kryterium poréwnawcze)

Niech funkcje f i g beda okreslone na przedziale (a,b] i nieograniczone tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu a oraz niech dla kazdego = € (a, b] spel-
niaja nieréwnosci 0 < f(z) < g(x). Wowczas:

b

1. jezeli calka niewladciwa / g(x) dx jest zbiezna, to takze calka niewlasciwa

b
/f(m) dzx jest zbiezna,

b

2. jezeli catka niewlasciwa / f(x)dx jest rozbiezna do oo, to takze calka nie-

a
b

wlasciwa / g(z) dx jest rozbiezna do oc.

a

Uwaga. T'wierdzenie powyzsze pozostanie prawdziwe, gdy nieréwnosci w zato-
zeniu sa spelnione dla kazdego z € (a,b*] (a < b* < b). Prawdziwe jest takze
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analogiczne twierdzenie dla funkcji okreslonych na przedziale [a,b) i nieogra-
niczonych tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu b. Wszystkie warianty
tego twierdzenia mozna stosowac takze dla funkcji niedodatnich.

Y

Rys. 1.12. Tlustracja kryterium poréwnawczego zbieznosci
catek niewlasciwych II rodzaju

Cwiczenie 1.15. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé ca-

tek niewlasciwych:
3 2
/ () / sinzdr /sma:dac
sin? z ’ / ox —7 /

1
2) / e’ dx
N3
0
TWIERDZENIE 1.5. (kryterium ilorazowe)
Niech funkcje f i g przyjmuja wartosci dodatnie (ujemne) na przedziale (a,b] i

nieograniczone tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Ponadto, niech
spelniaja warunek

i 1@

——k, gdzie 0 < k < oo.
z—at g(T )

(x
Woéwczas catki niewltadciwe / f(z)dx, / g(z) dx sa jednoczesnie zbiezne albo

rozbiezne do oo (—00).

Uwaga. Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia dla catek niewtadciwych
na przedziale [a,b). Przy wyborze funkcji g warto pamietaé, ze dla x bliskich 0
prawdziwe sg zalezno$ci:
sinx ~x; arcsinx ~x; tgr~x; arctgr ~ x;
2

cosxwl—%; e ~14+x; m(l1+z)~z; (1+2x2)P~1+px(peR).
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Symbol f(x) ~ g(z) dla x bliskich 0 oznacza, ze lim ) =1.

z—0 g(x)

Cwiczenie 1.16. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznoéé calek
niewtasciwych:
e’ — 1 /
Isinz’

1
dx ) (h*) / dx
xr — / /1 = 210

Cwiczenie* 1.17. Przyjmujac odpowiednie definicje zbadaé zbieznosé catek nie-
wlasdciwych, ktore sa jednoczeénie catkami I i IT rodzaju:

T 8 0

(a) 0/ =0 / R /
/ - dm (£) /2111 /4

1

0

(1+x

oolnmdm oolnmdm OOd:zc ooda:
@ [T b [T © [ @ [ 5
0 0 1
T 7 dx Vi dx ¥ dx
—— (f /7; * /7; b | =
(e)o/¢ez—_1 O Fmare @ e W

Cwiczenie 1.18. (przyklady z geometrii i fizyki)

(a) Obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni bocznej bryly powstalej z obrotu wo-
két osi Ox obszaru ograniczonego prostymi x = 1, x > 1, y = 0 i wykresem
funkcji y = 1/x.

(b) Obliczy¢ prace W, jaka nalezy wykonaé, aby cialo o masie m = 100 kg
przenies¢ z powierzchni Ziemi do nieskonczono$ci. Zaniedbaé¢ opor powietrza.
Przyjaé¢ promien Ziemi R = 6380 km oraz przyspieszenie na poziomie morza
go = 9,81m/s?.

(c) Obliczy¢ wspoétrzedne (z,,y,. ) $rodka masy jednorodnego obszaru ograni-
czonego prostymi z =0, x = 1, y = 0 i wykresem funkcji y = 1/y/z.

(d) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodnie naladowana pélprosta przyciaga fadunek
@ = 4 C polozony na przedtuzeniu poélprostej, w odlegtoéci d = 1 m od jej
konca. Gestosé liniowa tadunku jest réwna A\g = 1 C/m preta.

(e*) Obliczy¢ site, z jaka jednorodny nieskonczony prostoliniowy pret o gestosci
Ao przyciaga mase m umieszczona w odlegtodci r od niego.



