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Wstep

Zbiér zadan ,Algebra liniowa. Przykiady i zadania” jest druga czeScig ze-
stawu podrecznikéw do algebry liniowej. Pozostalymi czesciami zestawu sa
ksigzki ,,Algebra liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory’ oraz ,Algebra liniowa.
Kolokwia 1 egzaminy’. Podreczniki te przeznaczone sa gtéwnie dla studentow
politechnik. Moga z nich korzysta¢ takze studenci wydzialéw nauk Scistych
uniwersytetow.

Zbiér ,, Algebra liniowa. Przyklady i zadania” zawiera przykltadowe zadania
z rozwigzaniami przedstawionymi ,.krok po kroku” oraz podobne zadania prze-
znaczone do samodzielnej pracy. Do wszystkich zadan podane sa odpowiedzi
lub wskazowki. Przyktady i zadania obejmuja przestrzenie i przeksztalcenia
liniowe, uktady réownan liniowych oraz przestrzenie euklidesowe. Material teo-
retyczny niezbedny do rozwigzywania zadan mozna znalez¢ w pierwszej czesci
zestawu pt. ,Algebra liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory”. Poczatkowe pod-
punkty przyktadéw i zadan sa z reguty najprostsze, zas przyktady i zadania
oznaczone gwiazdka sa trudniejsze. Zadania, ktére obowigzywaly na spraw-
dzianach egzaminach, umieszczono w trzeciej czesci zestawu pt. ,,Algebra li-
niowa. Kolokwia 1 egzaminy”.

W obecnym wydaniu przeredagowano rozwiazania wielu przyktadéw. Po-
nadto dodano kilka nowych rysunkéw oraz poprawiono zauwazone bledy i
usterki.

Dziekujemy kolezankom i kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej oraz naszym studentom za uwagi o poprzednich wydaniach.
Uprzejmie prosimy czytelnikow o przesytanie uwag o podreczniku oraz in-
formacji o zauwazonych btedach.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas



Oznaczenia:

R — zbior liczb rzeczywistych,

C — zbidr liczb zespolonych,

R™ ={(z1,22,...,2n) : x; € Rdla 1< i< n}— przestrzen liniowa R",
R*® = {(x1,22,...) : x; € Rdlai e N} — przestrzen liniowa R,

U, V, W, X, Y — przestrzenie liniowe,

u, v, w, x, y — wektory,

R,,[z] — przestrzen liniowa wielomianéw rzeczywistych stopnia < n,
R[x] — przestrzen liniowa wielomianéw rzeczywistych,

M, xm — przestrzen liniowa macierzy rzeczywistych o n wierszach i m kolum-
nach,

C (R) — przestrzen liniowa funkcji cigglych na R,

C(I) — przestrzen liniowa funkcji ciaglych na przedziale I C R,

[x1, 9, ..., x,] — wspblrzedne wektora & w ustalonej bazie przestrzeni,
(u,v) — iloczyn skalarny,

E — przestrzen euklidesowa,

[E"™ — przestrzen liniowa R™ ze standardowym iloczynem skalarnym,

tr A — Slad macierzy A, tj. suma wszystkich elementéw z gtéwnej przekatknej
macierzy A,

w, (A\) — wielomian charakterystyczny macierzy A, tj. w,(\) = det (A — AI),
K, L — przeksztalcenia liniowe przestrzeni liniowej w przestrzen liniowa,
Ker(L) — jadro przeksztalcenia liniowego L,

Im(L) — obraz przeksztalcenia liniowego L,

W, — przestrzen wektoréow wlasnych odpowiadajacych wartosci wtasnej A uzu-
petliona o wektor zerowy.



Przestrzenie liniowe

1.1. Podstawowe definicje

» Przykfad 1.1. Uzasadni¢ z definicji, ze zbidr Rg[x] wszystkich wielomia-
noéow rzeczywistych stopnia nie wiekszego niz 2 z dodawaniem wielomianéw i
mnozeniem ich przez liczby rzeczywiste, jest przestrzenia liniowa.

Rozwigzanie. Niech wielomiany p, ¢ naleza do zbioru Rg[z], przy czym
p(x) =az? +bx+c, qx) = a2z’ + bz + ¢y,
gdzie a,b,c,a1,b1,c1 € R oraz niech a € R. Z definicji
(p+ ) (@) =p(@) +q(2) = (a+a)2® + 0+ b))z +c+ta,
(ap)(z) = ap(z) = (aa) 2? + (ab) z + ac
wynika, ze funkcje p+q oraz ap sa takze wielomianami ze zbioru Ry [z]. Spraw-

dzimy teraz kolejno 6 aksjomatow, ktére musza spetnia¢ dziatania w przestrze-
niach liniowych.

(1) Dodawanie wielomianéw jest przemienne, bowiem dla kazdego x € R mamy
P+ a)(x) = p(z) + q(x) = q(z) + p(z) = (¢ + p)(z).

(2) Niech dodatkowo r € Rg[z]. Lacznosé dodawania wielomiandéw wynika z
warunku

(p+q)+r](z) = (p+q) (x) +r(z) = (p(z) +q(z)) + ()
= p(x) + (q(z) +r(x)) =p(@) + (¢ +7) (x) = [p+ (¢ +7)] (v).

(3) Elementem neutralnym dodawania wielomianéw jest wielomian py, = 0
takze nalezacy do zbioru Ra|x].
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(4) Elementem przeciwnym do wielomianu p jest wielomian
(=p)(x) = —p(z).
(5) Zaltézmy, ze a, 3 € R. Wtedy dla kazdego x € R prawdziwe sg wzory
(1-p)(z) = 1-p(x) = p(z),
[a(Bp)] (z) = a(Bp)(z) = (Bp(x)) = (aB)p(z) = [(aB) p] (),
a wiec rzeczywiscie 1 - p = p oraz a(f8p) = (af)p.

(6) Ponadto prawdziwe sa zwiazki (a«+ 3)p = ap+ Op oraz a(p+q) = ap+agq.
Dla xz € R mamy bowiem

[(a+ B)p] (x) = (a + B)p(z) = ap(z) + Bp(x) = (ap + Bp) (x)

oraz
[a(p+ @] (z) = al(p +q) (2)] = a[p(z) + q(z)]
= ap(z) + aq(z) = (ap + ag)(z).

Zauwazmy, ze wtasnosci (1) — (6) wynikaly bezposrednio z odpowiednich wta-

snosci dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych.

[> Zadanie 1.1. Uzasadni¢ z definicji, ze zbiér wszystkich rzeczywistych ma-
cierzy trojkatnych gérnych stopnia 2 wraz z dodawaniem macierzy i mnoze-
niem macierzy przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia liniowa.

1.2. Podprzestrzenie przestrzeni liniowej

» Przyktad 1.2. Uzasadnié, ze podane zbiory sa podprzestrzeniami linio-
wymi wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) W= {(z,y) € R?: 2z = 3y}, R*

(b) W= {(x,y,2) eR*: z+y=y+2=0}, R

(¢) W ={(z,) € R*: ciag (x,) jest ograniczony}, R>;

(d) W = {p € Rs[z] : p(x) = p(—x) dla kazdego = € R}, Rs[z];

(e) W= {feC([0,2]): f'(1) =0}, C([0,2]);

(f) W={Ae&Myxpn: trA=0}, My«p,.

Rozwiagzanie. Zbior W C V jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V wtedy

i tylko wtedy, gdy dla dowolnych w1, we € W oraz dla dowolnych oy, as € R
mamy ajwi + cgws € W.

(a) Niech wy = (x1,¥1), wa = (x2,y2) oraz niech a1, as € R. Wtedy

aw) + agws = (a1 + Ao, A1y1 + a2y2) -
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Poniewaz wi, wo € W, wiec 2z = 3y1, 222 = 3ys. Stad
2 (()/,1.%1 —+ ()/sz) = 1271 + @22x9 = a13y1 + a3y2 = 3 ((11y1 + O/,zyg) .
To oznacza, ze ajw; + aswy € W. Zatem W jest podprzestrzenig liniowa
przestrzeni R2.
(b) Z warunku z +y = y + z = 0 wynika, ze x = —y, z = x, wiec
W= {(z,—z,x): z € R}.
Niech wy = (z1,—21,21), we = (x9, —x2,x2), gdzie x1,x5 € R oraz niech
a1, g € R, Wtedy wektor
a1wi + agwa = (121 + Qowg, o (—21) + o (—x2), 1wy + azx2)
ma postaé¢ (z, —x,z) dla x = ayx1 + asxe, wiec nalezy do zbioru W. Zbiér W
jest zatem podprzestrzenia liniowa przestrzeni R3.

(c) Niech (z,), (yn) € W oraz niech a1, as € R. Wéwczas ciag
a1 (xn) + g (yn) = (alxn + CV2yn)

jest tez ograniczony. Rzeczywiscie, jezeli |x,| < My < 0o 1 |y,| < My < oo dla
kazdego n € N, to

a1z + coyn| < lon|2n] + |zl [yn| < lan| My + [ag| My = M < oo;
To oznacza, ze zbiér W jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni R°°.
(d) Niech p,q € W oraz ay,as € R. Funkcja ayp 4+ asq jest oczywiscie wielo-
mianem stopnia mniejszego lub réwnego 3. Zachodzi tez warunek
(ap + a2q) (z) = a1p(x) + azq(x) = a1p(—) + azq(—x) = (a1p + az2q) (),
wiec a1p + asqg € W. Zbiér W jest zatem podprzestrzenia liniowg przestrzeni
Rz].
(e) Niech f,g € W oraz a1, as € R. Funkcja oy f4+aag jest ciagla na przedziale
[0, 2], bo obie funkcje f i g sa tam ciagle. Ponadto istnieje pochodna tej funkcji
w punkcie 1, bo istnieja f'(1) i g’(1) oraz
(1 f +a29) (1) = (1 f' +azg) (1) = a1 f'(1) +az2g’(1) = a1-0+az-0 = 0.
Otrzymana réownos¢ swiadczy o tym, ze zbiér W jest podprzestrzenig liniowa
przestrzeni C ([0, 2]).

(f) Niech A, B € W oraz «, 8 € R. Wtedy spelnione sa warunki: tr A = 0,
tr B = 0. Korzystajac z wlasnosci sladu macierzy mamy

tr (A + 6B) = tr (aA) +tr (6B) = atr A+ Str B
=a-04+3-0=0.
To oznacza, ze aA+3B € W. Zatem W jest podprzestrzenia przestrzeni M, «,.
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[> Zadanie 1.2. Uzasadnié, ze podane zbiory sg podprzestrzeniami liniowymi
wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) W= {2z —y,y+2) € R?*: x,y,2 € R}, R?
(b) W= {(z,y,2,t) eER*: z —y =2z —t}, RY

(c) W= {p € Roz] : p(1) =p’(0)}, Rlz];
(d) W= {A€Mpxpn: A= AT}, My

» Przyktad 1.3. Opisaé¢ wszystkie podprzestrzenie liniowe przestrzeni R2.

Rozwigzanie. Niech W bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni R2. Postu-
gujac sie interpretacja przestrzeni liniowej R? jako zbioru punktéw plaszczyzny
mozemy wyrdznic¢ jedynie trzy wzajemnie wykluczajace sie przypadki:

(1) W ={(0,0)};

(2) zbiér W zawiera punkt A # O = (0,0) i nie zawiera zadnego punktu nie-
wspétiniowego z punktami O i A. Jezeli A = (a,b), to dla kazdego t € R
(at,bt) € W. Zatem prosta [ : x = at,y = bt zawiera sie w zbiorze W. Jedno-
czesnie z zalozenia zaden punkt spoza prostej [ nie nalezy do zbioru W, a wiec
zbior W jest prosta [. Ze wzgledu na dowolnosé¢ wyboru punktu A mozemy
stwierdzi¢, ze wszystkie proste przechodzace przez poczatek uktadu wspoél-
rzednych sg podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R?;

(3) zbior W zawiera dwa punkty A = (a,b), B = (¢, d) niewspotliniowe z punk-
—

N
tem O. Wektory OA i OB nie sg wigc rownolegle, czyli ad — bc # 0. Pokazemy,
ze w tym przypadku W = R2. Niech bowiem C = (x,y) bedzie dowolnym
punktem plaszczyzny. Wtedy istniejg state ag, oo takie, ze C' = a1 A + a2 B.
Wynika to z faktu, ze uktad réwnan aaq +cas = x, bay +dag = y jest ukltadem
Cramera o niewiadomych «a;, as. Ostatecznie jedynymi podprzestrzeniami li-
niowymi przestrzeni R? sa: {(0,0)}, wszystkie proste przechodzace przez po-
czatek ukladu wspoélrzednych oraz R2.

[> Zadanie 1.3. Opisa¢ wszystkie podprzestrzenie liniowe przestrzeni R3.

Odpowiedzi. Jedynymi podprzestrzeniami R® sa: {(0,0,0)}, wszystkie proste i wszystkie
ptaszczyzny przechodzace przez punkt (0,0, 0) oraz R3.

» Przyktad 1.4. Uzasadnié, ze podane zbiory nie sg podprzestrzeniami linio-
wymi wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) U={(z,y,2) : yz <0}, R%;
(b) U ={(2z,2+y,0,1) : z,yeR}, R%;



1.2. Podprzestrzenie przestrzeni liniowej 13
(¢) U= {(xa): lim 2, >0}, R®;

(d) U = {p: stopien wielomianu p jest parzysty}, R|x];
(e) U={f: funkcja f jest monotoniczna}, C(R);

(f) U= {A € Moyo :det A = 0} Moys.

Rozwigzanie. Aby uzasadni¢, ze jakis zbiér nie jest podprzestrzenia przestrzeni
liniowej wystarczy wskaza¢ dwa wektory nalezace do niego, ktérych suma nie
nalezy do tego zbioru lub wektor, ktéry po pomnozeniu przez pewna liczbe
nie nalezy do tego zbioru. Mozna tez np. zauwazy¢, ze wektor zerowy lezy
poza zbiorem, a to jest warunek konieczny dla podprzestrzeni liniowej. I tak
podane zbiory nie sa podprzestrzeniami liniowymi odpowiednich przestrzeni
liniowych, bowiem:

(a) (0,3,-1),(0,-2,2) € U, ale (0,3,—1) + (0,—2,2) = (0,1,1) £ U;

(b) (0,0,0,0) ¢ U;

(c) dla z, =1+ 1/n ciag (z,) € U, ale ciag (—x,) = — (z,) € U;

(d) 2t + 23, —2* € U, ale (24 + 23) + (—2?) =23 ¢ U;

(e) f (z) = max{-z,0}, g(z) = max{z,0} € U, ale f (x) +g(z) = || £ U;
(f)

f [ ] [8?}ew,a1e[(1)8%[8(1)]:{5?]%@.

[> Zadanie 1.4. Uzasadnié, ze podane zbiory nie sg podprzestrzeniami linio-
wymi wskazanych przestrzeni liniowych:

(2) U={(z,y): [z -yl <1}, R*

(b) U= {(z,y) : 32° + bzy — 2y*> = 0}, R

(¢) U= {(z,y,21): 3| =2Jy[}, RY;

(d) U= {(2y,y,2,0) : =,y € R}, RY

(e) U= { Tp) - lim |xn| = oo lub lim T :O} R°;

(f) U={p: stoplen wielomianu p Jest réwny 4 }, Rlz];

(8) U={p: p(0) =01lub p’(0) =0}, Rz];

(h) U={f: f jest funkcja niemalejaca}, C(R);

(") U={f: f(z+y) = f(z)f(y)dla dowolnych z,y € R}, C(R);
(G) U={A: det A >0}, Moyo;

k) U= {[i Z} : abcd:O}, Mo,
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» Przykfad 1.5. Ktére z podanych zbioréw sg podprzestrzeniami liniowymi
wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) Wy = {(2,y,2,t) ERY: 2= 2 lub y = t},
Wy = {(2,y,2,t) eR*: 2 =21y =t}, R%
(b) W, = {(x,) € R : ciag (x,) jest ograniczony i zbiezny},
Wy = {(z,,) € R® : ciag (z,) jest ograniczony lub zbiezny}, R*>°?

Rozwiazanie. Wykorzystamy fakt, ze cze$¢ wspolna dwoch podprzestrzeni li-
niowych jest tez podprzestrzenia liniowa, zas ich suma mnogosciowa jest pod-
przestrzenia jedynie w przypadku, gdy jedna z nich zawiera si¢ w drugie;j.

(a) Niech
U, = {(:L',y,z,t) eRY: ¢ = z} oraz Us = {(:L',y,z,t) cRY: y :t}.

Zbiory Uy, Uy sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R*. Ponadto W; =
Uy UUs, Wy = Uy N Us. Zbioér U; nie zawiera sie w Uy ani na odwrét, np.
wi = (0,1,0,2) € Uy, ale wy & Uy oraz we = (1,0,2,0) € Us, ale wy ¢ Uj.
Zatem zbior W nie jest, a zbiér Wy jest podprzestrzenia liniowa R?.
(b) Niech

U; = {(zn) € R™ : ciag (x,) jest ograniczony }

oraz
Uy = {(zn) € R : ciag (x,,) jest zbiezny} .

Zbiory Uy, Us sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R*°. Wynika to z
wlasnosci sum ciagéw zbieznych, ograniczonych i iloczynéw tych ciagéow przez
liczby. Zauwazmy, ze W1 = U; N Uz, Wy = Uy U Us, a ponadto Us C Uy, bo
kazdy ciag zbiezny jest ograniczony. Stad wynika, ze oba zbiory Wi, W5 sa
podprzestrzeniami liniowymi R°°.

> Zadanie 1.5. Ktére z podanych zbioréw sa podprzestrzeniami liniowymi
wskazanych przestrzeni liniowych:

x,y)ERQ:xz—i—yz—Olubx:y}

y) ER?: 2?2 + 42 =012 =y}, R?
z,y) €ER?: 2y =0 lub 2 = 0},

y) €R?: zy=0iz =0}, R%
L,Y,% )€R3-$+4y:01ub3$—z:()}
z,y,2) ER*: o +4y =013z —2=0}, R3;
r,y,2,t) € R 2 =2y lub 2? = 492},

—
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Wy = {(z,y,2,t) € R*: x =2y i 2% =4y?}, R
B o . 1 . : _
(e) Wy = {(xn) € R*: lim z, istnieje lub lim x, = 0},

n—oo

Wo = {(2n) €R™: lim x, istnicje i lim x, =0}, R™;
n—oo

n—aoo
(f) Wy = {p € Rlz] : p(0)=p(1)=0 lub p ma co najmniej dwa miejsca zerowe }
Wy ={p € R[z]: p(0) =p(1) =0 i p ma co najmniej dwa miejsca zerowe},
Rlz];

(g) Wy = {f € C(R) : istnieje f' na R lub f jest funkcja stala};
Wy = {f € C(R) : istnieje f' na R i f jest funkcja stata}; C(R)?

Odpowiedzi. Podprzestrzeniami liniowymi sa jedynie zbiory: (a) W1, Wa; (b) Wa; (c) Wa;
(d) Wa; (e) Wi, Wa; (f) Wa; (g) Wi, Ws.

1.3. Liniowa niezalezno$¢ wektorow

» Przyktad 1.6. Wektor (1,2, 3) przedstawi¢ na wszystkie mozliwe sposoby
jako kombinacje liniowe wektoréw:

(a) (2,0,6),(0,1,0),(1,1,1); (b) (2,0,6),(0,1,0),(1,—1,3).
Rozwigzanie. (a) Z réwnosci
(1,2,3) = a(2,0,6) + b(0,1,0) + ¢(1,1,1) = (2a + ¢,b + ¢,6a + ¢),

gdzie a, b, c € R, mamy uktad réwnan

2a¢ 4+ c =1,
b+ c=2,
6a + c=3.

Uklad ten jest uktadem Cramera posiadajacym jedyne rozwiazanie a = 1/2,
b =2, ¢=0. Wektor (1,2,3) ma wiec tylko jedno przedstawienie, ktére jest
postaci

1
(1,2:3) = 5(2,0,6) +2(0,1,0).

(b) Postepujac podobnie z réwnosci
(1,2,3) = a(2,0,6) + b(0,1,0) + ¢(1,—1,3) = (2a + ¢,b — ¢, 6a + 3¢)
gdzie a,b,c € R, otrzymamy uktad réwnan

2a 4+ c=1,
b — c=2,
6a + 3c = 3.
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Rozwigzanie tego uktadu ma postac

1 —

a = Tc, b=2+rc,
gdzie ¢ € R. Istnieje wiec nieskonczenie wiele kombinacji liniowych przedsta-
wiajacych wektor (1,2,3), mianowicie
1 —
(1,2,3) = TC(Q, 0,6) + (2 + ¢)(0,1,0) + ¢(1, —1,3),

gdzie c € R.

[> Zadanie 1.6. Wektor (3, —2,5) przedstawi¢ na wszystkie mozliwe sposoby
jako kombinacje liniowe wektoréw:

(a> <3a _2? 5)? (1a 1a 1); (b) (Ba _27 5)7 (17 1a 1)a (07 _57 2)5
(C) (17 _27 3)7 (17 07 1)7 (07 27 _1); (d) (17 _273)7 (1707 1)7 (_17 _27 1)'
Odpowiedzi. (a) (3,—2,5) = 1-(3,-2,5) +0-(1,1,1); (b) (3,-2,5) = a(3,-2,5) + (3 —

3a)(1,1,1) + (1 — a)(0,—5,2), gdzie a € R; (¢) (3,—-2,5) =1-(1,-2,3) +2-(1,0,1); (d)
(3,-2,5) =a(1,-2,3) + (4 — 2a)(1,0,1) + (1 — a)(—1,-2,1), gdzie a € R.

» Przykfad 1.7. Zbadaé z definicji liniowa niezaleznos¢ podanych uktadéow
wektoréw we wskazanych przestrzeniach liniowych:

(a) (2,0,6),(0,1,0),(1,—-1,3); (2,0,6),(0,1,0),(1,1,1), R3;
(b) 1+ 22,1 — 22,1+ 2x; 1+2,2— 2,3z — 5, Ryx];

(c) 1,sinz,cosz; 1,arctgx,arcctgx, C(R).

Rozwigzanie. Wektory vy, vo, ..., v, € V s3 liniowo niezalezne, jezeli dla
dowolnych a1, a9, ..., a, € R z warunku oyv; + agva + ... + apv, = 0
wynika, ze a1 = as = ... = a,, = 0. Gdy tak nie jest, to wektory sa liniowo
zalezne.

(a) Warunek
a(2,0,6) 4+ b(0,1,0) +¢(1,~1,3) = 0

prowadzi do uktadu réwnan

2a 4+ c¢ =0,
b— c¢=0,
6a + 3c = 0.
Rozwigzanie tego ukladu ma posta¢ b = ¢ = —2a, gdzie a € R. Przyjmujac

np. a = 1 mozemy napisac, ze

(2,0,6) — 2(0,1,0) — 2(1,—1,3) = (0,0,0),
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a to oznacza liniowa zalezno$¢ danych wektoréw.
Z kolei dla wektoréw (2,0,6), (0,1,0), (1,1,1) z warunku
a(2,0,6) + b(0,1,0) + ¢(1,1,1) = (0,0,0),

otrzymamy uktad réwnan Cramera

2a 4+ ¢ =0,
b+ c=0,
6a + c =0,

ktéry ma jedyne rozwiazanie a = b = ¢ = 0. Wektory (2,0,6), (0,1,0), (1,1,1)
sa wiec liniowo niezalezne.

(b) Zalézmy, ze dla x € R mamy
a(1—|—332) +b(1—x2> +c¢(142z) =0.
Po uporzadkowaniu wyrazéw, otrzymamy
(a—bz>+2cx+a+b+c=0.

Stad wynika, ze
a—b =0,
2¢c = 0,
a+b+ c=0,
a wiec a = 0, b = 0, ¢ = 0. To oznacza liniowa niezaleznos$¢ pierwszej tréojki
wielomianéw. Dla drugiej tréjki z warunku

a(l+z)+b2—2)+c(B3x—5)=0

odczytujemy, ze

a— b+ 3c=0,
a+ 2b — 5¢ = 0.

Ten jednorodny uktad réwnan posiada niezerowe rozwiazania, bowiem b =
—8a, ¢ = —3a, gdzie a € R. Dla a = 1 otrzymujemy réwnos¢
(1+2)—8(2—2)—33x—-5)=0
oznaczajaca liniowa zalezno$¢ danych wielomianow.
(c) Dla z € R mamy
a—+bsinz + ccosx = 0.
Przyjmujac kolejno x = 0, x = 7/2 i x = 7 otrzymujemy uktad réwnan

a +c =0,
a+b = 0,
a —c=0,
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ktorego jedyne rozwiazanie ma posta¢ a = b = ¢ = 0. Zatem dane funkcje
s liniowo niezalezne. Zauwazmy, ze dobieraliSmy tu takie wartosci x, aby
otrzymac¢ uktad Cramera zmiennych a, b, c.

Dla funkcji 1, arctg z, arc ctg x wstawienie réznych warto$ci x do warunku

a+barctgx 4+ carcctgr =0

nie prowadzi niestety do uktadu Cramera. Nalezy wiec podejrzewac, ze funkcje
te sa liniowo zalezne. Aby to $ciSle uzasadnié, wystarczy powolac¢ sie na znang

tozsamo$é dla funkcji cyklometrycznych:

s
arctgx + arcctgar = 5

dla = € R. Przepisujac ten warunek w postaci
—-1—arctgax —arcctge =0

widzimy, ze dane funkcje sa liniowo zalezne.

[> Zadanie 1.7. Zbada¢ z definicji liniowa niezaleznos¢ podanych uktadow
wektoréw we wskazanych przestrzeniach liniowych:

(a) (1, 4) (2,3),(1,1), (5,6), R

(b) (1,-2,3),(1,0,1), (0,2, —1); (1,-2,3),(1,0,1), (1, —2,1), R3;
(c)3—z,4+x,2v+3; 2—23, 30 +2, 22+ —1, Rlaj;
(

d) 1,cos x,cos 2z, cos® x; 1,z,cosx,e®, C(R);

2-1] [11] [=10] [ 02
© [3 0]’[21]’[ 10]’[—21]’%“;

1 -1

2 _
(f) I,A, A% dla A = [2 X

] ’ M2><2-

Odpowiedzi. Wektory sa liniowo (a) zalezne; (b) niezalezne, zalezne; (c) zalezne, niezalezne;

(d) zalezne, niezalezne; (e) zalezne; (f) zalezne.

» Przykfad 1.8. Uzasadni¢ liniowa zalezno$¢ podanych wektoréw we wska-
zanych przestrzeniach liniowych:

(a) (1,2), (2,3), (3,4), R?; (b) sinz, sin 2z, sin?z, cos x, cos 2z, cos® z, C(R);
10 70 1 0
—_ N2 .2 _ .
(C) (Qx 3) ?x Y 31', 17 RQ[%], (d) [0 1]7 [0 3]7 [0 _1]7 MZXQ'
Rozwigzanie. Wykorzystamy tutaj fakt, ze wektory vy, ve, ..., v, € V sa

liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z nich jest kombi-
nacja liniowa pozostatych.
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(a) Nietrudno zauwazy¢, ze
1

(2,3) = %(1,2) +53.4)

To oznacza liniowg zaleznos¢ tych wektoréw.

(b) Tu wystarczy wykorzystaé¢ tozsamosé cos 2z = cos? x — sin? z. Wtedy dla
x € R, mamy

2 2

Ccos2x = cos“x — sin“ x

=0-sinz+0-sin2x — 1 -sin?2 +0-cosx + 1-cos2x + 1 - cos®x.
co ttumaczy liniowg zaleznos¢ danych funkcji.
(c) Korzystajac ze wzoru na kwadrat sumy otrzymamy
(20 —3)2 =42? — 120+ 9 =427+ (—4) - (32) + (—9) - (—1),
co oznacza liniowg zaleznos¢ podanych funkcji.

(d) Zachodzi tatwa do sprawdzenia réwnosé

70] _, [ro 10
03| "ot 01|

To oznacza liniowa zalezno$¢ podanych wektoréw z przestrzeni Moy o.

+2-

> Zadanie 1.8. Uzasadni¢ liniowa zalezno$é podanych wektoréw we wskaza-
nych przestrzeniach liniowych:

(a) (1,2,3), (2,3,4), (1,1,1), R3;
bzt —x3+2? x4+ 1, 23+ 2+ o, 23 —2? + o, 2t + 23 2% o+ 1, Ryfz];

(c) sinx, sin (z — x) ,sin (z — x), C(R);
2 3
(d) arcsinz,arccosz, 1, C([-1,1]).

Odpowiedzi. (a) (1,1,1) = (2,3,4)—(1,2,3); (b) * —a®+a’—a+1 = (2" + 2° + 2> + o + 1)
(3:3 + 2% + m) - (3:3 —z% + x); (c) sin(w/3 —x) = (\/5/2) sin (7/2 —z) — (1/2)sinz; (d)

1= (2/7n)arcsinz + (2/7) arc cos x.

» Przyktad 1.9. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, a u, v, w,  wektorami
liniowo niezaleznymi w tej przestrzeni. Zbadaé¢ z definicji liniowa niezaleznos$é
uktadéw wektorow:

(a)u+2v+w,v-—3w+z,u—=x; (bu-z,v-—r,w—x,u—v+w-—2e.

Rozwigzanie. (a) Niech

a(u+2v+w)+b(v—-3w+z)+c(u—x) =0,
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gdzie a, b, ¢ € R. Po uporzadkowaniu wyrazow otrzymamy réwnosé
(a+c)u+ (2a +b)v+ (a —3b)w+ (b —c)r =0.

Z liniowej niezaleznosci wektorow w, v, w, * wynika, ze

a + c =0,
2a + b = 0,
a — 3b = 0,

b—c=0.

Stad a = b = ¢ = 0. Dane wektory sa liniowo niezalezne.
(b) Postepujac podobnie zal6zmy, ze
a(lu—x)+bv—a)+c(w—x)+du—v+w—x)=0.
Wtedy
(a+d)u+(b—d)v+(c+d)w—(a+b+c+d) x=0,

zatem z liniowej niezaleznosci wektoréw w, v, w, @ otrzymujemy uktad rownan

a +d =0,
b —d =0,
c+d=0,
a+b+c+d=0.
Rozwigzanie tego ukladu ma posta¢ b = —a, ¢ = a, d = —a, gdzie a € R.

Przyjmujac np. a = 1 mozemy napisac, ze
(u—z)—(v—x)+(w—2x)—(u—v+w-—x)=0.

Badane wektory sa wiec liniowo zalezne.

> Zadanie 1.9. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, a w, v, w, * wektorami

liniowo niezaleznymi w tej przestrzeni. Zbadaé¢ z definicji liniowa niezaleznos$é

uktadéw wektorow:

(a) u+v,v+w,u+w; (b)u,ut+v,u+v+w,u+v+w+x;

(¢) u—v,v— w,w; (d)u—v,v—ww-—x,x—u;

(e) u — 3v + bw, 2u + v + 3w, 3u + 2v + 4dw;

(f) 2u + 3v + w,u + 2v + x,4u + Tv + w + 2.

Odpowiedzi. Wektory (a), (b), (c) sa liniowo niezalezne, a wektory (d), (e), (f) — zalezne.

» Przyktad 1.10. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, a u, v, w, x wekto-
rami z tej przestrzeni. Uzasadnié, ze jezeli:

(a) wektory u, v, w, x, sa liniowo niezalezne, to wektory u, v, w tez takie sa;

(b) wsréd wektoréw u, v, w, x jest wektor zerowy, to wektory sa one liniowo
zalezne.
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Rozwiagzanie. Wektory v1, vo, ..., v, € V sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy jedyng kombinacjg liniowa tych wektorow bedaca wektorem zero-
wym jest kombinacja o wszystkich wspélczynnikach zerowych. W przeciwnym
przypadku méwimy, ze wektory te sa liniowe zalezne.

(a) Niech
au~+bv+cw =0
gdzie a, b, ¢ € R. Wowczas mamy
au+bv+cw+0-x=0.
Otrzymalismy liniowa kombinacja wektorow w, v, w, x, ktora jest wektorem
zerowym. 7Z liniowej niezaleznosci tych wektoréw wynika, ze a = b =c = 0. To
oczywiscie oznacza liniowa niezaleznos¢ badanych wektoréow.
(b) Bez zmniejszania ogélnoéci mozemy zatozyé¢, ze * = 0. Wowczas mamy
O-u+0-v4+0-w+1-=0.

To oznacza, ze wektor 0 jest kombinacja liniowa wektorow w, v, w, x, ktorej
nie wszystkie wspotczynniki sa zerowe. Wektory te sa wiec liniowo zalezne.

[> Zadanie 1.10. Niech V bedzie przestrzenig liniowg, a u, v, w, * wektorami

z tej przestrzeni. Uzasadnic, ze jezeli wektory:

(a) u, v, w sa liniowo zalezne, to wektory u, v, w, ® tez sa liniowo zalezne;

(b) u, v sa liniowo niezalezne, a wektory u, v, w liniowo zalezne, to wektor w
jest kombinacjg liniowa wektoréw u, v;

(¢) u, v, w sa liniowo niezalezne i wektor @ nie jest kombinacja liniowa tych
wektoréw, to wektory w, v, w, x sa liniowo niezalezne;

(d) u, v, w sa liniowo niezalezne, a wektory u, v, w, x sa liniowo zalezne, to
wektor x jest kombinacjg liniowa wektoréw wu, v, w.

(e*) Co mozna powiedzie¢ o liniowej niezaleznosci wektoréw w + v, u + w,

v — w, jezeli wektory u, v, w sg liniowo zalezne?

Odpowiedzi. (e*) wektory sa liniowo zalezne, bo —(u + v) 4+ (u + w) + (v — w) = 0.

» Przykfad 1.11*. Uzasadnié, ze funkcje sinz, sin2x, sin 3z, ... sa liniowo
niezalezne w przestrzeni liniowej C (R).

Rozwigzanie. Nieskonczony uktad wektorow jest liniowo niezalezny, jezeli kazdy
jego skonczony podzbior jest liniowo niezalezny. Z kolei kazdy podzbiér uktadu
liniowo niezaleznego jest liniowo niezalezny. Wykorzystujac oba te stwierdze-
nia wystarczy uzasadni¢ liniowg niezaleznos¢ funkcji sinx, sin2x, ..., sinnx
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dla dowolnego n € N. Niech zatem

a1 sinx + assin2x + ...+ a,sinnz = 0,

dla pewnych aq,as,...,a, € R. Obliczajac po obu stronach tej réwnosci po-
chodne

d d2 d2n—1

de’ de? T da?nU

otrzymamy zaleznosci:

aqcosT + 2cc9cos2x + ... + nog, cosnr = 0,
—q1sinr — 2aysin2r — ... — nay, sinnz = 0,
—Q1COST — 2a9c082 — ... — n3ay, cosne = 0,

arpsinx + 2%y sin2z + ... + noy sinne = 0,

+ (apcosx + 22n=1lgscos2c + ... + nzn_lancosnx) = 0.

Wstawiajac © = 0 do wszystkich réwnosci zawierajacych kosinusy (tzn. do
wszystkich nieparzystych pochodnych wyj$ciowej réwnosci) otrzymujemy uktad
réwnan postaci
(o1 + 209 + 3a3 + ...+ na, =0,

a; + 220y + Boag + ...+ nda, =0,

a; + 2%°ay + FPag + ...+ nda, =0,

| a1 + 22—l 4+ 320 1ag + ... 4+ 0?1, = 0.

Wyznacznik tego uktadu jest rowny

1 2 3 ... n 11 1 ...

122 33 ... 0 1 4 9 ... n?
125 3 ...ond |_9.3.  .n.1 42 92 ... (n?)?
1 92n—1 g2n—1  9n—1 1 471 gn—1 (nz)n—l

Ostatni wyznacznik jest niezerowym wyznacznikiem Vandermonde’a. Tak wigc
uktad réwnan jest uktadem Cramera. To oznacza, ze jedynym jego rozwiaza-
niem jest ay = ... = «a, = 0. Stad wynika, ze badane funkcje sa liniowo
niezalezne.

[> Zadanie 1.11. Uzasadnié¢ liniowa niezalezno$¢ podanych nieskonczonych
uktadow wektoréw ze wskazanych przestrzeni liniowych:
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(a) {(1,0,0,...),(1,1,0,...),(1,1,1,...),...}, R®; (b) {1,z,2%,...}, R[z];

{pn € Rlz] : p,(z) = __ L dla x #1,n € N}, R[x];
*) {1,cos x,cos 2z, ...}, C(R); (¢*) {e*: t e R}, C(R)

xn

1.4. Baza i wymiar przestrzeni liniowe;j

» Przyktad 1.12. Opisaé¢ (geometrycznie lub stownie) zbiory lin A, jezeli:
(a) A={(1,3,1),(0,5,2)} cR3; (b) A= {z,23, 2°,2"} C R[z];

oa= (i (2] B2 e

Rozwigzanie. Jezeli A = {vi,v9,...,v,}, gdzie v;, 1 < i < n sg elemen-
tami przestrzeni liniowej, to operacje generowania lin A definiujemy jako zbior
wszystkich kombinacji liniowych wektoréw ze zbioru A, czyli

linA={ov1 +ave+... + v, : a; ERdlal <i<n}.
(a) Mamy
lin A={s(1,3,1) + t(0,5,2) : s,t € R} ={(s,3s+5t,s+2¢t): s,t € R}.

Poniewaz wektory (1,3,1), (0,5,2) sa niewspotliniowe, wiec zbiér lin A jest
plaszczyzna w R? o réwnaniu parametrycznym

x = S,
y = 3s + 5t, gdzie t, s € R
z = s+ 2t,

lub ogélnym x — 2y + 5z = 0.
(b) Tutaj
lin A = {ax-l—ba:S +ex® +dx’: a,b,e,d e R}.

Niech wielomian p € lin A. Wéwczas p(—z) = —p(x). Niech teraz p; bedzie
wielomianem stopnia nie wiekszego niz 7 o wtasnosci p;(—x) = —p; (), czyli

pi(z) = a7:1:7 + agz® + asx® + agx* + asz® + agx® + a1z + ao, a; € R,
gdzie 0 < i < 7. Z warunku p;(—z) + p;(z) = 0 wynika, ze ag = a4 = ay =
ag = 0. Zatem p; € lin A. Oznacza to, ze zbidr lin A sklada sie ze wszystkich
wielomianéw stopnia nie wigkszego niz 7, bedacych jednocze$nie funkcjami

nieparzystymi.
(c) W tym przykladzie mamy

03 a 3c

3 0] ta,b,c € R}—{[SC 2b] ta,b,c € R}.

} 10 00
hnA—{a[OO +b 09

+c
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Otrzymalismy zbior wszystkich macierzy symetrycznych stopnia 2.

[> Zadanie 1.12. Opisaé (geometrycznie lub stownie) zbiory lin A, jezeli:
(a) A={(5,—-1,4),(-10,2,—-8)} C R3;
(b) A={z+3,z(x + 3),2%(x + 3),23(x + 3)} C R[z];

010] [oo-2] [o 00

() A=< |=100(,{00 0|,|0 03]} C Msys;
000| |20 0] |0—=30

(d*) A=1{(1,1,1,1,1,...),(0,2,2,2,2,...),(0,0,3,3,3,...),... } CR>®.
Odpowiedzi. (a) prosta © = 5t, y = —t, z = 4t, gdzie t € R; (b) {p € Ra[z]: p(—3) = 0};

(c) zbiér macierzy antysymetrycznych stopnia 3; (d*) zbiér wszystkich ciagéw stalych od

pewnego miejsca.

» Przyktad 1.13. Wyznaczy¢ generatory podanych przestrzeni liniowych:
(a) V={(x -2y, +y+32z,y —4z,2x + 2) : x,y,z € R};

b) V = szzgzﬁ}.
(c) V.={p € Ryfz]: p(1) +p'(0) =p'(1) +p"(0) = 0};
001
(d)V: AceMszu3: A-|010[=A
100
Rozwiazanie. Elementy v, vs,. .., v, zbioru V nazywamy jego generatorami,
jezeli
V =lin{vy,v2,...,0,}.

(a) Poniewaz
V=Al—-2y,z+y+3z,y—42,20+ 2) : x,y,z € R}

={z(1,1,0,2) + y(—2,1,1,0) + 2(0,3,—4,1) : z,y,z € R}

= 1in{(1,1,0,2),(~2,1,1,0), (0,3, —4,1)} ,
wiec wektory (1,1,0,2), (—2,1,1,0), (0,3, —4, 1) sa generatorami przestrzeni V.
(b) Warunek definiujacy zbiér V jest réwnaniem kierunkowym prostej o réw-
naniu parametrycznym r = 2s, y = 3s, 2 = —s, a wiec

V={(2s,3s,—s5): se R} ={s(2,3,-1) : s € R} =1in{(2,3,—-1)},

czyli wektor (2,3, —1) jest generatorem przestrzeni V.
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(c) Niech p € V. Wéwczas p(z) = az* + bz + cx? + dx + e oraz
p(1)+p(0)=a+b+c+2d+e=0,
P (1) +p"(0) =4a+3b+4c+ d = 0.
Stad wynikaja réwnosci d = —4a — 3b — 4¢,e = Ta + 5b + Tc, gdzie a,b,c € R.
Zatem
p(z) = az* + bz + ca® +dr + e
= az* + bx?® + cx® + (—4a — 3b — 4¢)x + Ta + 5b + Tc
=a(z' -4z +7)+b(23 -3z +5) +c(z? -4z +7).
To oznacza, ze
V={a(@*—42+7)+b(z*-3z+5)+c(z*—4x+7): a,b,c € R}
= lin{x4—4x—|—7,ac3 — 32 45,22 — 4 47}
Zatem generatorami przestrzeni V sg wielomiany:

x4—4x—|—7, x3—3x+5, 2 —dx + 7.

pagr
(d) Niech A = | s t u | bedzie dowolng macierza z przestrzeni M3, 3. Wtedy
Yy z
001 pqr (001 rqop
A- 1010 =|stul|l-|]010|=|uts
100 Ty z 100 zZYyx
Zatem warunek )
001
A- (010 =A
100
ma postacé
r.q p p q T
u t s|=1]s t u
z Yy x x oy z
Stad wynikaja réwnosci
r=mp
u = s,
z =z,

gdzie p,q, s,t,z,y € R. Zatem macierz A ma postaé

pqp
A= |st s
Ty x
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Poniewaz

Pqp 101 010 000 000 000 (000
sts|=p|000|+¢q|000|+s|{101|4+t|010[{+2|000|+y|000],
Ty 000 000 000 000 101 010

wiec mozna przyjac, ze macierze

101 010 000 000 000 000]
000|, (000|, [101|,|010]{, |000], 000
000 000 000 000 101 010

generujg przestrzen V.

[> Zadanie 1.13. Wyznaczy¢ generatory podanych przestrzeni liniowych:

(a) V={(2,9,2) e R®: 4o —y + 22 =0};

b)) V=A{2r+s—t,t—u,r+3s+u,s+u,t—u):rstucR},
() V={(z,y,2,t) eER*: z —y=y—2=12—t};

(d) V={peRsfz]: p(1) +p(2) =pB3) +p'(0)}.

Odpowiedzi. Przestrzenie sa generowane np. przez wektory (a) (1,4,0), (0,2,1);
(b) (2,0,1,0,0), (1,0,3,1,0), (—1,1,0,0,1), (0,—1,1,1,—1); (c) (1,0,—1,—2), (0,1,2,3);
(d) 2® +18, 2> + 4, = + 1.

» Przykfad 1.14. Sprawdzi¢ z definicji, czy podane zbiory wektorow sa ba-
zami wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) B={(1,0,1),(1,2,2)}, R%

(b) B=1{(1,0,1),(1,2,2),(0,1,1)} , R3;

(c) B ={(1,0,1),(1,2 2) (2,2,3)}, R3;

(d) B=1{(1,0,1),(1,2,2),(0,1,1),(2,3,4)} , R%;
(e) B={2?+ 1,22 + 2z + 2,2+ 1}, Ry[z];

(f) B={2? +1,2% + 2z + 2,22% + 2z + 3} , Ry[x];
wo-{[s8]. 4] [1a]- [11]) e

Rozwigzanie. Zbiér B C V jest baza przestrzeni liniowej V, gdy jest liniowo
niezalezny i generuje te przestrzen.

(a) Zbiér B jest liniowo niezalezny, ale nie generuje przestrzeni R3, gdyz np.
wektora (0,0, 1) nie da sie przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej danych
wektoréw. Wiec nie jest to baza przestrzeni R3.
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(b) Standardowo mozna uzasadnié, ze zbiér B jest liniowo niezalezny. Niech
v = (z,y, 2) € R3. Szukamy wspétczynnikéw a, b, c € R takich, ze
v=a(1,0,1) +b(1,2,2) +¢(0,1,1).
Otrzymujemy uktad réwnan
a+ b = x,

2b + ¢ =y,
a+ 2b+ c= z.

Uktad ten jest uktadem Cramera, gdyz jego wyznacznik jest rézny od 0. Wiec
ma jednoznaczne rozwigzanie. To oznacza, ze zbiér B generuje przestrzen R3,
a zatem jest jej baza.
(c) Zbiér B jest liniowo zalezny, bo np.

(2,2,3) =(1,0,1) + (1,2,2).
Nie jest wiec baza przestrzeni R3.

(d) Zbiér B generuje przestrzen R3, bo zawiera wszystkie wektory z przyktadu
(b). Jednak nie jest baza R3, bo np. zachodzi zwigzek

(2,3,4) =(1,0,1) +(1,2,2) + (0,1, 1),
co przeczy liniowej niezaleznosci elementéw tego zbioru.
(e) Pokazemy, ze wielomiany

x2—|—1, :1:2—|—233+2, r+1
sg liniowo niezalezne. Niech
a(a:2—|—1) —|—b(x2—|—2x—|—2) +ec(z+1)=0.

Wtedy

(a+b)2?+ (2b+c)x+a+20+c=0.

Stad otrzymamy uktad réwnan

a-+ b =0,
2b 4+ ¢ =0,
a+ 2b+ c=0,
ktorego jedynym rozwiazaniem jest a = b = ¢ = 0. To oznacza, ze zbiér B jest
liniowo niezalezny. Niech p(x) = ax? + 3z + 7 bedzie dowolnym wielomianem
z przestrzeni Ry[x]. Pokazemy, ze istnieja takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, dla
ktorych
p(z) =ar’+pr+y=a(@®+1)+b(@®>+22+2) +z(z+1)
= (a+b)z? + b (2? + 22 + 2) + c(z + 1).
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Warunek ten jest réwnowazny uktadowi réwnan
a+ b = «,

2b + ¢ = f3,

a+ 2b+ c= 1.

Powyzszy uklad jest uktadem Cramera, gdyz jego wyznacznik jest rézny od
zera. Istnieje wiec jednoznaczne rozwiazanie To z kolei oznacza, ze lin B =

RQ [:C]
(f) Zauwazmy, ze
222 4+ 2+ 3 = (:E2+1) + (:U2+2:13+2).
Zbiér B jest wiec liniowo zalezny. Zatem nie jest baza przestrzeni Raz].

(g) Najpierw pokazemy, ze macierze
10 11 11 11
00" |00 |10 |11
sg liniowo niezalezne. Niech
11 00
+“i'[11] _'[00]'

Jro],, [r1 11
““1oo 0 0
a+b+ctd=0,

+c- 10

Stad otrzymamy uktad rownan

b+ c+d=0,
c+d=0,
d= 0.

Jedynym rozwiazaniem tego uktadu jest a = b = ¢ = d = 0. Zatem rozwazane
macierze sg liniowo niezalezne. Pokazemy teraz, ze

mea-w{[ 0] [34]: [1a]- [1]}

Niech [a b bedzie dowolna macierza z przestrzeni My 2. Pokazemy, ze ist-

v 0
nieja wspotczynniki a, b, ¢, d takie, iz
1 1 11
c-[l O]—I—d-ll 1].
Powyzszy warunek jest réwnowazny ukladowi rownan

a B 1 0 1 1
a+b+c+d=«

b+ c+ d 3,
c+d=r,
d = 6.
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Jest to uktad Cramera, gdyz jego wyznacznik jest rézny od 0. Istnieje wiec
jednoznaczne rozwiazanie tego uktadu. Zatem rozwazane macierze generuja
przestrzen My, o. Poniewaz spelnione sa oba warunki definicji bazy, wiec ma-

oo oo [1a]- 11

tworza baze przestrzeni Mo yo.

cierze:

[> Zadanie 1.14. Sprawdzi¢ z definicji, czy podane zbiory wektoréw sa ba-
zami wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) B = {(275)a (3a1)?<6a_7)}7 RQ; (b) B = {(273,_1)7<1a_3a2)} ) R3§
(c) B={(1,-1,4),(3,0,1),(2,1,-2)} , R3;
(d) B= {22+ 4,3z — 22, —22? + 4z — 4} , Ryz];

10 -1 0 10 11
e [ L ) e
Odpowiedzi. (a), (b), (d) nie; (¢), (e) tak.

» Przykfad 1.15. Zboér wektoréw {by, by, bs} jest baze przestrzeni liniowej V.
Zbadac z definicji, czy podane zbiory wektoréow tez sa bazami tej przestrzeni:

(a) {bl — 2by + b3, 2by — by, by + by — bg};
(b) {bl — 2by + b3, 2b; — by, 3by + bg} .

Rozwigzanie.
(a) Niech w; = by —2by + b3, us = 2b; — by, ug = by + by — bs. Zbadamy teraz
liniowa niezaleznos¢ tych wektoréw. Niech
auy + bus + cuz = 0,
przy czym a,b,c € R. Wéwczas
auwy + buy + cug = a(b1 — 2by + bg) + b(2b1 — bg) + (bl + by — bg)
= (a+2b+ )by + (—2a — b+ c)bs + (a — c)bg = 0.
Z liniowej niezaleznosci wektorow by, bo, b3 wynika, ze wspétczynniki a, b, ¢
spelniajg uktad réwnan

a+ 2b+ ¢ =0,

—2a — b+ c=0,

a —c=0.
Stad a = —b = c¢. Biorac np. a = 1 otrzymujemy réwnosé¢ u; — us + ug = 0,
z ktorej wynika liniowa zaleznos¢ badanych wektorow. Wiec nie sa one baza
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przestrzeni V.
(b) Niech w1, us beda jak wyzej oraz niech ug = 3by + bs. Pokazemy, ze
zdefiniowane powyzej wektory sa liniowo niezalezne. 7Z warunku
auy + bus + cuz = 0,
gdzie a, b, c € R, wynika, ze
auwy + bus + cugz = a (b1 — 2by + b3) +b (2b1 — bg) -+ C(3b2 —+ bg)
= (a+ 2b)by + (—2a — b+ 3c)by + (a + ¢)bs = 0.

Z liniowej niezaleznosci wektorow by, by, bs wnioskujemy, ze wspoétczynniki a,
b, c spetniaja uktad réwnan

a + 2b = 0,
—2a — b+ 3c =0,
a + ¢=0.

Poniewaz jest to uktad Cramera, wiec a = b = ¢ = 0. To oznacza liniowa
niezalezno$¢ danych wektoréw. Sprawdzimy teraz, czy generuja one przestrzen
V, tzn., czy dla dowolnego wektora v € V istnieja takie a, b, ¢ € R, ze zachodzi
réwnosc
v = auq + bug + cus.
Niech wiec v = ab; + Bbs 4+ vbs, gdzie o, 3, v € R. Z réwnosci
auy + bus + cuz = ab; + Bby + ybs
wynika, ze
(a+2b—a)b;+(—2a—b+3c—F)ba+ (a+c—v)bs =0.

Korzystamy ponownie z liniowej niezaleznosci wektorow bazy by, ba, bs i otrzy-
mamy uktad réwnan:

a + 2b = «,
—2a — b+ 3c= 7,
a + c=7.

Jest to uktad Cramera, gdyz jego wyznacznik, jest rézny od zera. Istnieje wiec
jednoznaczne rozwiazanie tego ukladu. Stad wniosek, ze V = lin {u, uo, us},
czyli wektory wy, us, ug tworza baze V.

[> Zadanie 1.15. Zbior wektoréw {u,v,w} jest baze przestrzeni liniowej V.
Zbadac z definicji, czy podane zbiory wektoréw tez sa bazami przestrzeni V :

(a) {u —2v+w,3u+w,u+4v —w}; (b) {u,2u+v,3u — v+ 4w}.

Odpowiedzi. (a) nie; (b) tak.
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» Przykfad 1.16. Obliczajac odpowiednie wyznaczniki sprawdzié¢, czy po-
dane zbiory wektorow sa bazami podanych przestrzeni:

(a) {(37 2)7 (_67 4)}7 Rz;

(b) {(3,2,0),(4,2,-1),(1,2,2)}, R3;

(C) {(]" 07 O’ 1)’ (1’ 2’ 2’ 1>7 (5’ 47 47 5)7 <O7 07 17 1)}? R4

Rozwigzanie. Skorzystamy z faktu, ze zbior n wektoréw tworzy baze prze-
strzeni liniowej R"™ wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy ich wspoél-

rzednych kartezjanskich jest rézny od zera. Element w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie tej macierzy jest j-ta wspodilrzedna i-tego wektora.

3 2
—6 4

(a) Jest to baza, bowiem

=24 # 0.

(b) Z réwnosci

=0

3
4
1

N NN
N = O

wynika, ze rozwazane wektory nie tworza bazy przestrzeni R3.

(c) Podobnie z réwnosci

1001 1001 1001
1221‘w2_w1 0220 0220|_,
5445 lws-sw|=|0g4g440®=]0000]
0011 0011 0011

wynika, ze dane wektory nie tworzg bazy przestrzeni R*.

[> Zadanie 1.16. Dla jakich warto$ci parametru p € R podane zbiory wekto-
réw odpowiednich przestrzeni R" sg bazami R™:

(a) {(p—2,-p),(3,2+p)}, R

(b) {(1,3,p), (»,0,—p),(1,2,1)}, R?;

(c) {(1,1,1,1),(1,p,2,3), (1,p%4,9), (1,p,8,27) }, R%;

(d*) {(0,1,1,...,1),(p,0,1,...,1),(p,p,0,...,1),...,(p,p,p,...,0)}, R*?
Odpowiedzi. (a) p € R\ {—4,1}; (b) p€ R\ {0,2}; (c) p € R\ {1,2,3};

(d¥) p e R\ {0,—1} lub p = —1 i n jest liczby parzysta.

» Przykfad 1.17. Wskazac¢ bazy i okresli¢ wymiary podanych przestrzeni li-
niowych:
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V=A{Q2z,z24+y,3z —y,x —2y): z,y € R};
b)V:{(r—2s—t 2r + s —3t,3r +4s —5t) : r,s,t € R}
V=

(
(
(
(d) V= {P c R4[ ] p(1) +p(=1) :p’(o)} :
() V={AeMys: A+ AT =0};

(f) V =1lin {1,sin? z, cos 2z, cos? x} , przy czym V C C(R).

Rozwigzanie. Wymiarem przestrzeni liniowej nazywamy liczbe wektoréw jej
bazy.

(a) Z zaleznosci
(2z,x +y,3x —y,x — 2y) = x(2,1,3,1) + y(0,1,—1,—-2)

wynika, ze wektory v1 = (2,1,3,1), vo = (0,1,—1,—2) generuja przestrzen
V. Latwo sprawdzi¢ z definicji ich liniowg niezaleznosé. To oznacza, ze zbioér
{v1, v2} jest baza przestrzeni V. Dlatego dimV = 2.

(b) Poniewaz
(r—2s—1t,2r+s—3t3r+4s—5t) =r(1,2,3) + s(—2,1,4) + t(—1,-3,-5),

wiec przestrzen V jest generowana przez wektory v; = (1,2,3), vo = (—2,1,4),
vz = (—1,—-3,-5). Jednak

1 23
2 14|=0,
-1 -3 4

czyli wyznacznik macierzy ich wspotrzednych jest réwny 0. To oznacza liniowa
zaleznos¢ tego ukladu wektorow. Nie sg wiec bazg przestrzeni V. Zauwazmy
teraz, ze wektory vy, vs sg liniowo niezalezne oraz, ze

7 1
V3 = — U] — £V,

5 5
czyli generuja przestrzen V. Zatem tworzg bazg przestrzeni V, wiec dimV = 2.

(c) Warunek x + y = z — y zapiszemy w postaci x = z — 2y. Mamy wiec
V={(z-2y,y,2,t) : y,2z,t € R}
= {y(—2,1,0,0) + 2(1,0,1,0) +¢(0,0,0,1) : y,2,t € R}
= lin{(~2,1,0,0), (1,0,1,0), (0,0,0,1)} .

Liniowa niezaleznos$¢ otrzymanych trzech generatoréw przestrzeni V wynika z
tego, ze (z — 2y,y,z,t) = (0,0,0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy y = z =t = 0.
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Te gneratory sa zarazem baza V. Zatem dimV = 3.

(d) Niech p(x) = ax* +b2® +cax? +dr+e € V. Z warunku p(1) +p(—1) = p'(0)
wynika réwnosé

(a+b+c+d+e)+(a—b+c—d+e)=d,
stad d = 2a + 2¢ + 2e. Zatem
p(x) =a (x4 + 2:1:) + bz +c (51:2 + Qx) +e(2x +1).
Generatorami przestrzeni V sg wiec wielomiany
p(2) = 2t 4 2z, py(x) = 22, py(z) = 2% + 2z, py(x) =22 + 1.

Sa one liniowo niezalezne, bo p(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = b= ¢ =
e = 0. To oznacza, ze sa baza przestrzeni V. Zatem dimV = 4.

(e) Niech A € V. Warunek A + AT = O oznacza, ze A jest macierza antysy-
metryczna. Zatem ma postaé

0 ab
A=|—-a 0 c|, gdzie a,b,c e R.
—b —c 0
Z tej postaci wynika, ze baze przestrzeni V stanowig macierze:
010 001 0 00
-100], 000|,]0 01
000 —-100 0—-10

Zatem dimV = 3.

(f) Poniewaz 1 = sin? z + cos?

x, wiec V = lin {sin2 T, cos 2x, cos? :L'} . Korzy-

2 2

stajac teraz ze wzoru cos 2r = cos“x — sin

Funkcje sin? z, cos? z sg liniowo niezalezne. Niech bowiem a sin? z+bcos?z = 0

dla pewnych a,b € R. Wéwczas przyjmujac kolejno x = 0 1 x = 7/2 otrzy-
mujemy b = 0, a = 0. Funkcje te tworza wiec baze przestrzeni V. Zatem
dimV = 2.

x mamy V = lin {sin2 T, cos> } .

[> Zadanie 1.17. Wskazaé bazy i okredli¢ wymiary podanych przestrzeni li-
niowych:

@) V=A(z+y+z,2—yx—29y—2): 2,9,z € R};

(b) V={(a+2b+c¢,3a — b+ 2c,5a +3b+4c: a,b,c € R} ;
() V={(z,y,2,t) eRY: 20 —y =2 —t =0} ;

(d) V={p € Ry[z] : p(22) = dap'(z) + p(0)} ;

(e) V={A=a;j] € Maxs: a;; =0 dla i < j};
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(f) V=1in{1,e* e ", sinhz,coshx} , przy czym V C C(R).

Odpowiedzi. Jedng z baz jest np.

(a) B={(1,1,1,0),(1,-1,0,1),(1,0,—1,-1)}, dim V = 3;

(b) B=1{(1,3,5),(2,—1,3)}, dimV =2; (¢) B ={(1,2,0,0),(0,0,1,1)}, dim V' = 2;
(d) B= {21}, dimV =2;

0 0 0 O 0000 0 0 0 O
(e) B = 10 0 0(,[{0000|,{0 O O O , dimV = 3;
0 0 0 O 1000 0 1 0 0

(f) B= {1,6’”,6_’”}, dimV = 3.

» Przyktad 1.18. Podane zbiory wektoréw liniowo niezaleznych uzupetic¢ do
baz wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) {(2,1,0),(1,1,1)} ,R3; (b) {(1,3,2,1),(5,—4,7,1)} ,R*;
(c) {(z — 1), 23 — bz, 1 — 4z + 222} | R3z];
(d) {1+ 2,2 + 23,21 + 2°} ,Rs[x].

Rozwigzanie. Skorzystamy tu z faktu, ze dowolny uktad n liniowo niezalez-
nych wektoréw w przestrzeni liniowej wymiaru n stanowi baze tej przestrzeni.

(a) Wymiar przestrzeni R? jest réwny 3. Zatem do wskazanych wektoréw (li-
niowo niezaleznych) wystarczy dobraé jeszcze jeden wektor liniowo niezalezny
z nimi. Z warunku

wynika, ze moze to by¢ np. wektor (0,0,1). Zauwazmy jeszcze, ze dowolny
wektor v = (a, b, ¢), dla ktérego a — 2b + ¢ # 0, takze tworzy z danymi wekto-
rami baze przestrzeni R3.

(b) Przestrzen R* jest czterowymiarowa. Dobierzemy wiec jeszcze dwa wektory
tak, aby odpowiedni wyznacznik byt rézny od zera. Ze wzgledéw rachunkowych
najlatwiej jest je wybraé sposréd wektoréw bazy standardowej, np. (0,0, 1,0),
(0,0,0,1) i wtedy rzeczywiscie

1 3 21
5 —4 7 1
0 010 =—19#0.
0 0 01

(c) Poniewaz rozwazana przestrzen ma wymiar 4, a dane trzy wektory sa
liniowo niezalezne, wigc w bazie brakuje jednego wektora. Wektor ten wystar-
czy wybraé¢ sposréd wektor6w innej bazy przestrzeni Rg[x], najlatwiej spo-
srod bazy standardowej. Bedziemy wiec prébowali dotaczyé¢ do naszego zbioru
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wektoréw kolejne wektory bazy {1, x, 2%, 23} sprawdzajac za kazdym razem li-
niowg niezaleznosé calego zbioru. Oznaczmy p;(z) = (z—1)2, py(z) = 23 — bz,
ps3(x) =1 — 4x + 222, Niech najpierw py(x) = 1 oraz niech
a1py(2) + aopa(x) + asps(a) + cupy(z) =0

dla aq, a9, ag, ay € R. Wowczas z warunku

a1 (332—2x+1) + a9 <x3—5x) + asg (1—4x—|—2x2) + ay =0,
po uporzadkowaniu wyrazéw, otrzymamy

o + (o 4 203) 22 + (=200 — By — az) x + aq + az + ay = 0.

Stad wobec réwnosci wielomianéw wynika, wynika réwno$é wspotczynnikow
przy odpowiednich potegach zmiennej z, co prowadzi do uktadu réwnan

a9 = 0,
a7 + a3 = 0,
—2a1 — bag — ag =0,
aq + az3 + ag = 0,
ktérego rozwigzaniem sg ao = 0, a1 = —2a3, oy = ag, az € R. Uktad funkcji

D1, P2, P3, Py jest liniowo zalezny, bo np. —2p;(x) + p3(x) + py(x) = 0 1 nie jest
baza.
Niech teraz p,(x) = x. Z zaleznosci
a1 <x2—2x—|—1) + s (x3—5x> + ag (1—4334—211:2) + a4 =0
po uporzadkowaniu wyrazéw, mamy
ang + (()41 + 20&3) z? + (—2()11 — dag — g + 014) r+ar+a3=0.

Analogicznie jak powyzej, z réwnosci wielomianéw wynika, ze wspétczynniki
aq, o, a3, oy spetniaja uktad réwnan

9 = 0,

aq + a3 = 0,
—2017 — b — ag3 + ag = 0,
o1 + a3 = 0.

Jedynym rozwigzaniem tego uktadu jest oy = g = a3 = a4 = 0, bowiem jest
to uktad Cramera, gdyz jego wyznacznik spelnia warunek

0 1 00
1 0 20

9 5 4 1|” 170
1 0 10

Ostatecznie dany zbiér wektoréw mozna uzupelnié¢ do bazy przestrzeni Rs|x]
dodajac np. wektor py(z) = .
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(d) W tym przyktadzie, podobnie jak w (c¢), mozemy brakujace trzy wektory
dobra¢ sposrod wektoréow bazy standardowej {1,:13,:132,:1:3,:B4,x5} przestrzeni
Rs5[z]. Latwo sprawdzi¢, dodajac kolejne wektory bazy standardowej, ze zbiér

wektorow:

(142,22 + 23, 2% + 25,1} jest liniowo niezalezny,
1+ z,2% + 23, 22 + 25 1,2} jest liniowo zalezny,
(14,22 + 23, 2% + 25,1, 22} jest liniowo niezalezny,

(14,22 + 23,22 + 251,22, 23} jest liniowo zalezny,
{1+ x,2%2+ 23,28 + 251,22, 2} jest liniowo niezalezny,
wiec ostatni z rozwazanych zbioréw jest juz szukana baza.

Uwaga. W przestrzeni R, [z] uktad n + 1 wielomianéw zawierajacy po jednym
wielomianie stopnia k£ dla k = 0,1,2,...,n stanowi jej baze. Dlatego w przy-
ktadzie (d) od razu mozna zauwazy¢, ze w bazie brakuje wielomianéw stopnia
0, 2 oraz 4.

[> Zadanie 1.18. Podane zbiory wektoréw liniowo niezaleznych uzupelnié¢ do
baz wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) {(_1?5a3)}a Rg; (b) {(LOa L, _1)a (2a3a_1a2)a (3a3a2a1)}a R4§
(c) {223, 23 +4z—1}, R3[z]; (d) {2 + 5,22 — 32,21 — 223}, Ry[z];
(e®) {1, 1+2%1+ 22+ 2t 1+ 22 + 2t +25,... )}, Rlz].

Odpowiedzi. Mozna uzupemié np. o wektory (a) (0,1,0), (0,0,1); (b) (1,0,0,0); (c) 1,z%;

(d) 1,23 (e*) z, z°, 2°, 27, ...

1.5. Wspétrzedne wektora w bazie

» Przykfad 1.19. ZnaleZzé wspolrzedne podanych wektoréw we wskazanych
bazach odpowiednich przestrzeni liniowych:

(a) v = (-2,5,6), {(1,1,0),(2,1,0),(3,3,1)}, R3;
(b) v = (1,0,1,0), {(1,2,3,4),(0,1,2,3),(0,0,1,2),(0,0,0,1)}, R*;
(c) p(z) = 22% + 3z, {2+ 2,3 — x,2% + 4}, Ry[z];

11

1-1] [1 1] [-11] oo
(d)A:[3o {[0 1]’[0 -1 [ 01]’[1 0”’MM'

Rozwigzanie. (a) Wspélrzedne [aq, ae, ag] wektora v znajdziemy z warunku

(=2,5,6) = a1(1,1,0) + a2(2,1,0) + a3(3,3,1),
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ktéry prowadzi do uktadu réwnan

ap + 2as + 3ag = —2,
a1 + a9 + 3043 = 5,

a3 = 6.
Rozwiazaniem tego uktadu jest a; = —6, ap = —7, g3 = 6. Zatem wspodirzed-
nymi wektora v sa [a1, ag, ag] = [-6,—7,6].

(b) Wspélrzedne |1, aa, az, ay] wektora v spelniaja zaleznosé
(1,0,1,0) = a1(1,2,3,4) + a2(0,1,2,3) + a3(0,0,1,2) + a4(0,0,0,1).
Otrzymujemy wiec uktad réwnan

a7 =
2000 + o

3a1 + 2a9 + ag
4o + 3o + 203 + a4 =

Il
O = O =

z ktérego wynika, ze [aq, g, ag, aq] = [1,—-2,2, —2].
(c) Wektor p przedstawiamy w postaci

202 +3r = a1(2+2) + az(3 — 2) + az <:1:2+4) :
Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy réwnosé

222 + 3z = azz?® + (0 — ag) x + 201 + 3 + 4as.

Z réwnosci wielomianéw wynika réwnosé wspotczynnikéow przy odpowiednich
potegach zmiennej x, co prowadzi do uktadu rownan

a3 = 2,
a1 — Q9 = 3,
201 + 39 + 4az = 0.

Rozwiazaniem tego ukladu jest oy = 1/5, g = —14/5, ag = 2. Zatem wspol-
1 14
rzedne wektora p w danej bazie sa réwne [y, ag, as] = {— —— 2} :

5° 5’
(d) Podobnie jak poprzednio zachodzi réwnosé
00
10|’

11] 1—1'Jr
30| Yo 1|7

1 1
0 -1

-11

+043 01

+ oy

z ktorej wynika, ze

11 __a1+a2—a3 —a1 + a9 + Qg
30| ay a; — g +ag
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Po rozwiazaniu uktadu réwnan
o1 + g — (3 =
-1 + ag + Qs =
a4 =
a1 — g + a3 =

S W= =

1 1
otrzymamy wspoélrzedne rozwazanego wektora [aq, ag, g, ciq| = [5, 1, 37 3} )

> Zadanie 1.19. Znalez¢ wspolrzedne podanych wektoréw we wskazanych
bazach odpowiednich przestrzeni liniowych:

(a) V= (1a4)7 {(1?5)a <1a6)}a R2§
(b) v = (8,1,7,5), {(1,0,0,0),(1,1,0,0), (1,1,1,0),(1,1,1,1)}, R%;

(c) p(z) = 2% — 3z + 3, {x2+3$—1,—$2—|—x—|—3,2x2 —:I:—Q}, Ro[z];

32 10] [41] [22] [=10
(d)Azll 3]{ 00]’ 00]’[13 [ 01”’M2X2'

Odpowiedzi. (a) [2, —1]; (b) [7,—6,2,5]; (c) [-1,2,2]; (d) [1,0,1,0].

» Przyktad 1.20. Wyznaczy¢ wspoélrzedne wektora v w bazie B’ pewnej
przestrzeni liniowej znajac jego wspotrzedne w bazie B tej przestrzeni:

(a) [0,1,-2], B={b1,ba,bs}, B’ ={b1,b1 — by, by — b3} ;

(b) [ana 1) 1]) B = {blaanb37b4} 5 B/ — {_blabl + b273b3ab3 + b4}7
(c) 3,2,1], B={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} , B’ = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} ;
(d) [1,2,. .. ,n], B = {bl,bg, .. ,bn} , B’ = {bl,b1+b2, o, b1 +bo+. . +bn}

Rozwigzanie. (a) Z danych wynika, ze
v:0-b1—i—1-b2+(—2)-b3:b2—2b3.
Niech bll = by, bé = by — by, b?/) = b; — bs. Wtedy
by = bj, by = b — b, bs = b] — b,
a zatem
v =>b{ — by —2 (b —bj) = —b] — b + 2bj.
Szukane wspélrzedne wynosza wiec [—1,—1,2].
(b) W tym przypadku v = 2by + bs + by. Przyjmijmy b{ = —by, b} = by + b,
b, = 3b3, by = b3 + by. Podobnie jak poprzednio wektory bazy B przedsta-
wiamy jako kombinacje liniowe wektoréw bazy B’ otrzymujac:

1 1
by = —b{, by =b{ +b}, by = 3bj, by = —3b +bj.
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Stad wynika, ze
1 1
z;:—2b3+§b§—§b§+b4:—2b{+b;
Otrzymujemy wiec wspoélrzedne [—2,0,0, 1].
(¢) Zauwazmy, ze
v=3(1,1,1) +2(1,1,0) + (1,0,0) = (6,5, 3).
Zatem nowe wspolrzedne [y, ag, 3] wektora v w bazie B’ spelniajg zaleznosé
(6a 9, 3) = al(la L, 0) + 012(1, 0, 1) + (13(0, L, 1)

Otrzymujemy wiec uktad réwnan

a1 + Qo = 0,
o1 + ag3 = 9,
ay + az = 3,

ktérego rozwiazaniem sg a; = 4, as = 2 1 az = 1. Ostatecznie [a, g, az] =
[4,2,1].
(d) Niech by = by, by = by +bs, ..., b =b; +by+...+b,. Latwo zauwazy¢,
ze
by =b, by =b,—b], ..., b,=b, —bl .
Stad wynika, ze
v = by +2by +3bg + ...+ nb,

bl 2(by— b)) +3 (B, —bY) ... +n (b, — b )

=-b;—by,—...—b]_;+nb.
Wspotrzedne wektora v w bazie B’ maja wiec postaé¢ [—1,—1,...,—1,n].
[> Zadanie 1.20. Wyznaczy¢ wspétrzedne wektora v w bazie B’ pewnej prze-
strzeni liniowej znajac jego wspolrzedne w bazie B tej przestrzeni:

(a) [4,-3], B={by,bs}, B’ = {2b; — by, by + 2by};
(b) [1,1,-2], B={x,z+ 1,22 + 1}, B = {1,1 + 2% z + 2?};
(C*) [1,2...,71], B:{bl,bg,...,bn},B/:{bl—bg,bz—bg,...,bn_l—bn,bn}.

Odpowiedzi. (a) [%

n(n+1)
2

,—ammpra%@ﬂ13@“w

» Przykfad 1.21. Obliczy¢ wspolrzedne wskazanych wektoréw w wybranych
bazach podanych przestrzeni liniowych:

(a) v=(2,84), V={(z+y,3z+y,z—y): z,y € R}
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(b) v=(1,1,-2,1), V={(z,y,2,t) € R*: 20 —y = 2 + 3t};
(c) q(z) = 4a? — 242 — 3, V = {p € Ry[z] : p'(3) = 0};

(d)A:[§ _i’],V:{Aeszg;A:AT}.

Rozwigzanie. (a) Zauwazmy, ze

V=Al+y,3z+y,z—y): v,y e R} ={x(1,3,1) +y(1,1,-1) : z,y € R}
= lin {(1,3,1),(1,1,—1)} .

Otrzymane generatory (1,3,1), (1,1,1) przestrzeni V sa liniowo niezalezne.

Stanowia zatem baze tej przestrzeni. Wspélrzedne [, ag] wektora v wyzna-
czymy z warunku

(2,8,4) = a1(1,3,1) + as(1, 1, —1).
Otrzymamy ukltad rownan
a; + ag = 2,
31 + ag = 8§,
a1 — ag = 4,
ktorego rozwiazaniem sa o = 3, ag = —1, wiec [a1, as] = [3, —1].
(b) Najpierw znajdziemy generatory przestrzeni V. Mamy
V= {(z,y,2t) eR': y=22 — 2 — 3t}
= {(z,2x — z — 3t,z,t) : x,z,t € R}
= {2(1,2,0,0) + 2(0,~1,1,0) + £(0, —3,0,1) : 2, z,t € R}
— 1in {(1,2,0,0), (0, —1,1,0), (0, —3,0,1)} .

Latwo sprawdzi¢, ze te generatory sa liniowo niezalezne. Przyjmujac je za
baze przestrzeni V znajdujemy wspoélrzedne [y, ao, ag] wektora v. Z definicji
wynika rownosé

(1,1,-2,1) = a1(1,2,0,0) + a2(0, —1,1,0) + r3(0, —3,0, 1).

Zatem nowe wspolrzedne aq, ag, as znajdziemy rozwiazujac uktad rownan

1 = 1,
2&1 — (X9 — 3()(3 = 1,
a9 = —2,

a3 = 1.

St%d [041,0427043] = [1? _27 1]
(c) Niech p € V. Wéwezas p(x) = ax? + bx + ¢, gdzie a,b,c € R, przy czym
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p'(3) =2a-3+b=0. Zatem b = —6a, a wigc
p(z) = ax® —6aaj+c:a(x2—6x) +c.
Przestrzen V jest zatem generowana przez wektory p, (x) = x2 — 6z, py(z) = 1,

ktore sa jej baza. Wspohrzedne vy, an wektora q(z) = 42 — 24z — 3 w tej bazie
wyznaczymy z warunku

40? — 24z~ 3 =0 (22— 62) +az- 1.
Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy réwnosé
4o? — 24x — 3 = ay2® — 6arz + s

Z réwnosci wielomianéw wynika réwnosé wspotczynnikéow przy odpowiednich
potegach zmiennej x. To prowadzi do uktadu réwnan

aq = 4,
—60&1 = —24,
g = —3.

Stad [aq, o] = [4, —3].
(d) Mamy

=[] ) w3212 )

Roéwniez w tym przykladzie znalezione generatory tworza baze rozwazanej
przestrzeni. Wspétrzedne aq, ao, ag wektora B wyznaczymy z réwnosci

2 3 — 10 01 00 . a1 9

3-11 “Yoo 10 01| |agas]|”

Otrzymamy a7 = 2, as = 3, ag = —1. Zatem wektor B ma w tej bazie
wspélrzedne [2, 3, —1].

+ g + a3

[> Zadanie 1.21. Obliczy¢ wspoélrzedne wskazanych wektoréw w wybranych
bazach podanych przestrzeni liniowych:

(a) v=(-2,4,74), V={(z —by,z +y,2x +y,v +y): z,y € R};
(b) v =(8,4,2,9), V={(2,9,2,t) e RY: o — 2y =y — 22 = 0};
(c) q(x) = 22° —2® — 2 +5, V= {p e R3[z] : p(1) = p(0)};

3 1
(d) B = [_2 _3] , V={A = la;;] € Maya: a1 +ax = 0}.

Odpowiedzi. Wspétrzedne (a) [3,1] w bazie {(1,1,2,1),(=5,1,1,1)};
(b) [2,9] w bazie {(4,2,1,0),(0,0,0,1)}; (c) [2,—1,5] w bazie {z°® — z,2* — x,1};

(d) [3,1,—2]Wbazie{{(1) _H{g HH 8”
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» Przyktad 1.22. Zbadacé, obliczajac odpowiednie wyznaczniki, czy podane
uktady wektoréw sa bazami podanych przestrzeni liniowych:

(a) (1,1,0), (2,1,0), (3,3,1), R
(b) 2+2%, 1 —2, 1 +x+ 22 Rofz];
() x®+2, z+1, 222+ +1, 28 + 22+ 2 +2, R3[z];

21 1 -1 -2 0 31
<d)[01]’ 1 O]’[ 11]’

23
Rozwiagzanie. Skorzystamy z twierdzenia méwiacego, ze zbior n wektorow sta-
nowi baze przestrzeni liniowej V wymiaru n > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
wyznacznik macierzy wspolrzednych tych wektoréw w dowolnie wybranej ba-
zie tej przestrzeni jest rézny od zera.
(a) Macierz wspotrzednych wektoréw (1,1,0), (2,1,0), (3,3,1) w bazie stan-
dardowej przestrzeni R? ma postaé

] , Mlaxo.

W N

1
1
3

_ o O

Wyznacznik tej macierzy jest réwny 1 # 0. Zatem podane wektory tworza
baza przestrzeni R3.

(b) W bazie {1,z, x2} przestrzeni Ro[z] macierz wspotrzednych wektoréw
2422 1—x, 14+x+ 22,

ma postac

— =N
|

_ = O

—_ O =

Wyznacznik tej macierzy jest réwny 0. To oznacza, ze podane wektory nie
tworza bazy podanej przestrzeni liniowe;j.

(c) Macierz wspélrzednych wektoréw
333—1—2, T+ 1, 2x2+x+1, B4+ r+2

2

w bazie {23, 22, x, 1} przestrzeni R3[x] ma postaé

] m
02
11
11
1 2

_ o O =
_ NN OO
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Korzystajac z wtasnosci wyznacznikéw i rozwiniecia Laplace’a, mamy

1002 1002 10 02 |, 4,
0011 0011 00 11

021 1|l =g gl =g g g 70T L=270
1112 0110 01 10| I+ 1O

Zatem rozwazane wektory tworza baze podanej przestrzeni.

(d) W bazie standardowej przestrzeni My s macierz wspotrzednych podanych
wektorow ma postac

2 101
1 -110
-2 011
3 123
Do obliczenia jej wyznacznika korzystamy z wtasnosci wyznacznikow. Mamy
2 101 2 101 2001
1 =110 (jwg—wr| | 1 -110 _ 1010_0
Py | M e IR Sl B Rl
3 123 -3 -220 -3020

Stad wynika, ze podane wektory nie tworza bazy wskazanej przestrzeni linio-
wej.

> Zadanie 1.22. Zbada¢, obliczajac odpowiednie wyznaczniki, czy podane
uktady wektoréw sa bazami podanych przestrzeni liniowych:

(a) (2,4,5), (1,—1,1), (—1,7,2), R3;
(b) (1,1,0,0,0), (0,1,1,0,0), (0,0,1,1,0), (0,0,0,1,1), (1,0,0,0,1), RRS:
)+ a2+ -1, 23 +22—2-1, 22 22 -2 -1, 2>+ 22+ 2+ 1, Rs[z];

1-1{ [10] [1-1] [0 2
(d)lo 1’[2 1]’[1 3]’[3 —2]’M2X2'

Odpowiedzi. (a) nie; (b) tak; (c) tak; (d) nie.

» Przykfad 1.23. Wyznaczyé¢ bazy przestrzeni liniowych, w ktorych wska-
zane wektory majg podane wspotrzedne:

(a) R?, v = (3,-5), [5,—2]; (b) R, v =(1,0,1,0), [1,-2,4,—1];
(©) Rofz], p(z) = 22 — 2z, [~1,3.1); () Migys, A = [; Z] 1,0,2,0].

(e) V= {(x,y,z,t) e R*: x—l—y—i—z—l—t:()}, v=(1,2,3,-6), [1,0,0];
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Rozwiagzanie. Takich baz jest na ogél nieskonczenie wiele. W kazdym przy-
padku podamy jeden przyktad bazy.

(a) Korzystajac z bazy standardowej otrzymamy
3 5)
(3,—5) =3 (1,0) + (=5) - (0,1) = 5 (5,()) +(—2) (0, 5) .

Poniewaz wektory (%, 0), (O, g) sg liniowo niezalezne, wiec tworza szukana
baza przestrzeni R2.
(b) Z réwnosci

(1,0,1,0) = (1,1,1,1) — (0,1,1,1) + (0,0,1,1) — (0,0,0, 1)

111 11
=(1,1,1,1) —2(0,=,=,= | +4 o) - 1
(a y Ly ) (Oa27272)+ <ana4a4> (0a070a )

oraz faktu, ze wektory

111 11
(1717171)7 (57575)7 (070717Z>7 (0707071)

sa liniowo niezalezne wynika, ze mozna je przyjac¢ za szukang baze.
(c¢) Zachodza réwnosci
2
x
p(z) = (—1)(2x) + 2% = (—=1)(2z) + 3 <? + 1) + 1(-3).

2
x
Latwo sprawdzié¢, ze w przestrzeni Rg[x| wektory 2z, 5 + 1, —3 sa liniowo

niezalezne, wiec mozna je przyjaé za szukana baze.

(d) Zauwazmy najpierw, ze
12 10 01
A‘[34]_1'[30 02]’

: 0 01 . . . .
PIZy Czym macierze | o o |, | o o | 52 liniowo niezalezne. Zatem baza moze

zawiera¢ te macierze. Poniewaz baza przestrzeni My«o sklada sie z czterech
liniowo niezaleznych macierzy, wiec do dwoch wybranych dolaczymy jeszcze

+2.

dwie, np. [(1) (1)], [8 (]3 z bazy standardowej. Poniewaz macierze

ol ool (o) 5

sa liniowo niezalezne, wiec tworza szukang baze przestrzeni Mgy o.
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(e) Zauwazmy, ze
V=A(xy,z,~z—y—2): z,y,z € R}
= {z(1,0,0,—1) +y(0,1,0,—1) + 2(0,0,1,—-1) : z,y,2z € R}
= 1in{(1,0,0, —1),(0,1,0, 1), (0,0,1, 1)} .

Latwo sprawdzi¢, ze znalezione generatory przestrzeni V sg jednoczesnie jej
baza. Oznaczmy wektory szukanej bazy B przez bi, by, bs. Wtedy oczywiscie
b, = (1,2,3,—6). Stad wynika, ze wektor by wystarczy dowolnie uzupetnié do
bazy przestrzeni V. Najtatwiej jest to zrobi¢ wybierajac wektory ze znanej juz
bazy. I tak przyjmujac bs = (1,0,0,—1), bs = (0,1,0,—1) otrzymamy trzy
wektory liniowo niezalezne by, ba, b3, ktére beda szukang baza.

[> Zadanie 1.23. Wyznaczy¢ bazy przestrzeni liniowych, w ktérych wskazane
wektory maja podane wspolrzedne:

(a) R3, v =(2,-1,3), [1,0,1];
) V={(2,y,2,t) eR*: z=t,2 -3y +22 =0}, v=(1,1,1,1), [2,2];
(c*) R™, v =(1,0,...,0), [1,1,...,1].

Odpowiedzi. Jedna z baz jest np. (a) {(2,—1,0),(0,1,0),(0,0,3)};

(b) {(0,1/3,1/2,0),(1/2,1/6,0,1/2)};
(¢*) {(1,1,1,...,1),(0,=1,0,...,0),(0,0,—1,...,0),...,(0,0,0,...,—1)}.

» Przyktad 1.24. Wyznaczy¢ macierze przejscia z bazy B do bazy B’ poda-
nych przestrzeni liniowych.

(a) B = {(371)7(27 1)}7 B'= {(17_1)7(273)}7 RZ;

(b) B=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} , B’ = {(3,3,4),(—1,2,2),(1,1,1)}, RS;
(c) B={x+1lz+2,2°+1}, B '={z+3,z+4,2°}, Ro[z];

(d) B={1,z,2%,2%}, B'={22? = 3,2° + 2,4 —x,1 + x + 2?}, Rs[z];

R (Rt e A AR

Rozwiazanie. Macierza przejécia z bazy B do bazy B’ nazywamy macierz kwa-
dratowa P, ktorej kolejnymi kolumnami sa wspotrzedne kolejnych wektorow
bazy B’ w bazie B. Zatem nalezy wyznaczy¢ wspélrzedne wektoréw bazy B’
w bazie B i napisa¢ je w kolejnych kolumnach macierzy tworzac przejscia P.

(a) Latwy rachunek prowadzi do réwnosci

(1,-1) = 3(3,1) —4(2,1),  (2,3) = —4(3,1) + 7(2,1).
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Macierz przejscia P ma zatem postaé

3 —4
p- [ 3 7] .
(b) B jest baza standardowa, wiec macierz przejscia ma postaé
3 —11
P=|3 21
4 21

(c) Niech p(z) =z + 1, q(z) = = + 2, r(x) = 2% + 1. Wowczas
1=q(z) —px), x=2p(x)—q(z).

Zatem
z+3=2p(x) —q(z) + 3(q(x) — p(z)) = —p(z) + 29(z),
x4+ 4 =2p(x) — q(z) + 4(q(z) — p(x)) = —2p(z) + 3q(z),
x? =r(x) —1=r(x) — (¢z) — p(z)) = plx) — q(z) + r(z).

Macierz przejscia P ma wiec postaé

-1 -2 1
P = 2 3 -1
0 0 1

30 41
01 -1 1
P=1 90 01
01 00
(e) Mamy

(1 0] (1 0] 10] (0 1] (0 1]
ool ool T2 o1 [T (10T 00]"
12] (10 10] (0 1] [0 1]
ool = ool T o1 T% 10| T2 00"
12] (1 0] 10] 01] 01
sol=Y ool T o113 |10]TD [00]’
12] 10 10 01 01
3 4 _(_3)'[00 o1 T3 10 +(_1)'[00]'
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Macierz przejécia z bazy B do bazy B’ ma zatem postaé

11 1 -3
00 0 4
P= 00 3 3
02 -1 -1

[> Zadanie 1.24. Wyznaczy¢ macierze przejscia z bazy B do bazy B’ poda-
nych przestrzeni liniowych:

(a) B={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} , B’ = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}, R?’;
(b) B={22,2,1}, B' = {32? — z,22° + © — 1,2% + 52 — 6} , Ro[z].

11 1 3 2 1
Odpowiedzi. (a) | =1 0 —1|;(b) | -1 1 5.
1 -1 0 0 -1 —6

» Przykfad 1.25. Wyznaczyé wspotrzedne wskazanych wektorow w poda-
nych bazach odpowiednich przestrzeni liniowych wykorzystujac macierze przej-
Scia z baz standardowych do danych baz:

(a) (2?_1)a B' = {(2?4)a(_3a_1)}a R2§
(b) (0,1,0), B’ ={(1,1,0),(2,1,3),(0,2,1)} , R,

)z +az+2 B = {x2—1,x2+1,2—2x}, Ry [2];

s3] e={ [ 2T e

Rozwigzanie. Wykorzystamy fakt méwiacy, ze wspélrzedne [aq, ..., a,] wek-
tora w bazie B oraz wspoltrzedne [of, . .., o] tego wektora w bazie B’ zwiazane
sg zaleznoscia
%1 a1
P = ;
al o

gdzie P jest macierza przejécia z bazy B do bazy B'. Poniewaz macierz przejscia
jest macierza nieosobliwa, wiec wyznaczenie wspotrzednych sprowadza sie do
rozwiazania odpowiedniego uktadu réwnan Cramera lub wyznaczenia macierzy
odwrotnej do macierzy przejécia. W przyktadach za baze B bedziemy przyj-
mowac baze standardowa odpowiedniej przestrzeni. Wtedy macierz przejscia z
tej bazy do bazy B’ jest macierza, ktorej kolejnymi kolumnami sg wspétrzedne
kolejnych wektoréw bazy B’.
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(2 -3
(a) Mamy P = {4 ]

czymy z rOwnania macierzowego

EIRE

] . Zatem wspolrzedne [o], o] wektora (2, —1) wyzna-

Stad
-1 _i i 1
o | |2 -3 2| 10 10 2 ——
ahy | |4 -1 -1 | 21 —1 1
5 5
120]
(b) Mamy P = |11 2|. Zatem wspoélrzedne [a],ab, o] wektora (0,1,0)
031
wyznaczymy rozwiazujac ukltad réwnan
(120 [ o 0
112 ah | =11
(1031 ol 0
Wykorzystujac metode eliminacji Gaussa otrzymujemy
1200 00 ) 12 0 0 ,
11201 [jwemwal = |0 =1 21 || F 22 f 01 21 (v f T
0310 |0 310 00 7
_ 9 1
120 0 100 =
1
_Z 1
— 010 7 |lwi—2w2l — | 0 1 0 -7 |
3
001 = 3
001 =
B 7 I =
o2, 1,3
wiec ] = =, @y = — =, Q3 = —.
Q 1 77 2 77 3 7

(c) W przestrzeni Ro[x] baze standardowa tworza wektory 22, z, 1. Tak wiec,

11 0
macierz przejscia P z tej bazy do podanej bazy B’ ma postaé [ 00 —2} .
—11 2
Zatem wspoétrzedne [, o, o] wektora 22 +x+2 w bazie B’ oraz wspétrzedne
tego wektora w bazie standardowej zwiazane sg zaleznoscia

11 0] [« 1
00—2||ay|=]1
—11 2| |af 2
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Korzystajac z bezwyznacznikowej metody wyznaczania macierzy odwrotnej i
wykonujac kolejno podane operacje elementarne otrzymamy

i 1 1 1]
005 =373
12 0/100 w1 Lug 22 3
00 —=2010 [|ws+wi]| =|ws+wa] = wa: (=2) | = |w2<=wa| |01 0 = = =
~11 0001 wy 12 2 2 2
0010-= 0
I 2
Zatem
o 11 0] 1] 111 -1
oy =] 00 -2 Ll=g|t 1 1|[1]= f
ol 11 2 2 0-1 0]]2 -5

(d) W przestrzeni liniowej Mo baze standardowa tworza macierze

5o o) [15] [32]

Zatem macierz przejécia P z tej bazy do podanej bazy B’ ma postaé

11 10]
01 11
00 12
00—-11]

w o
o O

Zatem wspolrzedne [, ab, af, oy | wektora w nowej bazie wyznaczymy

rozwiazujac uktad rownan

11 10] [« 0
01 11||a,]| |0
00 12]|]|a,| |3
00 —-11 al 0

Jak w przykladzie (b) uklad ten rozwiazujemy metoda eliminacji Gaussa. Wy-
konujac kolejno podane operacje elementarne otrzymamy

11 100 1000 1

01 110 w3 = FWal 0100 —2

00 123l 7w, Lu, thﬂw‘“mtwwﬁ 0010 1

00-110 wa 3 0001 1
Tak wiec o) =1, 0 = -2, a5 =1, o/, = 1.

[> Zadanie 1.25. Wyznaczy¢ wspotrzedne wskazanych wektorow w podanych
bazach odpowiednich przestrzeni liniowych wykorzystujac macierze przejscia
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z baz standardowych do danych baz:

a)v=(1,1), B’ ={(4,1),(-2,3)}, R

b)v=(2,-4,7), B ={(1,-2,3),(2,1,4),(-3,1,-6)} , R
P

(
(
(c) p =223+, B = {2x3+3$2+2$+1, 20+ +1, 22 +2x+1, 2x2+x—|—1},
Rg[l’]

ez, (o) [, 2], o[l 11
Odpowiedzi. (a) [ﬁ,ﬁ], (b) 3,1, 1]; (c) [ 5 2,2]

» Przykfad 1.26. Wektor v ma w bazie B = {by, ba, b3, by} przestrzeni linio-
wej V wspélrzedne [1,2,3,4]. Stosujac macierz przejécia z bazy do bazy obli-
czy¢ wspolrzedne tego wektora w bazie B’ = {by,2by + by, by + bs, 2by + by}
tej przestrzeni.

Rozwigzanie. Z definicji macierz przejécia P z bazy B do bazy B’ ma postaé

1212
0100
0010
0001

Jak w poprzednim przyktadzie szukane wspélrzedne [agaq, as, ay] wektora v
wyznaczymy z uktadu réwnan

1212] [ 1
0100 |ay| |2
0010 4|~ |3
0001] | 4
Rozwiazaniem tego ukladu jest of = —14, oy = 2, o4 = 3, o)) = 4.

[> Zadanie 1.26. Wektor v ma w bazie B = {by, be, b3} przestrzeni liniowej
V wspélrzedne [0, 1, —2]. Stosujac macierz przejécia z bazy do bazy obliczy¢
wspotrzedne tego wektora w podanych bazach tej przestrzeni:

(a) B’ = {bl + by, by + by, by + bg};

(b) B’ = {2b1 + by — 3b3, 3by + 2by — b3, by — by + bg} .

Odpowiedzi. (a) [%—%—g] (b) [2,—1,1].



