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Wstep

Zbiér zadan ,Algebra liniowa. Przyklady i zadania” jest druga czescia
zestawu podrecznikéw do Algebry liniowej. Pozostalymi cze$ciami zestawu sa
ksiazki ,Algebra liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory’ oraz ,Algebra liniowa.
Kolokwia i egzaminy”. Podreczniki te przeznaczone sa gléwnie dla studentow
politechnik. Moga z nich korzystaé¢ takze studenci wydzialéw nauk Scistych
uniwersytetow.

Zbiér ,Algebra liniowa. Przyklady i zadania” zawiera przyktadowe zada-
nia z rozwigzaniami przedstawionymi ,krok po kroku” oraz podobne zada-
nia przeznaczone do samodzielnej pracy. Przyklady i zadania obejmuja prze-
strzenie i przeksztalcenia liniowe, uktady réwnan liniowych oraz przestrzenie
euklidesowe. Materiat teoretyczny niezbedny do rozwiazywania zadan mozna
znalez¢ w ksigzce pt. ,,Algebra liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory”. Pod-
punkty przyktadow i zadan oznaczone poczatkowymi literami alfabetu sa z
reguly najprostsze. Z kolei przyklady i zadania oznaczone gwiazdka sa trud-
niejsze.

W obecnym wydaniu, aby utatwié¢ korzystanie ze zbioru, zadania prze-
znaczone do samodzielnej pracy umieszczono bezposérednio po rozwiazanych
przyktadach. Ponadto poprawiono zauwazone btedy i usterki.

Dzigkujemy kolezankom i kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej oraz naszym studentom za uwagi o poprzednich wydaniach.
Uprzejmie prosimy czytelnikéw o przesylanie uwag o podreczniku oraz in-
formacji o zauwazonych bledach.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas






Przestrzenie liniowe

1.1. Podstawowe definicje

» Przyktad 1.1. Uzasadnié z definicji, ze zbiér Ro[z] wszystkich wielomia-
néw rzeczywistych stopnia nie wiekszego niz 2 z dodawaniem wielomianéw i
mnozeniem ich przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia liniows.

Rozwigzanie. Niech wielomiany p, g naleza do zbioru Re[z], przy czym p(x) =
ax?+bxr+c, q(z) = a12®+ bz +cy, gdzie a, b, ¢, a1, b1, ¢; € R oraz niech o € R.
7 definicji
(p+q)(z)=p(x)+qx)=(a+a)z’>+ (b+b)x+c+c,
(ap)(z) = ap(z) = (aa) 2% + (ab) x + ac

wynika, ze funkcje p + q oraz ap sa takze wielomianami ze zbioru Rg|z].
Sprawdzimy teraz kolejno 6 aksjomatéw, ktére musza spelniaé dziatania w
przestrzeniach liniowych.

(1) Dodawanie wielomianéw jest przemienne, bowiem dla kazdego = € R mamy
(p+q)(z) = p(x) + q(z) = q(z) + p(z) = (¢ + p)(2).

(2) Niech dodatkowo r € Rgx]. Laczno$é dodawania wielomianéw wynika z

warunku

(p+q) +7](z) = (p+q) () +r(z) = (p(x) + q(z)) + r(z)
= p(x) + (q(z) +7(z)) = p(z) + (g +7) ()
=[p+(g+7)(2).

(3) Elementem neutralnym dodawania wielomianéw jest wielomian p, = 0
takze nalezacy do zbioru Ra[x].

(4) Elementem przeciwnym do wielomianu p jest wielomian

(=p)(z) = —p(x).
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(5) Zalézmy, ze «, f € R. Wtedy dla kazdego = € R prawdziwe sa wzory
(1-p)(z) =1-p(z) = p(z),
[a(Bp)] (x) = a(Bp)(z) = a(Bp(x)) = (aB)p(x) = [(af) p| (x),
a wiec rzeczywiscie 1-p = p oraz o(Bp) = (af)p.
(6) Ponadto prawdziwe sa zwiazki (a+3)p = ap+fp oraz a(p+q) = ap+aq,
bowiem dla z € R mamy
[(a+ B) pl (z) = (a + B)p(x) = ap(x) + Bp(x) = (ap + Op) (z)
oraz
[a(p+q)] (z) = a[(p+q) ()] = a[p(z) + q(z)]
= ap(z) + aq(z) = (ap + aq)(x).
Zauwazmy, ze wlasnosci (1) — (6) wynikaly bezposrednio z odpowiednich wla-
snosci dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych.

[> Zadanie 1.1. Uzasadnié z definicji, ze zbiér wszystkich rzeczywistych ma-
cierzy tréjkatnych gérnych stopnia 2 wraz z dodawaniem macierzy i mnoze-
niem macierzy przez liczby rzeczywiste stanowi przestrzen liniowa.

1.2. Podprzestrzenie przestrzeni liniowej

» Przykfad 1.2. Uzasadnié, ze podane zbiory W sa podprzestrzeniami linio-
wymi wskazanych przestrzeni liniowych V:

(a) W= {(z,y) € R*: 22 =3y}, V=R

b) W= {(z,y,2) eR®: 2 +y=y+2=0}, V=R3

c) W = {p € Rs[z] : p(x) = p(—z) dla kazdego x € R}, V = R[z];
d) W= {feC(0,2): £'(1) =0}, V=C([0,2]);

(
(
(
() W ={A€Mys: AT =24}, V = My,s.

A%
%%
Rozwigzanie. Zbior W C V jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych w1, wo € W oraz dla dowolnych oy, as € R
mamy ajwi + aows € W.
(a) Niech wq = (z1,y1), wa = (z2,y2) oraz niech oy, as € R. Wtedy

arwy + agws = (@171 + T2, 1y1 + 2y2) -
Poniewaz w1, we € W, wiec 221 = 3y, 229 = 3ys. Stad
2 (11 + ow2) = 1221 + a2x2 = 13y + a23y2 = 3 (a1y1 + aoy2) .

To oznacza, ze ajwi +aswo € W. Zatem W jest podprzestrzenia liniows prze-
strzeni V.

(b) Warunek = + y = y + z = 0 oznacza, ze © = —y = z, wiec
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W= {(z,—z,x): z € R}.
Niech w; = (x1,—x1,71), we = (x2, —x2,x2), gdzie x1,29 € R oraz niech
a1, a9 € R, Wtedy wektor
1w + awo = (alxl + oo, a1 (—1’1) + a9 (—xg) , 1x] + Oégxg)
ma postaé (r, —z,z) dla © = aqgz1 + agre, wiec nalezy do zbioru W. Zbiér W
jest zatem podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

(c) Niech p,q € W oraz ai,as € R. Funkcja a1p + asq jest oczywiscie wielo-
mianem stopnia mniejszego lub réwnego 3. Zachodzi tez warunek

(a1p + a2q) (v) = a1p(x) + azq(x) = ar1p(—2x) + az2q(—x)
= (Oélp + OéQQ) (—117),

wiec a1p + aoq € W. Zbior W jest zatem podprzestrzenia liniowa przestrzeni
V.

(d) Niech f,g € W oraz a1, as € R. Funkcja a; f + aqg jest ciaglta na prze-
dziale [0,2], bo obie funkcje f i g sa ciaglte. Ponadto istnieje pochodna tej
funkcji w punkcie 1, bo istnieja f'(1) i g’(1) oraz
(a1f +a29)' (1) = (auf' +2g’) (1) = an f'(1) + aag’(1)
=a1-0+ay-0=0.
Otrzymana réwnosé swiadczy o tym, ze zbior W jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni C ([0, 2]).
(e) Niech A, B € W oraz a, 8 € R. Wtedy spelnione sa warunki: A7 = 24,
BT = 2B. Korzystajac z wlasnoéci transponowania macierzy mamy
(aA + 8B)" = (aA) + (6B)" = aAT + 3BT
=a(2A)+5(2B)=2(aA+ (B).
To oznacza, ze A + B € W. Zatem W jest podprzestrzenig przestrzeni
liniowej V.

> Zadanie 1.2. Uzasadnié¢, ze podane zbiory W sa podprzestrzeniami linio-
wymi wskazanych przestrzeni liniowych V:

(a) W= {2z —y,y+2) € R*: z,y,2 € R}, V=R

(b) W= {(z,y,2,t) eR*: 2 —y=2—t}, V=R%

() W={p € Ry[z] : p(1) =p'(0)}, V = R[z];

(d) W={A €My : A= AT}, V=M.

» Przykfad 1.3. Opisaé¢ wszystkie podprzestrzenie liniowe przestrzeni R2.
Rozwigzanie. Niech W bedzie podprzestrzenig liniowa przestrzeni R2. Postu-

gujac sie interpretacja przestrzeni liniowej R? jako zbioru punktéw plaszczyzny
mozemy wyrédzni¢ jedynie trzy wzajemnie wykluczajace sie przypadki:
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(1) W={(0,0)};

(2) zbiér W zawiera punkt A # O = (0,0) i nie zawiera zadnego punktu nie-
wspOlliniowego z punktami O i A. Jezeli A = (a,b), to dla kazdego t € R
punkt (at,bt) € W, czyli cala prosta | : x = at,y = bt zawiera sie w zbiorze
W. Jednoczesénie z zatozenia zaden punkt spoza prostej [ nie nalezy do zbioru
W, a wiec zbior W jest prosta [. Ze wzgledu na dowolnoéé wyboru punktu A
mozemy stwierdzié¢, ze wszystkie proste przechodzace przez poczatek uktadu
wspotrzednych sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R?;

(3) zbiér W zawiera dwa punkty A = (a,b), B = (c,d) niewspélliniowe z
—_— —

punktem O. Wektory OA i OB nie sg wiec rownolegte, czyli ad — bc # 0. W
tym przypadku W = R2. Niech bowiem C' = (z,y) bedzie dowolnym punktem
plaszczyzny. Istnieja wtedy stale oy, g takie, ze C'= a1 A + g B. Wynika to
z faktu, ze uklad réownan acq 4+ cas = x, bay + dag = y jest uktadem Cra-
mera o niewiadomych a1, ao. Ostatecznie jedynymi podprzestrzeniami linio-
wymi przestrzeni R? sa: {(0,0)}, wszystkie proste przechodzace przez poczatek
uktadu wspétrzednych oraz R?.

[> Zadanie 1.3. Opisaé¢ wszystkie podprzestrzenie liniowe przestrzeni R3.

Odpowiedzi. {(0,0,0)}, wszystkie proste i wszystkie plaszczyzny przechodzace przez punkt
(0,0,0) oraz R3.

» Przykfad 1.4. Okreslié, ktore z podanych zbioréw U, W sg podprzestrze-
niami liniowymi przestrzeni liniowych V:

(
(
(c)U= {(mn) nlLIl;lo xn20}, W={(z,): ciag (x,) jest ograniczony}, V = R*;
(d) U = {p : stopien wielomianu p parzysty}, W= {p: p’(1) =0}, V=R[z];
(

e ) U={f: f(1)=f(2)}, W= {f: funkcja f jest monotoniczna}, V = C(R);

(f)U—{[xiy 2@}:x,yeR},W_{AeM2X2:detA_O},V_ngg.

Rozwiagzanie. Aby uzasadnié, ze zbidr nie jest podprzestrzenia przestrzeni li-
niowej wystarczy wskaza¢ dwa wektory nalezace do danego zbioru, ktérych
suma nie nalezy do tego zbioru lub tez wektor, ktéry po pomnozeniu przez
pewna liczbe juz nie nalezy do tego zbioru. Mozna tez np. zauwazy¢, ze wek-
tor zerowy lezy poza zbiorem, a to jest warunek konieczny dla podprzestrzeni
liniowej. I tak w naszym przyktadzie zbiér U zdefiniowany w podpunktach (a),
(b), (¢) i (d) oraz zbiér W okre$lony w podpunktach (e), (f) nie sa podprze-
strzeniami liniowymi odpowiednich przestrzeni liniowych, bowiem:
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(a) (0,3,—1),(0,-2,2) € U, ale (0,3, ~1) + (0, -2,2) = (0,1,1) & U;

(b) (07 0,0, 0) ¢ U;

(c) dla z, =1+ 1/n ciag (z,) € U, ale ciag (—zy) = — (zp) € U;

(d) 2 + 23,2 € U, ale (2* +2°) — 2* = 23 ¢ U;

(e) f (z) = max(z,0),g(z) = min(z,0) € W, ale f () — g(z) = [z| ¢ W;
()

0o o) Lo v]emaelo o] lo 1] =[o 1]#

Pozostate zbiory sa podprzestrzeniami liniowymi, co uzasadnimy nizej. Niech
zatem aq, s € R. Wéwcezas

¢}

D

(a) dla wy = (z1,y1, 21), wa = (22, Y2, 22) € W wektor
1wy + aews = (11 + azr2, a1y1 + agye, a121 + az29)
nalezy do W, bo
(qz1+agwe) + (ay1+agys) + (ar121+anze) =
=y (r1+y1+21) + oz (z2+y2+22) =0
oraz
(anz1 + apxa) — (a1y1 + a2y2) = on (21 — Y1) + az (z2 — y2) = 0.
Inaczej mozna byto napisaé, ze W = {(z, z, —2x) : « € R} iz tej postaci zbioru
uzasadnié powyzsze warunki;
(b) dla wy = (z1,21 — Y1, 21, Y1), w2 = (T2, T2 — Y2, 22,y2) € W wektor
1w + QW =
= (qz1+aoxe, (11 +0w2) — (Q1y1+a2y2) , 121 +a22, a1y1 +a2y2)
nalezy do W;
(c) dla ciagéw ograniczonych (x,,), (yn) ciag
a1 (Tn) + a2 (Yn) = (1Zn + a2yn)
jest tez ograniczony, bowiem jezeli |z,| < M1 < 001 |y, < My < oo dla
kazdego n € N, to

|12y, + oy < faa]|zn| + |ael lyn| < laa| My + |ag| My = M < oo;
(d) dla p,g € W mamy
(a1p + a2q)’ (1) = aup’(1) + aaq’(1) =0,
przy czym a1p + aoq jest tez wielomianem, wiec aip + asq € W;
(e) dla f,g € U mamy
(a1 f +azg) (1) = a1 f(1) + a2g(1) = a1 F(2) + a2g(2) = (a1 f + az2g) (2),

jednoczesénie z wlasnoéci funkcji ciagltych wynika, ze funkcja a1 f + aog jest
ciggta, wiec ostatecznie aq f + asg € U;

_ I Y1 _ T2 Y2 .
(f) dla A = [ oty 2 }, B = { o +ys 2 ] € U macierz
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Q1T] + QX a1y1 + agye

A B =
adta (11 + agza) + (Y1 + aoy2) 2 (a1x1 + oxe)

> Zadanie 1.4. Okredlié¢, ktore z podanych zbioréw U, W, XY sa podprze-
strzeniami liniowymi wskazanych przestrzeni liniowych V:

(@) V=R U={(z,y): |t —y| <1}, W= {(z,y) : In(1 —2%—y?) >0},
X={(z,y): 922 + 122y + 49> =0}, Y = {(2,9) : 32% + bxy — 2y*> = 0};
(b) V= R47 U= {(xvyazvt) : 3‘%’ = 2@‘}7 W= {(myvyaxvo) XLy € R}a
X= {(xayazvt) cat 420 = 0}7 Y = {(xax +y, 7, _y) P TLY € R}a

(c) V=R>® U= {({L‘n) : nh—{rolo‘xn‘ =00 lub lim z, = 0} ,

W = {(z,,) : istniejeny € Ntakie, ze x,, = 0dla kazdegon > ng},

X ={(z,): ciag (x,) jest zbiezny lub stalty} ,

Y = {(zn) : Tpyo = xy + zp41 dla kazdegon € N} ;

(d) V=TR|z], U= {p: stopien wielomianu p jest réwny 4},

W ={p: 2p(z) = p(2z) dla kazdego x € R} , X = {p: p(0) = 0 lub p’(0) =0},
Y = {p: wielomian p jest funkcja parzysta} ;

() V=C(R), U= {f: funkcja f jest niemalejaca} ,

W = {f : funkcja f jest rézniczkowalna} ,

X ={f : funkcja f jest stala na zbiorze N},

Y= {f: f(z+y) = £(z)f(y)dla dowolnychz,y € R} ;

(f)V:MQXQ,[U:{A: AAT:{g X

X_H‘C‘ Z]:abcd-O},Y_{{z Z]:a—i—c-b}.

Odpowiedzi. Podprzestrzeniami liniowymi sa zbiory: (a) W,X; (b) X,Y; (¢) W, X,Y; (d)
W,Y; (e) W,X; (f) U,Y. Pozostale zbiory nie sa podprzestrzeniami liniowymi.

]},W:{A: det A > 0},

» Przykfad 1.5. Ktore z podanych zbioréw sa podprzestrzeniami wskaza-
nych przestrzeni liniowych:

(a) Wy = {(z,y,2,t) ER*: 2 =2 lub y = t},

Wy ={(z,y,2,t) ER* : z=21iy=1t}, V=RY

(b) W, = {(x,,) € R*® : ciag (z,) jest ograniczony i zbiezny},

W, = {(x,) € R® : ciag (x,) jest ograniczony lub zbiezny}, V = R>?

Rozwigzanie. Wykorzystamy fakt, ze czes¢ wspdlna dwbdch podprzestrzeni li-
niowych jest tez podprzestrzenia liniowa, za$ ich suma mnogosciowa jest pod-
przestrzenia jedynie w przypadku, gdy jedna z nich zawiera sie w drugie;j.
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(a) Niech U; = {(w,y, zt) eRY: z = z} oraz Uy = {(w,y, zt) eRY: y = t}.
Zbiory Uy, Us sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni RY. Ponadto W, =
U; U U, Wy = U; N Us. Zbiér U; nie zawiera si¢ w Us ani na odwrét, np.
w; = (0,1,0,2) € Uy, ale wy ¢ Ug oraz wy = (1,0,2,0) € Uy, ale we & Uj.
Zatem zbiér Wi nie jest, a zbiér Wy jest podprzestrzenia liniowa R?.
(b) Niech

U; = {(zn) € R*: ciag (x,) jest ograniczony }
oraz

Uy = {(z,) € R*™ : ciag (x,) jest zbiezny} .

Zbiory Uy, Uy sg podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R*°. Wynika to z
wlasnosci sum ciagéw zbieznych, ograniczonych i iloczynéw tych ciagdéw przez
liczby. Zauwazmy, ze W; = U; N Uy, Wy = U; U Us, a ponadto Uy C Uy, bo
kazdy ciag zbiezny jest ograniczony. Stad wynika, ze oba zbiory Wi, Wy sa
podprzestrzeniami liniowymi R*°.

> Zadanie 1.5. Ktére z podanych zbioréw sa podprzestrzeniami wskazanych
przestrzeni liniowych:

(a) Wy = {(z,y) e R?: 22 +y?> =0 lub x = y},

Wy ={(z,y) eR*: 22 +y?=0ix =y}, V=R

(b) Wy = {(z,y) e R?*: 2y =01z = 0},

Wy = {(z,y) € R?: 2y =0 lub x = 0}, V = R

(c) Wy = {(z,y,2) ER3: x+4y =01i 3z — z = 0},

Wy = {(z,y,2) €ER®*: 2+ 4y =01ub 3z — 2 =0}, V=R3;

(d) Wy = {(z,y,2,t) € R*: x = 2y lub 2? = 4y?},

Wy = {(z,y,2,t) e R*: 2 =2y i2%=4y%}, V=RY

(e) Wy = {({L‘n) € R>: lim z, istnieje i lim z, = 0},

Wy = {(:):n) € R>: nh_)rroloxn istnieje lub nh—{%o Ty = 0}, V = R>;

(f) Wy = {p € R[z] : p(0)=p(1)=0 lub p ma co najmniej dwa miejsca zerowe }
Wy = {p € R[z] : p(0) =p(1) =01 p ma co najmniej dwa miejsca zerowe},
V =R[z];

(g) Wy = {f € C(R) : istnieje f' na R i f jest funkcja stala};

Wy = {f € C(R) : istnieje f' na R lub f jest funkcja stala}; V.= C(R)?

Odpowiedzi. Podprzestrzeniami liniowymi sa jedynie zbiory: (a) Wi, Wa; (b) Wq; (c) Wy;
(d) Wa; (e) Wi, Wo; (f) Wo; (g) Wi, Wa.
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1.3. Liniowa niezalezno$¢ wektoréw

» Przyktad 1.6. Wektory (1,2,3), (1,3,5) przedstawi¢ na wszystkie mozliwe
sposoby jako kombinacje liniowe wektoréw:

(a) (2,0,6),(0,1,0),(1,-1,3); (b) (2,0,6),(0,1,0),(1,1,1).

Rozwigzanie. (a) Z réwnoéci (1,2,3) = a(2,0,6)+5b(0,1,0) +¢(1, -1, 3), gdzie
a, b, c € R, wynika uktad réwnan 2a+c =1, b—c = 2, 6a+3c = 3. Rozwiazanie
tego ukladu ma posta¢ a = (1 — ¢)/2, b = 2 + ¢, gdzie ¢ € R. Istnieje wiec
nieskonczenie wiele kombinacji liniowych, mianowicie

1—

(1,2,3) = 76(2, 0,6) + (2 +¢)(0,1,0) + ¢(1,—1,3), gdziec € R.

Niech teraz (1,3,5) = a(2,0,6)+b(0,1,0)+¢(1, —1,3). Uktad réwnan 2a+c =
1, b—c =3, 6a + 3c = 5 jest sprzeczny, a to oznacza, ze wektora (1,3,5) nie
mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej danych wektoréow.
(b) Postepujac podobnie mamy (1,2,3) = a(2,0,6)+b5(0,1,0)+¢(1,1,1), gdzie
a,b,c € R. Stad wynika, ze 2a+c¢ =1, b4+ ¢ = 2, 6a+ ¢ = 3. Otrzymany uktad
réwnan jest ukladem Cramera posiadajacym jedyne rozwiazanie a = 1/2,
b =2, ¢c=0. Wektor (1,2,3) ma wiec tylko jedno przedstawienie, tzn.

1
(1,2,3) = 5(2.0.6) +2(0,1,0).

Dla wektora (1,3,5) takze istnieje tylko jedna kombinacja liniowa majaca po-
staé (1,3,5) = (2,0,6) +4(0,1,0) — (1,1,1).

> Zadanie 1.6. Wektory (3,—2,5), (0,1,1) przedstawi¢ na wszystkie moz-
liwe sposoby jako kombinacje liniowe wektoréw:

(a) (3,-2,5), (1,1,1); (b) (3,-2,5), (1,1,1), (0,—5,2);

(C) (17 _27 3)7 (17 07 1)7 (07 27 _1); (d) (17 _27 3)7 (17 07 1)7 (_17 _27 1)'
Odpowiedzi. (a) (3,—2,5) = 1-(3,—2,5) +0-(1,1,1), wektor (0,1,1) nie jest kombinacja
liniowa; (b) (3,—-2,5) = a(3,—2,5) + (3—3a)(1,1,1) + (1 — a)(0, —5, 2), gdzie a € R, wektor
(0,1,1) nie jest kombinacja liniowa; (¢) (3,-2,5) = 1-(1,-2,3) +2-(1,0,1), (0,1,1) =
(3/2) ! (13 -2, 3) - (3/2) ' (17 0, 1) +2- (03 2, 71); (d) (33 -2, 5) = 0(17 -2, 3) + (47 2&)(1, 0, 1) +
(1—-a)(—1,-2,1), gdzie a € R, wektor (0,1, 1) nie jest kombinacja liniowa.

» Przykfad 1.7. Zbadaé z definicji liniowa niezalezno$¢ podanych uktadéw
wektorow w odpowiednich przestrzeniach liniowych:

(a) (2,0,6),(0,1,0),(1,-1,3); (2,0,6),(0,1,0),(1,1,1), R3;
(b) 1+ 22,1 — 22,14+ 22; 1+ 2,2 — 2,37 — 5, Rofa];
(c) 1,sinz,cosz; 1,arctgx,arcctgz, C(R).

Rozwigzanie. Wektory vy, vo, ..., v, € V sa liniowo niezalezne, jezeli dla
dowolnych a3, as, ..., ap, € R z warunku ayv; + aovg + ... + apv, = 0
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wynika, ze a1 = a2 = ... = «a, = 0. Gdy tak nie jest, wektory sa liniowo
zalezne.

(a) Warunek «1(2,0,6) + a2(0,1,0) + a3(1,—1,3) = 0 = (0,0,0) prowadzi do
uktadu réwnan 2a1 + a3 = 0, ag — az = 0, 6 + 3asz = 0. Rozwiazanie tego
ukladu ma posta¢ ag = a3 = —2aq, gdzie oy € R. Przyjmujac np. o = 1
mozemy napisaé, ze (2,0,6) —2(0,1,0) —2(1,—1,3) = (0,0,0), a to oznacza
liniowa zaleznos$é¢ danych wektoréw. Dla wektoréw (2,0,6), (0,1,0), (1,1,1)
z warunku «;(2,0,6) + a2(0,1,0) + a3(1,1,1) = (0,0,0), otrzymamy uklad
rownan Cramera 2a; + ag = 0, as + ag = 0, 6a; + a3 = 0 i jego jedyne
rozwiazanie o = ae = ag = 0. Wektory (2,0,6), (0,1,0), (1,1,1) sa wiec
liniowo niezalezne.

(b) Zatézmy, ze ay (1+22) + az (1-22) + az(1 + 2z) = 0 = 0. Wielomian
(a1 — o) 2? + 2037 + a1 + az + a3 jest wiec wielomianem zerowym. Stad
wynika, ze a3 —ag =0, 2a3 =0, a1 + s + a3 = 0, a wiec a1 = 0, ag = 0,
a3 = 0. To oznacza liniowsg niezaleznos¢ pierwszej tréjki wielomianéw. Dla
drugiej trojki z warunku a1 (1 +z) + a2(2 — ) + a3(3x — 5) = 0 odczytujemy,
ze a1 —az +3as3 = 01 a1 + 2a9 — 5az = 0. Ten jednorodny uktad réwnan
posiada niezerowe rozwiazania, bowiem ao = —8a, ag = —3aq, gdzie a; € R.
Dla a; = 1 otrzymujemy réwnosé¢ (1+z)—8(2—x)—3(3x—5) = 0 oznaczajaca
liniowa zaleznos¢ danych wielomianéw.

(c) Niech ag + agsinz + azcosz = 0 = 0. Funkcja wystepujaca po lewej
stronie rownosci w kazdym punkcie x € R przyjmuje wartos¢ 0. Dla z = 0
otrzymujemy réwnosé¢ o + ag = 0, dla z = /2 warunek a; + g = 0, a dla
r = 7 mamy a1 —ag = 0 Stad wynika, ze a1 = as = ag = 0, wiec dane funkcje
sg liniowo niezalezne. Zauwazmy, ze dobieraliémy tu takie wartosci x, aby
otrzymac uktad Cramera zmiennych ap, as, ag. Dla funkcji 1, arctg x, arcctg
wstawienie réznych wartosci  do warunku o3 4+ ag arctgx + agarcctgax =0
nie prowadzi niestety do uktadu Cramera. Nalezy wiec podejrzewaé, ze funkcje
te sg liniowo zalezne. Aby to $cisle uzasadnié, wystarczy powolaé sie na znana
tozsamosé dla funkcji cyklometrycznych:

arctgx + arcctgx =

b | 3

dla x € R. Przepisujac ten warunek w postaci
g -1 —arctgx —arcctge =0

wnioskujemy, ze dane funkcje sa rzeczywiscie liniowo zalezne.

[> Zadanie 1.7. Zbadaé¢ z definicji liniowg niezalezno$é podanych uktadéw
wektoréw w odpowiednich przestrzeniach liniowych:

(a) (1,4),(2,3),(1,1), (5,6), R*;
(b) (1,-2,3),(1,0,1),(0,2,~1); (1,-2,3),(1,0,1),(~1,-2,1), R,
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()3 —x,d4+x,20+3; 2—a3,3x+2, 22 +2 -1, Rlaj;

(d) 1,cos x,cos 2z, cos? z; 1,z,cos x, e, C(R);

CIERT ey e e R

(f) I, A, A% dla A — [ > } M.

Odpowiedzi. Wektory sa liniowo (a) zalezne; (b) niezalezne, zalezne; (c) zalezne, niezalezne;
(d) zalezne, niezalezne; (e) zalezne; (f) zalezne.

» Przykfad 1.8. Uzasadnié liniowa zaleznos¢ podanych wektoréw we wska-
zanych przestrzeniach liniowych przedstawiajac jeden z tych wektoréw jako
kombinacje liniowa pozostatych:

(a) (1,2), (2,3), (3,4), R?; (b) sinz, sin 2z, sin®z, cos x, cos 2z, cos? z, C(R);
10 70 1 0
(C) (2‘T _3)2’ CC2, 3:67 _]-7 RQ[:C]’ (d) |:O 1]7 |:0 3:|7 |:0 _1:|’ 1MIQXQ-

Rozwigzanie. (a) Nietrudno zauwazy¢, ze (1,2) + (3,4) = (4,6) =2-(2,3). Z
tej réwnosci wynika, ze kazdy z podanych wektoréw jest kombinacjg liniowa
pozostalych, np. (1,2) = 2(2,3) — (3,4). To oznacza liniowa zaleznosé¢ tych
wektoréw, bowiem zgodnie z definicja

(1,2) —2-(2,3) + (3,4) = 0.

2 2

(b) Tu wystarczy zastosowaé wzor cos 2z = cos® z — sin® z i wtedy
0-sinz+0-sin2z+1-sin?z4+0-cosx+1-cos2zx —1-cos’z =0,
co ttumaczy liniowg zaleznoéé danych funkcji.
(c) Korzystajac ze wzoru na kwadrat sumy otrzymamy
(20 —3)? =42® — 120+ 9 =14 2% + (—4) - (32) + (-9) - (—1),
co oznacza liniowg zalezno$¢ podanych funkcji.

(d) Zachodzi tatwa do sprawdzenia réwnosé

70 10 1 0
os) =5 [or]+2[o 1)
To oznacza liniowa zalezno$¢ podanych wektoréw z przestrzeni Mays.

> Zadanie 1.8. Uzasadni¢ liniows zalezno$¢ podanych wektoréw we wska-
zanych przestrzeniach liniowych przedstawiajac jeden z tych wektoréw jako
kombinacje liniowa pozostatych:

(a‘) (17273)’ (27374)’ (17171)7 R3;
)z —a3+ 22—+ 1, 23+ 22 +o, 2 — 242, 2t + 23 2% Lo+ 1, Ryl
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(c) sinz,sin (7/2 — x) ,sin (7/3 — x), C(R);

(d) arcsinz,arccosz, 1, C([—1,1]) .

Odpowiedzi. (a) (1,1,1) = (2,3,4)—(1,2,3); (b) 2*—23+2*—z+1 = (m4 +ad+ 2+ + 1)7
(3&3 + 2%+ Jc) — (x?’ — x4 x); (c) sin(m/3—x) = (\/5/2) sin (/2 —z) — (1/2) sinz; (d)

1= (2/m)arcsinz + (2/7) arc cos x.

» Przykfad 1.9. Niech V bedzie przestrzenia liniows, a w, v, w, € wektorami
liniowo niezaleznymi w tej przestrzeni. Zbadaé z definicji liniowa niezalezno$é
podanych uktadéw wektoréw:

@ u+2v+w,v-3w+z,u—x; bu-—z,v-z,Ww—T,u—vV+wW-—T.
Rozwigzanie. (a) Niech oy (u 4 2v 4+ w)4+as (v — 3w+ x)+ag(u—x) =0,
gdzie a1, a9, ag € R. Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymamy réwnosé
(a1 +as)u+ (200 + a2) v + (1 — 3a2) w + (ag — ag) x = 0.
Z liniowej niezaleznosci wektoréow u, v, w,  wynika, ze
a1+ a3 =201 +as = a1 — 3ag = ag —ag = 0.

Stad a; = as = a3 = 0. Dane wektory sg liniowo niezalezne.
(b) Postepujac podobnie zalézmy, ze

ap(u—z)+ay(v—z)+az(w—x)+ay(u—v+w-—x)=0.
Wtedy

(a1 +a4)u+(a2—a4)v+(a3+a4)'w— (Oél +a2—|—a3—|—a4):t: =0,
zatem z liniowej niezaleznoéci wektoréw u, v, w, ® otrzymujemy ukltad réwnan
a1 tay=ar—ag=a3+ag=a1+as+az3+ag =0.
Rozwiazanie tego ukladu ma postaé¢ a1 = —ay = ag = —ay, gdzie a1 € R.
Przyjmujac np. a; = 1 mozemy napisaé, ze
(u—z)—(v—x)+ (w—x)— (u—v+w—x)=0.

Badane wektory sa wiec liniowo zalezne.
[> Zadanie 1.9. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, a u, v, w,  wektorami

liniowo niezaleznymi w tej przestrzeni. Zbadaé z definicji liniowa niezalezno$é
podanych uktadéw wektoréw:

(a) u+v,2v+w,u+w; (b)uuvu+v,u+v+wu+v+w+ax;
(¢) u—v,v—w,w; (d)u—v,v—ww—x,x— u;

(e) u — 3v + 5w, 2u + v + 3w, 3u + 2v + dw;

(f) 2u+3v+w,u+2v + x,4u + Tv + w + 2x.

Odpowiedzi. Wektory sg liniowo (a), (b), (c) niezalezne, (d), (e), (f) zalezne.

» Przykfad 1.10. Niech V bedzie przestrzenia liniows, a u, v, w, © wekto-
rami z tej przestrzeni. Uzasadnié, ze jezeli:
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(a) wektory u, v, w, @, sa liniowo niezalezne, to wektory u, v, w tez;
(b) wéréd wektoréw u, v, w, x jest wektor zerowy, to wektory te sa liniowo
zalezne.

Rozwiagzanie. Wektory vy, va, ..., v, € V sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy jedyna kombinacja liniowa tych wektoréw bedaca wektorem zero-
wym jest kombinacja o wszystkich wspotczynnikach zerowych. W przeciwnym
przypadku méwimy, ze wektory te sa liniowe zalezne.
(a) Niech aju + v + asw = 0, gdzie oy, ag, ag € R. Woéwcezas mamy
aiu + av+agw+0-x=0.
Otrzymalismy liniowa kombinacja wektoréw w, v, w, x, ktéra jest wektorem
zerowym. 7Z liniowej niezaleznosci tych wektoréow wynika, ze a3 = as = a3 = 0.
To oczywiscie oznacza liniowa niezalezno$é¢ wektoréw u, v, w.
(b) Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zalozyé, ze = 0. Wéwczas mamy
0O-u+0-v+0-w+1-=0.
To oznacza, ze wektor 0 jest kombinacja liniowa wektoréw u, v, w, x, ktérej
nie wszystkie wspoélczynniki sg zerowe. Wektory te sa wiec liniowo zalezne.

> Zadanie 1.10. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, a u, v, w,  wektorami
z tej przestrzeni. Uzasadnié, ze jezeli wektory:

(a) u, v, w sa liniowo zalezne, to wektory u, v, w, x tez sa liniowo zalezne;
(b) u, v sa liniowo niezalezne, a wektory u, v, w liniowo zalezne, to wektor w
jest kombinacja liniowa wektoréw u, v;

(¢) u, v, w sa liniowo niezalezne i wektor @ nie jest kombinacja liniowa tych
wektoréw, to wektory u, v, w, x sa liniowo niezalezne;

(d) u, v, w sa liniowo niezalezne, a wektory u, v, w, x sa liniowo zalezne, to
wektor x jest kombinacja liniowa wektoréw u, v, w.

(e*) Co mozna powiedzie¢ o liniowej niezaleznosci wektoréw u + v, u + w,
v — w, jezeli wektory u, v, w sg liniowo zalezne ?

Odpowiedzi. (e*) wektory sa liniowo zalezne.

» Przykfad 1.11*. Uzasadnié, ze funkcje sinzx, sin 2z, sin 3z, ... s liniowo
niezalezne w przestrzeni liniowej C (R).

Rozwigzanie. Nieskonczony uktad wektorow jest liniowo niezalezny, jezeli kazdy
jego skonczony podzbidr jest liniowo niezalezny. Z kolei kazdy podzbiér uktadu
liniowo niezaleznego jest liniowo niezalezny. Wykorzystujac oba te stwierdze-
nia wystarczy uzasadnié¢ liniowa niezalezno$¢ funkcji sinx, sin2x, ..., sinnz
dla dowolnego n € N. Niech zatem

aisinx + agsin2x + ... + a, sinnze = 0,
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dla pewnych aq,as,...,a, € R. Obliczajac po obu stronach tej rownosci ko-
lejne pochodne
d d2 d2n—1
dr’ dx?’ 77 dx?nl
otrzymamy zaleznosci:
apcosx + 2 cos2x + ... + nay, cosnr = 0,
—apsine — 2q9sin2z — ... — nay, sinne = 0,
-1 COST — a9 cos2x — ... — nd3ay, cosnr = 0,
apsinx + 2y sin2x 4+ ... + noy, sinne = 0,
+ (g cosz + 22n=lay cos2z + ... + n®"la, cos n:r) = 0.

Wstawiajac punkt = 0 do wszystkich réwnosci zawierajacych kosinusy (tzn.
do wszystkich nieparzystych pochodnych wyj$ciowej réwnosci) otrzymujemy
uktad réwnan postaci

(1 2 3 n [ ap ] r 0
1 23 33 .. n? Qo 0
1 25 P ...on az | |0
| 1 922n—1 g2n-1  pon-—1 || an | I 0 i
Wyznacznik tego uktadu jest réwny
1 1 1 1
1 4 9 ... n?
9.3.  .p.| 1 4 92 ... nf
I

Ostatni wyznacznik jest niezerowym wyznacznikiem Vandermonde’a, uktad
rownan jest wiec ukladem Cramera. To oznacza, ze jedynym jego rozwiaza-
niem jest a1 = ... = a,, = 0. Stad wynika, ze badane funkcje sa liniowo
niezalezne.

[> Zadanie 1.11. Uzasadnié¢ liniows niezaleznoé¢ podanych nieskonczonych
uktadéw wektoréw z odpowiednich przestrzeni liniowych:

(8) {(1,0,0,...), (1,1,0,...), (1,1, 1, )y by R (b) {1,2,4%,...}, Rla):
(©) {pn c R[] : p,(z) = ”;__11 dla z£1,n € N}, R[],

(d*) {1,cos z,cos 2z, ...}, C(R); (¢*) {e”: t e R}, C(R).
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» Przykfad 1.12. Uzasadnié, ze dwa wektory w przestrzeni R? sg liniowo
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy sa niewspoétliniowe.

Rozwigzanie. Niech * = (z1,22), y = (y1,y2) beda wektorami z przestrzeni
R2. Prawdziwa jest zaleznogé

lz| ly|sin § (z,y) =|| 1 22 O ||=|r1y2 — T2u1].
i y2 0

Wektory @, y sa zatem wspoétliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy x1y2 = zay1.
Zalézmy najpierw, ze wektory «, y sa liniowo niezalezne oraz zalézmy nie
wprost, ze x1ys = xay1. Wtedy albo 21 =29 = y; = yo =0, czyli x =y = 0,
albo np. 1 # 0 i wtedy « = ay dla « = y1 /1, a to w obu przypadkach daje
sprzecznos¢ z liniowa niezaleznoscia wektorow «, y. Uzasadniliémy zatem, ze z
liniowej niezaleznosci wektorow @, y wynika ich niewspotliniowo$é. Zatézmy z
drugiej strony, ze wektory x, y sa niewspoélliniowe, tzn. ze x1y2 # xoy1. Niech
a1 + agy = 0, gdzie a1, as € R. Ré6wnosé te mozemy zapisa¢ w postaci

o lla]=1o]
T2 Y2 Qg 0"
Z zalozenia wynika, ze jest to uktad Cramera, wiec oy = ag = 0. To oznacza

liniowa niezaleznos¢ wektoréow x, y.

> Zadanie 1.12. Uzasadni¢, ze dowolne trzy niewspotptaszczyznowe wektory
w przestrzeni R? sa liniowo niezalezne.

1.4. Baza i wymiar przestrzeni liniowej

» Przyktad 1.13. Opisaé (geometrycznie lub slownie) zbiory lin A, jezeli:
(a) A=1{(1,3,1),(0,5,2)} CR3; (b) A= {z,23,2% 2"} C R[z];

oa-{[2 8] [2 9] [2 3]} e

Rozwigzanie. (a) Mamy

linA={s(1,3,1) +¢(0,5,2) : s,t € R} ={(s,35 4+ 5¢t,5s+2t) : s,t € R}.
Poniewaz wektory (1,3,1), (0,5,2) sa niewspolliniowe, wigc zbior lin A jest
plaszczyzna w R? o réwnaniu parametrycznym « = s, y = 35+ 5t, 2 = s + 2t
(lub ogblnym z — 2y + 5z = 0).
(b) Tutaj

lin A = {a:):—l—bx3 +cx® +dx" : a,b,e,d e R}.

Niech wielomian p € lin A. Wéwczas p(—z) = —p(x). Niech teraz p; bedzie
wielomianem stopnia nie wigkszego niz 7 o wlasnosci p;(—x) = —p;(z), czyli
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pi(x) = a7z’ + agz® + asa® + agzt + aza® + asx® + a1z + ag, a; € R,
gdzie 0 < i < 7. Z warunku p;(—z) + p;(x) = 0 wynika, ze ag = a4 =
az = ag = 0. Zatem p; € lin A. Oznacza to, ze zbiér lin A sklada si¢ ze
wszystkich wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 7 bedacych jednocze$nie
funkcjami nieparzystymi.

(¢) W tym przykladzie

. 10 00 03 a 3c
hnA:{a[O 0]4—1){0 2]4—0{3 O] .a,b,cER}:{{SC Qb] .a,b,cE]R}.

Otrzymalismy zatem zbidr wszystkich macierzy symetrycznych stopnia 2.

> Zadanie 1.13. Opisaé¢ (geometrycznie lub stownie) zbiory lin A, jezeli:

(a‘) A= {(57 4—)7(_10727 _8)} - Rg;
(b) A={x+3,z(z +3),2%(z + 3),23(z + 3)} C R[z];

010 0 0 -2 0 00
@A={l-100f,]o0 ol,]0 03]%cMmu
0 0 O 20 0 0 -3 0
(@) A={(1,1,1,1,1...),(0,2,2,2,2...),(0,0,3,3,3,...),... } C R™.

Odpowiedzi. (a) prosta x = 5t, y = —t, z = 4t, gdzie t € R; (b) {p € Ra[z] : p(—3) =0};
(c) zbiér macierzy antysymetrycznych stopnia 3; (d*) zbiér wszystkich ciagéw statych od
pewnego miejsca.

» Przykfad 1.14. Wyznaczyé generatory podanych przestrzeni liniowych:
(a) V={(r —2y,x+y+32z,y —4z,2x + 2) : z,y,z € R};

(b)V—{(:):,y, 2 ER?: “"_%__il}

2
(©) V={p eRyz]: p(1) +p'(0) = p'(1) + p"(0) = 0};

_A}.

Rozwigzanie. (a) Dowolny wektor v € V mozna zapisa¢ w postaci
v=1x(1,1,0,2) + y(—2,1,1,0) + 2(0,3, —4,1),
gdzie z,y,z € R, zatem V = lin {(1,1,0,2),(-2,1,1,0), (0,3, —4,1)} .
(b) Warunek definiujacy zbior V jest réwnaniem kierunkowym prostej o réw-
naniu parametrycznym x = 2s, y = 3s, 2 = —S, a wiec
V=1{(2s,3s,—s): se R} =1in{(2,3,-1)}.
(c) Niech p € V. Wéwcezas p(z) = az* + bz + ca? + dx + e. Z warunkéw

— oo B,

01
(d)V—{AEMgX:J,:A' 10
00
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p(l)+p(0)=a+b+c+2d+e=0,
pP(1)+p"(0)=4a+3b+4c+d=0
wynikajg réwnosci d = —4a — 3b—4c,e = Ta+ 5b+ Tc, gdzie a, b, c € R. Zatem
p(x):a(x4—4:r+7)+b(a:3—3x+5)+c(x2—4x+7).
Oznacza to, ze V = lin {a* — 42 + 7,23 — 32 + 5,2% — 4o + 7} .

pagr
(d) Niech A = | s t u | bedzie dowolna macierza z przestrzeni Msys. Wa-
Ty z

runek

001
A-|010]=A4

100

jest rownowazny ukladowi réwnan:
r =D
q = q,
p=r
U s,
t = t,
S U,
z = x,
Yy =1
T = z,

ktéry z kolei jest réwnowazny uktadowi:

{ r =D

u = s,
z = x.

Przyjmujac, ze p,q,s,t,z,y sa parametrami, otrzymamy szukana macierz w
postaci

baqgp
A=|s t s|.
T Y x
Poniewaz
pqp 101 010 000 00O
[sts]—p[OOO +q|000 —|—8|:101 +¢t1010)|+
T Y T 000 000 000 000
000 000
4z |000|+y|00O0],
101 010

wiec mozna przyjac, ze macierze
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101 010 000 000 000 000
00oo0|,|000|,|101],|010]|,]000/|,]000
000 000 000 000 101 010

generuja przestrzen V.

[> Zadanie 1.14. Wyznaczy¢ generatory podanych przestrzeni liniowych:
(a) V={(z,y,2) €ER3: 4z —y +22 = 0};

b)) V={2r+s—t,t—u,r+3s+u,s+ut—u):rstucR};

() V=A{(z,y,z,t) eER*: x —y=y—2=2—1t};

(d) V={peRs[z]: p(1) +p(2) =p@3) +p'(0)} .

Odpowiedzi. Przestrzenie sa generowane np. przez wektory (a) (1,4,0), (0,2,1);

(b) (270717070)7 (1707 37170)7 (_171707071)7 (07_171717_1)7 (C) (1707_17_2)7 (0717273)7
(d) 2* 4+ 18, 2% + 4, 2 + 1.

» Przykfad 1.15. Sprawdzié¢ z definicji, czy podane zbiory wektoréw sg ba-
zami wskazanych przestrzeni liniowych:

() B={(1,0,1),(1,2,2)} , R

(b) B ={(1,0,1),(1,2,2),(0,1,1)} , R3;

(c) B ={(1,0,1),(1,2,2),(2,2,3)} , R3;

(d) B ={(1,0,1),(1,2,2),(0,1,1),(2,3,4)} , R3;
(e) B={2?+1,22 +2x+ 2,2+ 1}, Rolz];

(f) B={2? + 1,22 + 2z + 2,222 + 2z + 3}, Ry[z];

w={[23]. [44] [14]. [ 4]} e

Rozwigzanie. Zbiér B C V jest baza przestrzeni liniowej V, gdy jest liniowo
niezalezny i generuje te przestrzen.

(a) Zbiér B jest liniowo niezalezny, ale nie generuje przestrzeni R3, gdyz np.
wektora (0,0, 1) nie da si¢ przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej danych
wektoréw. Nie jest to wiec baza przestrzeni R3.

(b) Zbiér B jest liniowo niezalezny. Niech v = (z,v,2) € R3. Szukamy wspot-
czynnikéw a,b, ¢ € R takich, ze v = a(1,0,1) +b(1,2,2) 4+ ¢(0,1,1). Otrzymu-

jemy uktad réwnan
a+ b =x,
2b + ¢ = vy,

a+2b+c=z
ktory jest uktadem Cramera o niewiadomych a,b, c. Stad wynika, ze zbior B
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generuje przestrzen R3, a zatem jest jej baza.
(c) Zbiér B jest liniowo zalezny, bo np. (2,2,3) = (1,0,1) + (1,2,2). Nie jest
on wiec bazg przestrzeni R3.
(d) Zbiér B generuje przestrzenn R, bo zawiera on wszystkie wektory z przy-
ktadu (b). Jednak nie jest on baza R3, bo np. zachodzi zwiazek (2,3,4) =
(1,0,1) + (1,2,2) + (0,1,1) przeczacy liniowej niezaleznosci tego zbioru.
(e) Z réwnosci

a(@®+1)+b(@?+22+2) +c(z+1)=0
wynika, ze a +b=2b+c=a+ 2b+ c =0, wiec a = b = ¢ = 0. Oznacza to
liniows niezaleznoéé zbioru B. Niech teraz p = ax? + Bz +v € Ry[z]. Wowczas
dlaa=y—06,b=a+ -, c=—2a — 3+ 2v zachodzi réwnosé¢

p(z) :a(:c2—|—1) +b(ac2—|—2:c—|—2) +c(z+1).

Zatem lin B = Ry[z] i B jest baza.
(f) Zauwazmy, ze

202+ 22+ 3= (2 + 1) + (a? + 22+ 2).
Zbioér B nie jest wiec liniowo niezalezny i nie jest baza przestrzeni Ro[z].
(g) Najpierw pokazemy, ze macierze

ool Loo] [aol [ 0]

00”00”71 0”11
sg liniowo niezalezne. Niech
a.[(l) 8] b.[(l) é]+c.“ Hﬂi.“ H_[g 8].

Stad otrzymamy uktad réwnan

a + b
b

+ ¢+ :
+ ¢+
+

OO0

i

d=0
d =0,
d =0
d =0

Jedynym rozwiazaniem tego ukltadu jest a = b = ¢ = d = 0. Zatem rozwazane
macierze sg liniowo niezalezne. Pokazemy teraz, ze

woa-m{[3 ). [04] [13) (141}

Niech [ i g ] bedzie dowolna macierza z przestrzeni Moy 2. Znajdziemy wspot-

czynniki a, b, ¢, d takie, ze

S5l lo o]+ fo o el 1 o]+l 1]

Powyzszy warunek jest réwnowazny ukladowi rownan
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a+b+c+d=aq,
b+ c+ d=p,
c +d=r,

d = 0.

Jedynym rozwiazaniem tego ukltadu jest a =a—0,b=0F—~v,c=v—95,d = .
Zatem rozwazane macierze generuja przestrzen Msyo. Poniewaz spelnione sa
oba warunki definicji bazy, wiec macierze:

10 11 11 11
00”0071 0] |11
tworza baze przestrzeni Moyo.

> Zadanie 1.15. Sprawdzi¢ z definicji, czy podane zbiory wektoréw sa ba-
zami wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) B={(2,5),(3,1),(6,-7)}, R* (b) B={(2,3,-1),(1,-3,2)}, R

(c) B={(1,-1,4),(3,0,1),(2,1,—-2)} , R?;

(d) B= {2z + 4,3z — 22, —22% + 42 — 4} , Ro[x].

Odpowiedzi. (a), (b), (d) nie; (c) tak.

» Przykfad 1.16. Wektory by, b, bs tworza baze przestrzeni liniowej V. Zba-
da¢ z definicji, czy podane zbiory wektoréw tez sg bazami tej przestrzeni:

(a) b; — 2by + b3, 2b; — by, by + by — bg; (b) b; — 2by + b3, 2b; — by, 3by + bs3.

Rozwiazanie.
(a) Niech w1 = by — 2by + bz, us = 2b; — by, ug = by + by — b3 oraz niech
auy + bug + cug = 0, przy czym a,b,c € R. Wowczas
(a+2b+ )by + (—2a — b+ ¢)bs + (a — ¢)bs = 0.

Z liniowej niezaleznosci wektorow by, b, bs wynika, ze

a+2b+c=—-2a—-b+c=a—c=0.
Stad a = —b = c¢. Biorac np. a = 1 otrzymujemy réwnosé¢ w1 — us + uz = 0,
z ktorej wynika liniowa zalezno$é¢ wektoréw wq, ug, ug. Nie sa wiec one baza
przestrzeni V.
(b) Niech u;, us beda jak wyzej oraz niech uz = 3by + bs, a,b,c € R. Z wa-
runku au; +bug 4 cusz = 0 wnioskujemy, ze a+2b = —2a—b+3c=a+c =0, a
wiec a = b = ¢ = 0. Oznacza to liniowa niezaleznos¢ danych wektoréw. Spraw-
dzimy teraz, czy generuja one przestrzen V, tzn., czy dla dowolnego wektora
v €V istnieja takie liczby a, b, ¢ € R, ze zachodzi rownos$é¢ v = au; +bus+cus.
Niech wiec v = a1b; + asbs + azbs, gdzie a1, as, ag € R. Z réwnosci

auwy + bug + cug = a1b1 + agby + aizbs

wynika, ze
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(@+2b—a1)by +(—2a—b+3c—a2)ba + (a+c—az) by =0.
Korzystamy ponownie z liniowej niezaleznosci wektoréw bazy b1, bs, b3 i otrzy-
mamy uktad réwnan:

—2a — b+ 3c = ao,
a + ¢ = a3.

{ a+ 2b = oy,

Jest to uktad Cramera o niewiadomych a, b, c. Istnieje wigc jednoznaczne roz-
wiazanie tego uktadu. Stad wniosek, ze V = lin {u1, ua, us}, czyli wektory uq,
uo, ug tworza baze V.

[> Zadanie 1.16. Wektory u, v, w tworza baze przestrzeni liniowej V. Zbadaé
z definicji, czy podane zbiory wektoréw tez sa bazami przestrzeni V :

(a) u—2v+ w,3u+ w,u+4v —w; (b) u,2u+v,3u — v + dw.
Odpowiedzi. (a) nie; (b) tak.

» Przykfad 1.17. Obliczajac odpowiednie wyznaczniki sprawdzié, czy po-
dane zbiory wektoréw sa bazami podanych przestrzeni:

(a) v1 = (3,2),v9 = (—6,4), R?

(b) v1 = (3,2,0),v2 = (4,2, —1),v3 = (1,2,2), R3;

(c) v1 = (1,0,0,1),v2 = (1,2,2,1),v3 = (5,4,4,5),v4 = (0,0,1,1), R
Rozwigzanie. Skorzystamy z faktu, ze n wektoréow tworzy baze przestrzeni
liniowej R™ wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy ich wspoétrzednych
kartezjanskich jest rézny od zera. Element w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
tej macierzy jest j-ta wspoélrzedna i-tego wektora.

(a) Jest to baza, bowiem

vy | 3 2 o
det[vQ]—'_G 4‘_24;&0.
(b) Z réwnosci
(1 3 2 0
det |vo| =14 2 —-1|=0
U3 1 2 2

wynika, ze rozwazane wektory nie tworza bazy przestrzeni R3.

(c) Podobnie z réwnosci

- 100 1 1001 1001
et || _fr22n| o o220 o o220/
s 5 4 4 5 [Pl =10 4 4 ol =100 0 0
vy 0011 0011 0011

wynika, ze dane wektory nie tworza bazy przestrzeni R?.



1.4. Baza i wymiar przestrzeni liniowej 29

> Zadanie 1.17. Dla jakich wartosci parametru p € R podane zbiory wekto-
réw stanowig bazy odpowiednich przestrzeni R™:

(a) B={(p—2,-p),(3,2+p)}, R%

(b) B={(1,3,p), (p,0,-p),(1,2,1)}, R

(¢) B={(1,1,1,1),(1,p,2,3), (1,p%,4,9) , (1,p3,8,27) },, RY;

(d*) B=1{(0,1,1,...,1),(p,0,1,...,1),(p,p,0,...,1),....(p,p,p,...,0)}, R"?

Odpowiedzi. (a) p € R\ {—4,1}; (b) p € R\{0,2}; (c) p € R\ {1,2,3};
(d*) p e R\ {0,—1} lub p = —1 i n jest liczba parzysta.

» Przykfad 1.18. Wskazaé bazy i okresli¢ wymiary podanych przestrzeni li-
niowych:

(a) V=A{2z,x+y,3z —y,x —2y) : z,y € R};

(b)) V={(r—2s—t,2r+s—3t,3r +4s —5t) : r,s,t € R}

() V={(z,y,2,t) ER*: x+y=2—1y};

(d) V.={p € Ryfz] : p(1) + p(—1) = p'(0)};

(

(

f) V = lin {1, sin® z, cos 2z, cos? 2} , przy czym V C C(R).

Rozwiazanie.

(a) Z zaleznosci (2z, z+y,3x—y,z—2y) = ©(2,1,3,1)+y(0,1, -1, —2) wynika,
ze wektory v1 = (2,1,3,1), vy = (0,1, —1,—2) generuja przestrzen V. Latwo
jest sprawdzi¢ z definicji ich liniowa niezalezno$é. Oznacza to, ze wektory te
sg baza przestrzeni V, ponadto dimV = 2.

(b) Poniewaz
(r—2s—t,2r+s—3t3r+4s—>5t) =r(1,2,3) + s(—2,1,4) + t(—1,-3,-5),

wiec przestrzen V jest generowana przez wektory vy = (1,2,3), vy = (—2,1,4),
vy = (—1,—3,—5). Wyznacznik macierzy ich wspélrzednych jest réwny 0, co
oznacza ich liniowa zalezno$é. Rzeczywiscie vs = —7v1/5 — va/5. Wektory vy,
V9 83 natomiast liniowo niezalezne i generuja V. Jest to wiec baza przestrzeni
V, dimV = 2.
(c) Warunek x + y = z — y zapiszemy w postaci x = z — 2y. Mamy wiec
V=A{(z-2y,y,2,t) : y,2,t € R}
= {y(-2,1,0,0) + 2(1,0,1,0) +¢(0,0,0,1) : y, 2,t € R}
= 1in{(~2,1,0,0),(1,0,1,0), (0,0,0,1)} .
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Liniowa niezaleznos¢ otrzymanych trzech generatoréw przestrzeni V wynika z
tego, ze (z — 2y,y,z,t) = (0,0,0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy y = z =t = 0.
Generatory te sg zarazem baza V i dimV = 3.

(d) Niech p = ax* + bx?® + ca? + dx +e € V. Z warunku p(1) + p(—1) = p’(0)
wynika réwnos$¢ (a+b+c+d+e)+(a—b+c—d+e) = d, stad d = 2a+2c+2e.
Zatem p = a (z* + 22) +bx®+c (2% + 22) +e(22+1). Generatorami przestrzeni
V s wiec wielomiany p; = o* 4 2z, py = 23, p3 = 22 + 2z, p, = 2v + 1. Sa
one liniowo niezalezne, bo p = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =b=c=¢e = 0.
Przestrzen V ma wymiar 4, a jedna z jej baz jest zbiér B = {p;, py, P3, P4} -

(e) Niech A € V. Warunek A + AT = O oznacza, 7ze A jest macierza antysy-
metryczna i ma postac

0 a b
A=| —a 0 c¢ |, gdzie a,b,c€R.
—b —c O

7 tej postaci wynika, ze dimV = 3, gdyz baze przestrzeni V stanowia macierze

010 0 01 0 00
-1 0 0], 0001],{0 O01].
0 00 -1 0 0 0 -1 0
(f) Poniewaz 1 = sin?x + cos? x, wiec V = lin {811(12:1: cos 2z, cos :1:} Korzy-
stajac teraz ze wzoru cos 2z = cos? x — sin®  mamy V = lin {sin2 x, cos> x} .

Funkcje sin? x, cos? x sg liniowo niezalezne. Niech bowiem a sin? z+bcos? 2 = 0

dla pewnych a,b € R. Wéwczas przyjmujac kolejno x = 01 x = 7/2 otrzymu-
jemy b = 0, a = 0. Obie te funkcje tworzg wiec baze przestrzeni V i wymiar
tej przestrzeni jest rowny 2.

[> Zadanie 1.18. Wskazaé bazy i okresli¢ wymiary podanych przestrzeni li-
niowych:

(a)V={(z+y+z,2—y,x—2,y—2): x,y,z € R};

(b) V={(a+2b+¢,3a —b+2¢,5a 4+ 3b+4(c) : a,b,c € R} ;
() V={(z,y,2,t) ER*: 22 —y =2 —t =0} ;

(d) V={p € Ruyfz]: p(2x) = 4zp’(z) + p(0)} ;

(e) V={A=a;;] € Maxs: a;; =0 dla i < j};

() v

f) V=1in{1,e", e " sinhz,coshz}, przy czym V C C(R).

Odpowiedzi. Jedna z baz jest np.

(a) B=1{(1,1,1,0),(1,-1,0,1),(1,0,—-1,—1)}; dimV = 3;

(b) B=4{(1,3,5),(2,—-1,3)}; dimV = 2; (¢) B ={(1,2,0,0),(0,0,1,1)}, dimV = 2;
(d) B={2"1}; dimV =2;
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0 0 0 O 0000 0 0 0 0

(e) B= 10 0 0(,|]0000(,]0 O O O , dimV = 3;
0 0 0 O 1000 01 0 0
* 3.

(f) B={1,e",e "}, dimV =

» Przykfad 1.19. Podane zbiory wektoréw liniowo niezaleznych uzupetnié do
baz wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) {(2,1,0),(1,1,1)} , R  (b) {(1,3,2,1),(5,—4,7,1)} ,R%;
(¢) {(z —1)%, 23 — 5z, 1 — 4o + 222} | Rs[x];
(d) {1+ z,2% + 23, 2% + 25} | Rs[z].

Rozwigzanie. Skorzystamy tu z faktu, ze dowolny uklad n liniowo niezalez-
nych wektoréw w przestrzeni liniowej wymiaru n stanowi baze tej przestrzeni.

(a) Wymiar przestrzeni R? jest réwny 3. Zatem do wskazanych wektoréw (li-
niowo niezaleznych) wystarczy dobraé jeszcze jeden wektor liniowo niezalezny
z nimi. Z warunku

wynika, ze moze to byé¢ np. wektor (0,0,1). Zauwazmy jeszcze, ze dowolny
wektor v = (a, b, ¢), dla ktérego a — 2b + ¢ # 0 takze tworzy z danymi wekto-
rami baze przestrzeni R3.

(b) Przestrzen R* jest czterowymiarowa. Dobierzemy wiec jeszcze dwa wektory
tak, aby odpowiedni wyznacznik byl r6zny od zera. Ze wzgledéw rachunkowych
najlatwiej jest je wybraé¢ sposréd wektoréw bazy standardowej, np. (0,0, 1,0),
(0,0,0,1) i wtedy rzeczywiscie

1 321
5 —4 7 1
0 01 0/|= 19#0
0 00 1

(c) Poniewaz rozwazana przestrzen ma wymiar 4, a dane trzy wektory sa
liniowo niezalezne, wigc w bazie brakuje jednego wektora. Wektor ten wystar-
czy wybraé sposréd wektoréw innej bazy przestrzeni Rs[x], najlatwiej spo-
$rod bazy standardowej. Bedziemy wiec prébowali dotaczy¢ do naszego zbioru
wektoréw kolejne wektory bazy {1,z, 2%, 3} sprawdzajac za kazdym razem li-
niowa niezaleznoéé calego zbioru. Oznaczmy p; = (z—1)%, py = 23 — 5z, p; =
1 — 4z +222. Niech najpierw p, = 1 oraz niech a1p; + aapy + azps +asp, = 0
dla a1, a9, ag, ag € R. Wowcezas z warunku

a1 <x2—2x—|—1)—|—a2 (ﬂc3—5:c)—|—a3<1—4x+2x2)+a450,

wynika, ze ag = 0, a1 + 2a3 = 0, =21 — dag — a3 = 0, a1 + ag + ay = 0.
Stad ae = 0, a1 = —2a3, oy = a3, ag € R. Uktad funkcji p;, py, p3, Dy jest
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liniowo zalezny, bo np. —2p; + p3 + p, = 0 i nie jest baza. Niech teraz p, = .
7 zaleznosci

oq ($2—2$+1)+042 (x3—5x)+a3 (1—4x+2x2)+a4x50

wynika, ze a; = as = ag = a4 = 0, bowiem

0 1 00
1 0 20

9 5 41| 170
1 0 10

Ostatecznie dany zbiér wektoréw mozna uzupelnié¢ do bazy przestrzeni Rs|x]
dodajac np. wektor p; = x.

(d) W tym przyktadzie podobnie jak w przykladzie (c¢) mozemy brakujace
trzy wektory dobraé sposréd wektoréw bazy standardowej {1, x, 22, 23, 24, 25}
przestrzeni Rs[x]. Latwo sprawdzié¢, ze zbiér wektoréw

1+ z,22 + 23, 2% + 2°,1} jest liniowo niezalezny,

14 z,2% + 23,2+ 2°,1, 2} jest liniowo zalezny,

{1+ 2,22 + 23, 2% + 251,22} jest liniowo niezalezny,

{14 z,2% + 23,2 + 2°,1,2%,23}  jest liniowo zalezny,

{14 2,22 + 23,22+ 2°,1,22, 2%} jest liniowo niezalezny,
wiec ostatni z rozwazanych zbioréw jest juz szukang baza.

Uwaga. W przestrzeni R,,[z] uktad n+ 1 wielomianéw zawierajacy po jednym
wielomianie stopnia k dla k = 0,1,2,...,n stanowi jej baze. Dlatego w przy-
ktadzie (d) od razu mozna zauwazy¢, ze w bazie brakuje wielomianéw stopnia
0, 2 oraz 4.

> Zadanie 1.19. Podane zbiory wektoréw liniowo niezaleznych uzupeknié¢ do
baz wskazanych przestrzeni liniowych:

(a) {(_17573)}7 RS; (b) {(170717 _1)7 (2737 _172)7 (3737271)}7 R4;
(c) {22-3,2%+4x—1}, Rg[z]; (d) {a? + 5,22 — 3z, 2 — 223}, Ry[z];
() {L,1+221+22 +at 1+ 22+ 2t +2°%... )}, Rz).

Odpowiedzi. Mozna uzupetnié np. o wektory (a) (0,1,0), (0,0,1); (b) (1,0,0,0); (c) 1,z>;
(d) 1,2% (e*) z, 2®, 2®, 27,...

1.5. Wspoétrzedne wektora w bazie

» Przykfad 1.20. Znalez¢é wspélrzedne podanych wektorow we wskazanych
bazach odpowiednich przestrzeni liniowych:

(a) v =(-2,5,6), B={(1,1,0),(2,1,0),(3,3,1)}, R3;
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(b) v = (1,0,1,0), B =1{(1,2,3,4),(0,1,2,3),(0,0,1,2),(0,0,0,1)} , R*;
(c) p=222+3z, B={2+1z,3 —z,2%+4}, Ryz];

Wa=laom={lo 1Ll [0l [Vo]} e

Rozwigzanie. (a) Wspoélrzedne [, ag, as] wektora v znajdziemy z warunku
(—2, 5, 6) = 041(1, 1, 0) + 042(2, 1, 0) + 043(3, 3, 1),
ktory prowadzi do uktadu réwnan

a1 + 2a0 4+ 3a3 = —2,
ap + ao + 3asg = 5,

a3 — 6.
Rozwiazaniem tego uktadu jest a; = —6, ao = —7, ag = 6. Zatem wspdirzed-
nymi wektora v sa oy, as, as] = [—6,—7,6].

(b) Wspoétrzedne |1, ag, as, ay] wektora v spelniaja zaleznosé
(1,0,1,0) = a1(1,2,3,4) + a2(0,1,2,3) + a3(0,0,1,2) + 4(0,0,0,1).

Otrzymujemy wiec uktad réwnan

aq
200 + a2 =
30&1 + 2042 + o3
4041 + 3042 + 2043 + oy =

z ktorego wynika, ze [, ag, as, oy = [1,—2,2, —2].

1
07
17
0

)

(c) Wektor p przedstawiamy w postaci

202 + 32 =1 (2+ ) + (3 — ) + a3 (.’E2—|—4) .
Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy réwnos$é

222 + 3z = asa® + (o1 — a2) x + 201 + 3 + 4as.

7 réwnosci wielomianéw wynika rownosé wspoétczynnikéw przy odpowiednich
potegach zmiennej x, co prowadzi do uktadu réwnan

a3:2,
a] — Q9 :3,

2001 + 3ag + 4az = 0.
Wspélrzedne wektora p w danej bazie sa wiec réwne [, a2, a3] = [1/5,—14/5,2] .
(d) Podobnie jak poprzednio zachodzi réwnosé

11 1 -1 11 11 00
3o]=mlo 1) reo v Ton e[V

z ktorej wynika, ze

11} Jar+arz—a3 —a1+os+ o3
30| oy o] —oag+as |
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Po rozwiazaniu uktadu réwnan

ap + ag — a3 =1,
—a1 + a2 + a3 =1,
oy = 37
a1 — 2 + a3 = 0,
otrzymamy wspolrzedne rozwazanego wektora [aq, o, a3, aq] = [1/2,1,1/2,3].

[> Zadanie 1.20. Znalez¢é wspéirzedne podanych wektoréw we wskazanych
bazach odpowiednich przestrzeni liniowych:

(a) v = (1,4), B ={(1,5),(1,6)}, R?
(b) v = (8,1,7,5), B =1{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} , R%
(c)p=a2?—-32+3, B={2?+3z—1,—2>+2+3,22 — 2 — 2}, Ryfz];

3 2 10 41 2 2 -1 0
@a=[35] m={{o0]-[o0] [15]:[ 0]} e
Odpowiedzi. (a) [2,—1]; (b) [7,—6,2,5]; (¢) [-1,2,2]; (d) [1,0,1,0].

» Przyktad 1.21. Wyznaczy¢ wspélrzedne wektora v w bazie B’ pewnej prze-
strzeni liniowej znajac jego wspoélrzedne w bazie B tej przestrzeni:

(a) [0,1,—2], B = {by,bs, by}, B' = {by, by — by, by — b3}

(b) [2,0,1,1], B ={b1,bs,b3,bs}, B’ = {—b1,b; + by, 3b3,b3 + by} ;

(c) [3,2, 1], B = {(1, 1,1), (1,1,0), (1,0, 0)} , B = {(1,1,0), (1,0,1), (0,1, 1)} ;
@) [1,2,...,n], B={b,bs,...,by}, B'={b1,bi+bs,... . bi+bo+...+b,}.

Rozwigzanie. (a) Z danych wynika, ze
UZO'b1+1-b2+(—2)'b3:b2—2b3.
Niech b{ = bl, bé = b1 — b2, b?/) = b1 — bg. Wtedy
by = b, by =b] —bl, by =0b] — b},
a zatem
v =">bi —bj —2(b] — b3) = —b] — bj + 2b5.

Szukane wspoélrzedne wynosza wiec [—1,—1,2].
(b) W tym przypadku v = 2by + b3 + bs. Przyjmijmy b = —by, b} = by + bo,
b} = 3bs, by = b3 + by. Podobnie jak poprzednio wektory bazy B przedsta-
wiamy jako kombinacje liniowe wektoréw bazy B’ otrzymujac

bi = —b, by = b] + b}, by = ~b}, by =

1
3 ——bly + b).
Stad wynika, ze

3

1 1
v=—2b] + gbg — gbg + by = —2b; + b}.
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Otrzymujemy wiec wspélrzedne [—2,0,0,1].
(¢) Zauwazmy, ze v = 3(1,1,1) +2(1,1,0) + (1,0,0) = (6,5, 3). Nowe wspdl-
rzedne [aq, ag, as] wektor v znajdziemy wiec rozwiazujac ukltad réwnan

a1 + Qo = 6,
ag + a3 = 57
as + az = 3.
Ostatecznie [aq, ag, as] = [4,2,1].
(d) Niech bj = by, by, = by +bs, ..., b, =b; +by+...+b,. Latwo zauwazy¢,
7€
bi=b], bo=b,—bj, ..., b,=b,—b_,.
Stad wynika, ze
v = b1+2b2+3b3+...+nbn
=b] +2(b,—b) +3(b5—b))+...+n(b,—b,_,)
= —bj—by—...—bl_|+nb)
Wspélrzedne wektora v w bazie B’ maja postaé¢ [—-1,—1,...,—1,n].

> Zadanie 1.21. Wyznaczy¢ wspélrzedne wektora v w podanej bazie B’
pewnej przestrzeni liniowej znajac jego wspoélrzedne w bazie B tej przestrzeni:

(a) [4, —3], B = {bl,bQ}, B' = {2b1 — by, b1 + 2b2};

(b) [1,1,-2], B={z, 2+ 1,22+ 1}, B'={1,1 + 2%,z + 2%} ;

(C*) [1,2 ,n], B = {bl,bg,... ,bn},B/ = {bl - b2,b2 —bg,...,bn,1 —bn,bn}.
1 2

?_g}; (b) [3,—4,2); (¢*) [1,3,6,...,

Odpowiedzi. (a) [ ”(”; )

» Przykfad 1.22. Obliczyé¢ wspolrzedne wskazanych wektoréw w wybranych
bazach podanych przestrzeni liniowych:

() v=1(2,8,4), V={(z +y,3z+y,x2—y): z,y ER}
b)v=(1,1,-2,1), V={(z,y,2,t) e R*: 22 —y = z + 3t};
(c) g = 4a? — 242 — 3, V = {p € Ry[z] : p'(3) = 0};

(d)B:[g _?},V:{AEMQXQ:A:AT}.

Rozwigzanie. (a) Zauwazmy, ze V = lin {(1, 3, 1), (1,1, —1) } . Otrzymane gene-
ratory przestrzeni V sa liniowo niezalezne, stanowia zatem baze¢ tej przestrzeni.
Wspbélrzedne [aq, ag] wektora v wyznaczymy z warunku

(2,8,4) = a1 (1,3,1) + az(1,1, - 1).
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Stad ag + ag =2, 3aq + a3 =8, ag — ag = 4, a wiec [aq, az] = [3, —1].
(b) Znajdziemy najpierw generatory przestrzeni V. Mamy
V= {(z,y,2,t) ER*: y =22 — 2 — 3t}

= {(z,2x — z — 3t,2,t) : x,z,t € R}

= lin {(1,2,0,0), (0, —1,1,0), (0, —3,0,1)} .
FLatwo sprawdzi¢, ze generatory te sa liniowo niezalezne. Przyjmujac je za baze
przestrzeni V znajdujemy wspoélrzedne [aq, ao, as] wektora v. Z definicji wy-
nika réwnosé

(1,1,-2,1) = a1(1,2,0,0) + a2(0,—1,1,0) + a3(0, —3,0, 1).

Stad [a, a9, a3] = [1,—2,1].
(c) Niech p € V. Wéwezas p(z) = ax? + bx + ¢, gdzie a,b,c € R, przy czym
P (3) =2a-3+b=0. Zatem b = —6a, a wiec

p(z) :a:c2—6ax+c:a(:c2 —656) +c.

Przestrzen V jest zatem generowana przez wektory p; = z2 — 6z, py = 1,
ktore sg jej baza. Wspoélrzedne wektora q = 42?2 — 242 — 3 w tej bazie s réwne
[4, —3].

(d) Mamy

o= {[5¢] anecafm{(S2L[24] 32}

Réwniez w tym przykladzie znalezione generatory tworza baze rozwazanej
przestrzeni. Wektor B ma w tej bazie wspélrzedne [2, 3, —1].

> Zadanie 1.22. Obliczy¢ wspdtrzedne wskazanych wektoréw w wybranych
bazach podanych przestrzeni liniowych:

(a) v=(-2,4,7,4), V={(x — by, x + y,2x + y,x + y) : =,y € R};

(b) v=(8,4,2,9), V=/{(z,y,2,t) eR*: 2 — 2y =y — 22 = 0};

(¢) g=22" —2® —x +5, V= {peRsfz]: p(1) = p(0)};

@B=| 5 3] V={A=la) € Macas an+an=0}.

Odpowiedzi. Wspélrzedne (a) [3,1] w bazie {(1,1,2,1),(=5,1,1,1)};
(b) [2,9] w bazie {(4,2,1,0),(0,0,0,1)}; (c) [2, —1,5] w bazie {2® — z,2% —z,1};

(d) [3,1,—2]Wbazie{|:(1) (1):|7[8 é]7|:(1) 8:|}

» Przykfad 1.23. Zbadaé, obliczajac odpowiednie wyznaczniki, czy podane
uktady wektoréw stanowia bazy odpowiednich przestrzeni liniowych.

(a) u=(1,1,0), v = (2,1,0), w=(3,3,1), V=R3
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byp=2+2% g=1—=, r=1+z+2% V=Ryz];
(p=a2+2 gq=c+1, r=222+a+1, s=2>+a +z+2, V=Rsfz];

2 1 1 -1 —2 1
(d)A_[o 1]’3_[1 o}’c_[ 1 (”’D_[; 3]’V_MM'

Rozwigzanie. Skorzystamy z faktu moéwiacego, ze zbidr n wektorow stanowi
baze przestrzeni liniowej wymiaru n > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacz-
nik macierzy wspoétrzednych tych wektorow w pewnej bazie przestrzeni V jest
rézny od zera. We wszystkich przyktadach bedziemy wyznacza¢ wspélrzedne
w bazach standardowych.

110
(a) Z warunku | 2 1 0| # 0 wynika, Ze jest to baza przestrzeni R3.
331
2 01
(b) W bazie {1,z,2?} mamy |1 —1 0| = 0, wigc podane wektory nie tworza
1 11
bazy.
(c) W bazie {z3,22 2,1} obliczamy wyznacznik
1002 1002 10 02
0011 0011 00 11
021 1|l =g gl =lgg 11|72
1112 0110 01 10
Stad wniosek, ze rozwazane wektory tworza baze.
(d) W tym przyktadzie wystarczy obliczy¢ wyznacznik
2 101 2 101
1—110‘w37w17 1—11070
-2 01 1||lwa=3wi) ™| -4 —-110|
3 123 -3 -220

Stad wynika, ze podane wektory nie tworza bazy.

> Zadanie 1.23. Zbadaé, obliczajac odpowiednie wyznaczniki, czy podane
uktady wektoréw sa bazami podanych przestrzeni liniowych:

(a) u=(2,4,5), v=(1,-1,1), w=(-1,7,2), V=R3

(b) v1 = (1,1,0,0,0), v2 = (0,1,1,0,0), v3 = (0,0,1,1,0), v4 = (0,0,0,1,1),
vs = (1,0,0,0,1), V = R5;

)p=2+2>+r—-1, qg=23+2> o -1, r=23—22 -2 -1,
s=x>+22+x+1, V=Rsz];

1 -1 10 1 -1 0 2
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Odpowiedzi. (a) nie; (b) tak; (c) tak; (d) nie.

» Przykfad 1.24. Wyznaczyé bazy przestrzeni liniowych, w ktérych wska-
zane wektory maja podane wspotrzedne:

(a) R?, v = (3,-5), [5,—2]; (b) R*, v =(1,0,1,0), [1,-2,4,—1];
(¢) Rofz], p=a? — 2z, [-1,3,1]; (d) Mayo, A= [é i}, [1,0,2,0].

(e) V:{(:):,y,z,t) eR*: x—l—y—l—z—i—t:()}, v=(1,2,3,-6), [1,0,0];

Rozwigzanie. Baz takich jest na ogol nieskofniczenie wiele. W kazdym przy-
padku podamy po jednym przykladzie bazy.

(a) Korzystajac z bazy standardowej otrzymamy

(3,-5) = 3+ (1,0) + (—5) - (0,1) = 5 (go> +(=2) (0, §) .

2
. . 3 5
Szukang baza jest wiec np. B = R 0),10, 5) [

(b) Z réwnosci
(1,0,1,0) = (1,1,1,1) — (0,1,1,1) + (0,0,1,1) — (0,0,0,1)
_(1111)—2(0111>+4(0011)—(0001)
Pt R 727272 9 7474 P ]

wynika, ze za baze mozna przyjaé¢ np.

111 11
B — {(]—717171)7 <07 5757 §> ) (0707 Z?Z) 7(0707071)} .

(¢) Zachodza réwnosci
2

p=(-1)(2z) + z? = (=1)(2z) +3 <% + 1) + 1(-3).

Po sprawdzeniu liniowej niezaleznosci wektoréw 2z, /3 + 1, —3 mozna je
przyjac za szukana baze.

(d) Zauwazmy najpierw, ze
12 10 01
a-lsi]-rlag]e2 2]

. 10 01 .. . . .
przy czym macierze | o o |, | o o | 58 liniowo niezalezne. Zatem baza moze

zawieraé te macierze. Poniewaz baza przestrzeni Mao sktada sie z czterech
liniowo niezaleznych macierzy, wiec do dwoch wybranych dotaczymy jeszcze

dwie, np. [ é (1)], [8 (1)] z bazy standardowej. Poniewaz macierze

o) -Lool [02]-[00)
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sg liniowo niezalezne, wiec tworza szukana baze przestrzeni Moy o.
(e) Zauwazmy, ze

V=A(z,y,z,—z—y—2): z,y,z € R}

= lin{(1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} .

Zmnalezione generatory przestrzeni V sa jednoczesnie jej baza. Oznaczmy wek-
tory szukanej bazy B przez by, be, b3 Wtedy oczywiscie by = (1,2,3,—6). Stad
wyciggamy wniosek, ze wystarczy wektor by dowolnie uzupetni¢ do bazy prze-
strzeni V. Najlatwiej jest to zrobi¢ wybierajac wektory ze znanej juz bazy. 1
tak przyjmujac by = (1,0,0,—1), bs = (0,1,0,—1) otrzymamy trzy wektory
liniowo niezalezne by, by, b3, ktére beda szukang baza.
> Zadanie 1.24. Znalez¢ bazy odpowiednich przestrzeni liniowych, w kto-
rych wskazane wektory maja podane wspotrzedne:
(a) v =(2,-1,3) € R3 [1,0,1];
b)v=(1,1,1,1) €V, V= {(2,y,2,t) e R*: 2 =t,2 — 3y + 22 = 0}, [2,2];
(¢*) v=(1,0,...,0) e R", [1,1,...,1].
Odpowiedzi. Jedna z baz jest np. (a) {(2,-1,0), (0,1,0), (0,0,3)};
(b) {(0,1/3,1/2,0),(1/2,1/6,0,1/2)};
(¢*) {(1,1,1,...,1),(0,-1,0,...,0),(0,0,-1,...,0),...,(0,0,0,...,—1)}.

» Przyktad 1.25. Wyznaczy¢ macierze przejscia z bazy B do bazy B’ poda-
nych przestrzeni liniowych.

(a) B={(3,1), (2.1}, B'={(1,-1),(2,3)}, R?;

(b) B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} , B'={(3,3,4),(-1,2,2),(1,1,1)} , R3;
(c) B={z+1l,z+2,22+1}, B ={z+3,z+4,2%}, Rofz];

(d) B={1l,z,2%,2%}, B'={22? - 3,23 + 2,4 — z,1 + . + 2?}, Rs[z];

o= (8] (32 58] [0} =[5 e} 3] 33 e

Rozwigzanie. We wszystkich przypadkach musimy wyznaczyé¢ wspdlrzedne
kolejnych wektoréw bazy B’ w bazie B i napisa¢ je w kolejnych kolumnach
macierzy przejscia P.
(a) Latwy rachunek prowadzi do zaleznosci
(17 _1) - 3(37 1) - 4(27 1)7 (27 3) = _4(37 1) + 7(27 1)
Macierz przej$cia P ma zatem postac
3 —4
P= [ 3 7} |

(b) Bez zadnych obliczen mozna napisaé, ze
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3 -11
3 21]|.
4 21

(c) Niech p = 2+1,q = 2+2,r = 22+1. Woéwczas 1 = q—p,z = p—1 = 2p—q.
Zatem

x4+3=2p—q+3(q—p)=-p+2q, x+4=2p—q+4(q —p) = —2p+ 3q.
Ponadto 22 =7 —1 =7 — (¢ — p) =  — q + p. Macierz przejécia P ma wiec

P=

postaé
-1 -2 1
pP= 2 3 -1].
0 0 1
(d) B jest baza standardowa, wiec macierz przejscia mozna napisaé¢ od razu
-30 41
01 —-11
P= 20 01
01 00
(e) Mamy
(1 0] (1 0] (10 0 1] 01
oot oo T o] T 10_*0'[0 0}’
1 2] (1 0] (1 0] [0 1] 01
00|t oo "% o1] T |1 0_*2'[0 0}’
(1 2] (1 0] (1 0] [0 1 01
30/= oo T o1 T3 |1 0_+(_1)'[0 0]’
(1 2] 10 10 [0 1 01
3 4__(_3)'{0 0}*4'{0 1}*3'_1 0]“_1)'{0 0]'
Macierz przejscia z bazy B do bazy B’ ma zatem postaé
11 1 =37
00 0 4
P= 00 3 3
02 -1 —1|

> Zadanie 1.25. Wyznaczy¢ macierze przejscia z bazy B do bazy B’ poda-
nych przestrzeni liniowych:

(a) B ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, B’ = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)} , R3;
(b) B={2%z,1}, B' = {32% — 2,22 + 2 — 1,2% + 5z — 6} , Ra|x].

11 1 3 2 1
Odpowiedzi.(a)[—l 0—1];(1))[—1 1 5].

1 -1 0 0 -1 -6
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» Przykfad 1.26. Wyznaczy¢é wspdtrzedne wskazanych wektoréw w poda-
nych bazach odpowiednich przestrzeni liniowych wykorzystujac macierze przej-
$cia z baz standardowych do baz danych:

(a‘) v = (27_1)7 B' = {(573)7 (_277)} , V= RQ?
(b) v =(0,1,0), B'={(1,1,0),(2,1,3),(0,2,1)} , V=R3;

(@p=a?+z+2 B ={?-1,22+1,2- 2}, V=Ry[a];

[00] ,, f[10][117 1 17701 B
@a=[3o]-m={loa] [oo) [1 2] [2 ]} vormee
Rozwigzanie. Wykorzystamy fakt moéwiacy, ze wspotrzedne [, ..., a,] wek-
tora v w bazie B oraz wspélrzedne [o], ..., o] tego wektora w bazie B’ zwia-
zane s3 zaleznoscia

O[l O[l
Pl = ,
al, an

gdzie P jest macierza przejscia z bazy B do bazy B’. Wyznaczanie wspolrzed-
nych sprowadza sie wigc do rozwiagzania odpowiedniego uktadu Cramera. W
przyktadach za baze B bedziemy przyjmowaé baze standardowa odpowiedniej
przestrzeni.

(a) Wspdlrzedne [of, ob] wektora v spelniaja uktad réwnan
5ol ] =1
S 7 e O
Wynika stad, ze of = 12/41, af = —11/41.
(b) Wspélrzedne [of], o, o] wektora v wyznaczymy z zaleznosci

12077 a} 0
112 |ay|=|1].
03 1] [ aj 0

Po zastosowaniu np. metody eliminacji Gaussa otrzymujemy

2
100 =

12000 1 200 12 0 0 I
1121]—]0-121|—]01 -2 -1|—|010 -2,
0310 0 310 00 7 3 7
3

001 =

wige o) = 2/7, oy = —1/7, a5 = 3/7.
(c) Uklad réwnan, ktéry spelniaja wspélrzedne [o], oy, o] wektora p rozwia-
zemy wykorzystujac macierz P~!. Mamy
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o 1 1 11771 -1
FIRKIE NHE R HE
o, 11 2 o 1 0] ]2 -
(d) Wspélrzedne [o], o, oy, oy wektora A znajdziemy z ukladu réwnan
11 10 o) 0
01 11 al, 0
00 12| |ay]| |3
00-11]1a«, 0
Po rozwiazaniu tego uktadu np. metodg eliminacji Gaussa
11 100 11100 1000 1
01 110 01110 0100 =2
00 123 |o0123| {0010 1]
00 —-110 00033 0001 1
otrzymamy of =1, oh = -2, a4 =1, oy = 1.

> Zadanie 1.26. Wyznaczy¢ wspétrzedne wskazanych wektoréw w podanych
bazach odpowiednich przestrzeni liniowych wykorzystujac macierze przejscia
z baz standardowych do baz danych:

(a) V= (17 1)7 B' = {(47 1)7 (_273)} ’ V= R25
(b) v=(2,-4,7), B'={(1,-2,3),(2,1,4),(-3,1,-6)} , V=R?,

(¢)p = 223241, B' = {2$3+3$2+21‘+1, 28 +x+1, 22 422+1, 2x2+x+1},
s, (a1 [ 2 31, o138 11
Odpowiedzi. (a) 7. 17 )5 () B L1k (©) |35~ 53]
» Przykfad 1.27. Znalezé wspélrzedne wektora v w bazie
{b1,2b; + by, by + b3, 2b; + by},
jezeli w bazie {b1, be, b3, by} ma on wspolrzedne [1,2,3,4]. Wykorzysta¢ ma-
cierz przejscia z bazy do bazy.
Rozwigzanie. W przestrzeni lin {b1, by, b3, by} przyjmujemy, ze
B = {by,by,b3,by}, B’ ={b1,2b; + by, by + b3,2b1 + by} .

Szukane wspélrzedne [of, b, of, /)] wektora v wyznaczymy z ukladu réwnan

121271 d 1
0100 [ay| |2
0010||as| |3
0001]1[a, 4

Rozwiazaniem tego ukladu jest of = —14, oy =2, o = 3, oy = 4.
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[> Zadanie 1.27. Wektor v ma w bazie {bj, by, b3} wspdlrzedne [0,1, —2].
Stosujac macierz przejscia z bazy do bazy obliczy¢ wspélrzedne tego wektora
w bazie:

(a) {bl + by, by + b3, by + bg} ;
(b) {2b1 + by — 3bg, 3by + 2by — 5bs, by — by + bg} .

3 1 3}; (b) [2,—1,—1].

Odpowiedzi. (a) [5, T



