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Wstep

Niniejszy zbiér zadan jest przeznaczony dla stuchaczy wyktadéw z algebry
liniowej prowadzonych w uczelniach technicznych. Jest on trzecia czescia ze-
stawu podrecznikéw do tego przedmiotu. Dwie pierwsze czesci zestawu tworza
»,Algebra liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory” oraz ” Algebra liniowa. Przy-
ktady i zadania”. W opracowaniu umieécitam zestawy zadan, ktére od roku
akademickiego 1993/94 przygotowywalam na kolokwia i egzaminy. Zadania ze
sprawdziandéw obejmuja przestrzenie i przeksztalcenia liniowe, uktady réwnan
liniowych oraz przestrzenie euklidesowe. Zbior jest powiekszona i poprawiong
wersja mojego wczesniejszego opracowania pt. ,,Powtérka od A do Z z algebry
liniowej 27.

Pierwszy rozdzial ksigzki zawiera zestawy zadan z kolokwiéw. W drugim
znajduja sie zestawy zadan z egzaminéw podstawowego i poprawkowego. W
ostatnim rozdziale podatam odpowiedzi lub wskazéwki do wszystkich zadan.

Sadze, ze opracowanie pozwoli studentom zapoznaé sie z rodzajami oraz
stopniem trudnosci zadan kolokwialnych i egzaminacyjnych. Moze by¢ takze
dodatkowym materiatem do samodzielnej nauki. Mam nadzieje, ze podrecznik
pomoze osobom wykladajacym algebre liniowa przy opracowywaniu zestawow
zadan na kolokwia i egzaminy.

Studentéow Politechniki Wroctawskiej zainteresowanych udzialem w kon-
kursie matematycznym ,, Egzamin na ocene celujaca” zachecam do zapoznania
sie z opracowaniem pt. , Studencki konkurs matematyczny”. Ksigzka ta zawiera
zadania wraz z rozwiazaniami z konkurséow z lat 1994 — 2021.

W obecnym wydaniu przeredagowalam sfornutowania czeéci zadan oraz
uzupelnitam rysunki w odpowiedziach. Ponadto dodatam zestawienie stoso-
wanych oznaczen oraz poprawitam zauwazone bledy i usterki.

Teresa Jurlewicz



8 Zestawy zadan z egzamindw

Egzamin poprawkowy

Zestaw 1. odp. str. 95

1. Wektory @, y, z sa liniowo niezalezne. Zbadaé z definicji liniowg niezalezno$é
wektorow: 3z + 2y — z, * — y + 2z, Tx + 3y.

2. Wskazaé¢ wielomiany p, g € R[z| takie, ze
dim (lin {p, p’,p"}) = 3 oraz dim (lin{q,q’,q"}) = 2.

Odpowiedz uzasadnic.
3. Wyznaczy¢ wspélrzedne wektora (0, 3,8,1) w bazie

{(1,2,2,0), (2,1,—4,0), (0,0,3,6), (0,0,0,1)}
4. Sposréd generatorow:

(1,-2,0,1,1), (1,-1,1,0,2), (3,—4,2,1,5), (1,-3,-1,2,0)
przestrzeni liniowej V wybraé dwie rézne bazy tej przestrzeni.
5. Poda¢ macierz przeksztalcenia liniowego (Lq)(z) = (3 4+ x)q'(x) w bazie
{1—1—35, 11—, :132}

przestrzeni Ro[z].

6. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczy¢ rzut ortogonalny wektora (5,6, 1, 3)
na podprzestrzen

V:{(a,b,c,d) eE4:a—d:a+b:b—c}.
Zestaw 2. odp. str. 95

1. Uzasadnié, ze macierze nieodwracalne stopnia 3 nie tworza podprzestrzeni
liniowej przestrzeni Mgys.

2. Uzasadnié¢ z definicji, ze wektory p =2z +5, q=2> -3z + 1, r=2>+=z
tworza baze przestrzeni liniowej Ro[x].

3. Znalez¢ baze i poda¢ wymiar przestrzeni liniowej

U:{(%%Z,t)€R4:x+2y—z+t:x+yzx_y+t}‘

4. Obliczy¢ rzad macierzy

O ===
|

N = O =

W = N O

N W = =
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5. Czy wektory wlasne przeksztalcenia liniowego S : R? — R3 okreélonego
wzorem

S(z,y,2) = (x + 42,2y, x + 2)
tworza baze przestrzeni R3? Jezeli tak, to napisa¢ macierz przeksztalcenia S

w tej bazie.

6. Wyznaczy¢ baze ortonormalna przestrzeni
lin {(2,0,1,-1), (1,1,0,2), (0,1,0,1)}.

Nastepnie znalezé wspélrzedne wektora (3,0,1,0) w tej bazie.

Zestaw 3. odp. str. 95

1. Czy zbiér macierzy stopnia 2, ktérych rzad jest mniejszy od 2, jest pod-
przestrzenia liniowa przestrzeni Mo, o? Odpowiedz uzasadnié.

2. Zbadaé wymiar przestrzeni liniowej
U =lin {(p7 27 _p)v (17p7 _1)7 (pa 37 _p)}
w zaleznosci od parametru p.

3. Wektory (1,2,3), (0,2, 1) uzupeié¢ do bazy przestrzeni R? tak, aby wektor
(1,0,0) mial w niej wspolrzedne [1,2,1].

4. Czy wektory (1,1,—1,0,-3), (2,1,0,0,—5) tworza baze przestrzeni rozwia-
zan ukladu réwnan

4+ 3y + =z + 5 =0,
2r + y + t+s=0,
by + 2z — 2t + s = 07

5. Znalez¢ wartosci wlasne i odpowiadajace im przestrzenie wektorow wtla-
snych przeksztalcenia liniowego T : R? — R3 okre§lonego wzorem

T(x,y,z) = (r +2y — 32, v+ 2y — 3z, v+ 2y — 3z).
6. Znalez¢ baze ortonormalng przestrzeni
U= {(a:—|—2y—|—3z,23:+2z,a:—|—y+2z,y—|—z) ceE*:z,y,2 ER}.
Zestaw 4. odp. str. 95

1. Czy wielomiany, ktére sg funkcjami:
(a) parzystymi; (b) niemalejacymi,

tworza podprzestrzenie liniowe przestrzeni R[z]? OdpowiedZ uzasadnic.
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2. Dla jakiej wartosci parametru ¢ wektory: (1, —q,2), (¢,3,—1), (3¢,5, —4) sa
baza przestrzeni R3? Czy moze to byé¢ baza ortogonalna przestrzeni E3?

3. Wskazaé baze przestrzeni Rs[x], w ktérej wektor = + 3 ma wszystkie wspot-
rzedne réwne 1.

4. Wyznaczy¢ wymiar i baze przestrzeni rozwigzan uktadu réwnan

T+ y+ 32+ 4t =0,
3z + 5y + 13z + 10t = 0,
r+4y + 924+ t=0.

5. Znalezé wartoéci i wektory wiasne przeksztalcenia liniowego L : R? — R3
okreslonego wzorem

L(z,y,z) = (x —z,2 — z,x — 2).

6. Wektory (1,1,0,0), (0,0,1,0) uzupeklié¢ do bazy ortogonalnej przestrzeni
E*. Nastepnie podaé¢ wspétrzedne wektora (0,1,0,0) w tej bazie.

Zestaw 5. odp. str. 95

1. Uzasadni¢, ze zbior

W:{[a b] €M2X2:a+2d:3b—c}
c d

jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni Myyo.
2. Wyznaczy¢ wymiar przestrzeni liniowej lin {1, sin? z, cos 2z, cos® z'}

3. Czy wektor (1,0,0,0) nalezy do przestrzeni liniowej
lin{(1,-1,0,1),(1,0,2,1),(1,-1,1,3),(0,2,3,—2)}?

4. Znalezé¢ wspohrzedne wektora f = 22 — 222 — x 4+ 4 w wybranej bazie prze-
strzeni liniowej U = {f € Rs[z] : f(1) = f(2)}.

5. W przestrzeni R? z baza {(0,1,—1), (0,0,1), (1,—1,0)} napisaé macierz
obrotu o kat m/2 wokdl osi Oz.

6. W przestrzeni euklidesowej E* znalezé rzut ortogonalny wektora (1,0,2,1)
na podprzestrzen W = 1in{(2,1,0,—-1),(1,0,1,—1)}.

Zestaw 6. odp. str. 96

1. Uzasadnié, ze jezeli wektory u, v sa liniowo niezalezne, a wektory u, v, w
sa liniowo zalezne, to w € lin{u, v}.
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2. Uzasadnié, ze wielomiany rzeczywiste stopnia mniejszego od 5, ktére sa
funkcjami parzystymi, tworza przestrzen liniowa. Poda¢ wymiar tej przestrzeni.

3. Znalez¢ wspélrzedne wektora (4,—4,2,5) w wybranej bazie przestrzeni li-
niowej

W:{(a,b,c,d)E]R4:2a—c:21)+7c:a—b—c}.

4. Wyznaczy¢ wymiar i baze przestrzeni rozwiazan uktadu réwnan

T +2z— u+ v=0,
r+ oy 4+ 2u — v =0,
3 + 2y + 22+ 3u — v =0,
T — y+4z —4u + 3v =0.

5. Znalezé wartosci i wektory wlasne przeksztalcenia liniowego L : R? — R2,
ktére spelnia zaleznosci: L(2,1) = (4,3), L(4,—1) = (2, -3).

6. Poda¢ przyktad unormowanego wektora u € E* tworzacego z wektorem
v=(1,-1,1,-1) kat /3.

Zestaw 7. odp. str. 96

1. Dla jakich wartosci parametru p zbiér
W= {(pz+y,y,x+p) ER®: 2,y e R}

jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni R3?

2. W przestrzeni liniowej R[x] zbada¢ z definicji liniowa niezaleznos$¢ wektoréw:

B4z 208 +x+1, 322+, x+1.

3. Wskazac¢ baze przestrzeni liniowej

v={xema: 2 | x-x[31]}

4. Sprawdzié, czy wektory (1,1,—2,0,1), (—2,0,0,1,1) generuja przestrzen
rozwigzan uktadu réwnan

T — 2y + u+ v=0,
T— y+ =z + 2v =0,
3z — 4y + 2z 4+ u 4+ bv =0,
T —3y — z+4 2u = 0.

5. W bazie {(1,0,1), (0,1,1), (1,1,3)} przestrzeni R znalez¢é macierz prze-
ksztalcenia liniowego L(z,y,2) = (z —x,z —y,x + y).
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6. Wektory v = (1,3,-2), v = (—1,1,1) uzupekié¢ do bazy ortogonalne;
przestrzeni E3. Nastepnie znalezé wspéirzedne wektora = (12, —4,7) w tej
bazie.

Zestaw 8. odp. str. 96

1. Uzasadnié, ze jezeli wektory a, b, ¢ nalezace do przestrzeni liniowej V sa
liniowo zalezne oraz d € V, to wektory a, b, ¢, d sa tez liniowo zalezne.

2. Uzasadnié, ze zbiér U = {(a — b,a + b,3b,2a) € R* : a,b € R} jest pod-
przestrzenia liniows przestrzeni R*. Wskazaé¢ baze tej przestrzeni, w ktérej
wszystkie wspolrzedne wektora (1,5,6,6) sa réwne 5.

3. Sprawdzié, ze generatory przestrzeni lin {sin2 x,cos 2z} sa jej baza i nastep-
nie obliczy¢ wspéirzedne wektora 5 — cos® z w tej bazie.

4. Dla jakich wartoéci parametru p zachodzi réwnosé

dim (hn {(17 37p7 1)7 (p7 _17 17 1)7 (47 57 57 3)}) = p?

5. Znalez¢é baze przestrzeni R? zlozona z wektoréw wlasnych macierzy

101

020

101

6. W przestrzeni E* zortogonalizowaé i nastepnie unormowaé¢ wektory:
(1,0,0,1), (1,2,0,1), (1,4,2,3).

Zestaw 9. odp. str. 96

1. Uzasadnié, ze zbiér wszystkich wielomianéw p € R[z| spelniajacych waru-
nek p(1)p’(2) = 0 nie jest przestrzenia liniowa.

2. Co mozna powiedzie¢ o liniowej niezaleznosci funkcji f,g,h € C(R) spel-
niajacych nieréwnosé

g(1) g(2) g(3) | >07

Odpowiedz uzasadnic.

3. Czy spoéréd wektoréw: 2 +x +2, 1 — 22, 22 + 22+ 5,2 + 3, 2z + 3 mozna
wybraé baze przestrzeni Ry[z]?
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4. Okredli¢, w zaleznosci od parametru m, liczbe rozwiazan ukladu réwnan

6z + my + 4z = 4m,
3z + y+2z= m,
bme + y +4z= 4

5. Korzystajac z interpretacji geometrycznej przeksztalcenia liniowego K prze-
strzeni R3, ktore jest rzutem prostokatnym na plaszczyzne 7 : x+2y+32 = 0,
wyznaczy¢ jadro, obraz oraz podaé ich bazy.

6. Sprawdzi¢, ze wektory (2,—1,3), (—1,4,2), (2,1,—1) tworza baze ortogo-
nalng przestrzeni E3. Nastepnie podaé¢ wspétrzedne wektora (0,1, —1) w tej
bazie.

Zestaw 10. odp. str. 96

1. Zbadaé liniowa niezaleznosé wektorow:

T -1 2
12 12 12
01 7|01 101
w przestrzeni liniowej Mayo.

2. Ktére z wektoréw bazy standardowej przestrzeni Rs[z| sa uzupelnieniem
wektoréw 22 + 2z, 1 — 22 do bazy tej przestrzeni? Podaé¢ wszystkie mozliwodci.

3. Znalez¢ wspélrzedne wektora (1, —1,2) w bazie
{(3,2,1),(0,5,-1),(1,-1,1)}

przestrzeni R3.

4. Wyznaczy¢ wymiar przestrzeni rozwigzan uktadu réwnan

T+ y+22+3s+ t=0,
-z +3y+ z4+2s+2t=0,
or — Ty + =z — 4t = 0.

5. Znalez¢é wartosci i wektory wlasne symetrii S : R3 — R3 wzgledem osi Oz.

6. W przestrzeni euklidesowej E? wyznaczy¢ rzut ortogonalny wektora (2,0, 1)
na podprzestrzen lin {(1,2,0),(2,3,1)}.

Zestaw 11. odp. str. 96

1. Czy funkcje okresowe o okresie T', ktéry jest dodatnig liczbg parzysta, two-
178 podprzestrzen liniowsa przestrzeni wszystkich funkcji f : R — R? Odpo-
wiedz uzasadnié.
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2. Czy ktoras z podanych macierzy jest kombinacja liniowa pozostatych:

01 1-1 1 3 311,
00|’ 1 31’ 2 -1}’ 45|
Odpowiedz uzasadnié.

3. Wektor uw € U w bazie {by, by, b3} przestrzeni liniowej U ma wspdlrzedne
[3,1,3]. Wyznaczy¢ wspdlrzedne tego wektora w bazie przestrzeni U zlozonej
z wektoréw by — bg, by + bs, by + 2bs.
4. 7nalez¢ wymiar przestrzeni liniowej generowanej przez wektory:

(17 _27 07 17 3)7 (27 07 27 17 0)7 (17 07 17 07 4)7 (17 _47 _17 17 10)

S = O
—_ o

1
5. Wyznaczy¢ wartosci i wektory wlasne macierzy | 0
1

6. Znalez¢ baze ortonormalng przestrzeni
lin{(1,0,1,0),(1,0,1,1,),(1,1,1,1)}

i nastepnie podaé¢ wspélrzedne wektora (6,3,6,5) w tej bazie.

Zestaw 12. odp. str. 97

1. Uzasadnié¢ z definicji liniowg niezalezno$é wektoréw f = sinz, g = sin 3z,
h = sin 8z w przestrzeni liniowej C(R).

2. Uzasadnié, ze zbiér U = {p € Ry[z| : 2p(x) = p(2z)} jest przestrzenia li-
niowg i okresli¢ jej wymiar.

)
3 -2

s ) (1) 153}

przestrzeni liniowej M.

3. Znalez¢ wspolrzedne wektora [ 3] w bazie

4. Okredli¢, w zaleznosci od parametru ¢, wymiar przestrzeni liniowej
hn{(q7 q, 37 4)7 (17 ]-7 17 ]-)7 (Q7 27 q, 2)}

5. W bazie przestrzeni R? zlozonej z wektoréw (1,0, 1), (0,1,1), (0,0,1) oraz w
bazie przestrzeni R* utworzonej z wektoréw (1,1,0,0), (1,—1,0,0), (0,0,1,1),
(0,0,1,—1) wyznaczyé macierz przeksztatcenia liniowego L : R? — R* okre-
Slonego wzorem L(x,y,z) = (z,x + y,x + z,2 + y + 2).
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6. W przestrzeni euklidesowej C ([—7/2,7/2]) z iloczynem skalarnym

(f.9) = [ F@)gla)da

zortogonalizowa¢ wektory 1, sinz,  + 1.

Zestaw 13. odp. str. 97
1. Uzasadnié, ze zbiér U = {A € Msy3 : det(—A) = —det(A)} jest przestrze-

nig liniows.

2. Napisa¢ macierz przejécia z bazy {(1,2,1),(2,3,1),(1,1,1)} do bazy stan-
dardowej przestrzeni R3.

3. Dla jakich wartoéci parametru a wielomian z2 + ax 4 a? jest uzupelnieniem
wielomianéw 22 — 2z + 3, 222 — x + 1 do bazy przestrzeni Ry[x]?

4. Znalez¢ wspolrzedne wektora (x,y, z,s,t) = (1,4,4,1,0) w wybranej bazie
przestrzeni rozwigzan uktadu réwnanh z —y+z—s+t=ax—y+z2—s—t=0.

5. Wyznaczy¢é wartosci i wektory wlasne przeksztalcenia liniowego K prze-
strzeni R3 w siebie okre§lonego wzorem K (z,v,2) = (z + 2y + 3z, 2y, —2).

6. Znalez¢ baze ortonormalng przestrzeni
E= {(2x,y,y—x,2m+y) eRY:xye ]R}.
Nastepnie wyznaczy¢ wspolrzedne wektora (2,1,0,3) w tej bazie.
Zestaw 14. odp. str. 97
1. Niech W = {(z,y, 7 + |y|) € R® : 2,y € R}. Ktéry ze zbioréw:
W1 = WnN plaszezyzna yOz, Wy =W N plaszczyzna Oz
jest przestrzenia liniowa? Odpowiedz uzasadnié.

2. Baza przestrzeni liniowej Rg[x] zawiera wektory 1 — x, 2x + 1. Jakie moga
by¢ wspotrzedne wektora 3z 4+ 6 w tej bazie? Wypisaé wszystkie mozliwosci.

3. Znalez¢ baze i poda¢ wymiar przestrzeni liniowej

U= {(az,y,z,t) ER*: (z+ 2)? :2(a:2+z2)}.

4. W przestrzeni liniowej Ry[x] zbadaé¢ macierzowo liniowa niezaleznosé wek-
torow:

p=at+22%4+22—2+1, g=22 "+ — 2?42 -1, r=4dz* + 523 + 2> — z.
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5. Wyznaczy¢ bazy jadra oraz obrazu przeksztatcenia liniowego K : R3 —s R*
okreslonego wzorem

K(r,y,2)=(r+y+2z,20—2y+22,2r —y+4z,x + 2y + 22).

6. W przestrzeni R;[z] z iloczynem skalarnym

(f,9) = f(V)g(1) + f(2)9(2)

znalez¢ wektor unormowany f ortogonalny do wektora h = x — 1.

Zestaw 15. odp. str. 97

1. Czy zbior D = {q € R[z] : ¢ € Ry[z] lub ¢'(1) = 0} jest podprzestrzenia
liniowa przestrzeni R[z]? Odpowiedz uzasadnié.

2. Uzasadnié z definicji, ze wektory (4, 1,3), (8,2,1), (1,0, 2) tworza baze prze-
strzeni liniowej R3.

3. Wektor (7,2,3,0,1) uzupelnié¢ do bazy przestrzeni liniowej
U= {(m,y,z,s,t) € RS :y—I—S:z—t:x—y—z}.
4. 7Znalez¢ wymiar przestrzeni liniowej generowanej przez kolumny macierzy

12011

-1
2
1

e W
O N

1
2
3

NN O

5. Przeksztalcenie liniowe L : R? — R? przeprowadza wektor (1,0) na wektor
(3,—2), a wektor (1,1) na wektor (4,—1). Znalez¢ obraz wektora (1,—2) po
trzykrotnym zlozeniu tego przeksztalcenia.

6. Wyznaczy¢ wspolrzedne wektora (2,3,1,0) w wybranej bazie ortogonalne;
przestrzeni lin{(1,1,-1,-1),(1,1,1,1),(0,1,1,0)} C E%.

Zestaw 16. odp. str. 97

1. Wskazaé przyktad nieskoniczonego liniowo niezaleznego podzbioru przestrzeni
R[x] nie zawierajacego wielokrotnosci wektoréw: 1, x, 22, 23,... Odpowiedz

uzasadnié

2. Wektory u, v, w sa liniowo niezalezne. Dla jakich wartosci parametru p
wektory:
2pu + 4v 4 pw, 2u + 2v +w, pu+pv —w

sg liniowo niezalezne?
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3. Znalez¢ wymiar i baze przestrzeni rozwiazan uktadu réwnan

T+ 2y + z + 2t = 6z,
r+ 2y + z + 2t = 6y,
T+ 2y+ 2+ 2t =062,
r+ 2y + z + 2t = 6¢.

4. Napisa¢ wzér przeksztalcenia liniowego L : R? — R2, ktérego jadrem i
obrazem jest 0§ Ox. OdpowiedZ uzasadnié.

5. Przeksztalcenie L : Ry[x] — Ra[x] jest okreslone wzorem

(Lp)(z) = (2 — 2)p(2).

Uzasadnié liniowo$¢é przeksztalcenia L i wyznaczy¢ jego macierz w bazie {1, z, .1‘2}.
6. Znalez¢ baze ortogonalna przestrzeni E* zawierajaca wektory:

(1,1,0,—1), (1,0,—1,1).
Zestaw 17. odp. str. 97

1. Czy zbiér W = {(z,9,2) € R® : zy = 0 i yz = 0} jest podprzestrzenia
liniows przestrzeni R3? OdpowiedZ uzasadnic.
2. Dla jakich wartosci parametru p wektory:
a1 =2" +pr+p®, @ =2 +p’r+p', g3 =2 +p’r+p°
sa liniowo niezalezne w przestrzeni Ro[z]?

121 0 0 0
322 0 0 O
3. Obliczy¢ rzad macierzy (1) g g Z g _g
06000 2 1-3
000 -6 -3 9]

4. Niech L bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni Rs[z] w siebie okre-
Slonym wzorem (Lp)(z) = p(x) + p’(z). Uzasadni¢ macierzowo, ze przeksztal-
cenie L~! istnieje i nastepnie wyznaczyé L=t (z + 22).

5. Znalez¢ wartosci wlasne i odpowiadajace im przestrzenie wektorow wtla-
snych przeksztalcenia liniowego L : R? — R3 okreélonego wzorem

L(z,y,2) = (y,9,9)-
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6. Wyznaczy¢ baze ortonormalna przestrzeni

W:{(m,y,z,t)EE4:4m—z:2y—3z+2t:O}.

Zestaw 18. odp. str. 97

1. Uzasadnié, ze wektory fi = 2%, fo = 22, f3 = sinwz, f4 = x — 3 sa liniowo
niezalezne w przestrzeni liniowej C(R).
2. Sprawdzi¢, ze wektor (5,1,2,—3) nalezy do przestrzeni liniowej
U={(z+2y+4z,2+2z,y+2,2—2y) eR*: 2,5,z € R}
i nastepnie uzupelni¢ go do bazy tej przestrzeni.
3. Podaé geometryczny opis zbioru rozwigzan ukladu réwnan w zaleznosci od
parametru p:
pr + 2y + pz =0,
r+py+ z2=0,
pr + 3y + pz = 0.
4. Dla przeksztalcenia liniowego L : R* — R3, okreélonego wzorem
L(a,b,c,d) =(a—b—c+3d,a+b—c—d,a—b—c+2d),
znalez¢ bazy przestrzeni liniowych Ker L, Im L.

5. Macierz przeksztalcenia liniowego L : V — V ma w bazie {vy,v2} prze-
strzeni liniowej V postaé
0 1
A, - [ 1 _2] |

Znalezé L3 (v + v).

6. W przestrzeni euklidesowej E* znalez¢ rzut ortogonalny wektora (1,1,3, —1)
na podprzestrzen

V:{(:c,y,z,t)EE4:a:+z—|—2t:y—2t:a:+y—z:0}.

Zestaw 19. odp. str. 98

1. Wskazaé baze przestrzeni liniowej lin{(1, 2, 3,4,5), (1,1,0,1,1),(2,3,3,5,7)}
zawierajaca wektor (0,1,3,3,4).

2. Dany jest czworokat o wierzchotkach (0,0), (6,0), (4,2), (1,2) oraz prze-
ksztalcenie plaszczyzny L(z,y) = (z 4+ 2y,z — y). Wyznaczy¢ pole figury be-
dacej obrazem tego czworokata w przeksztalceniu L.
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3. Okresli¢ wymiar przestrzeni rozwiazan uktadu réwnan
z+y+z=z4+2y+t=c—y+3z—-t=t.

4. Co mozna powiedzieé¢ o liniowej zaleznosci funkcji f, g, h : R — R maja-
cych ciggle pochodne rzedu 2 i spelniajacych nieréwnosé

F) £ 1)

g(1) g'(1) g"(1) | > 07

h(1) R'(1) R"(1)
Odpowiedz uzasadnié.
5. Czy jest mozliwe, aby w przestrzeni R[z] z pewnym iloczynem skalarnym
wielomiany 1, z — 1 tworzyly kat 7/4, a wielomiany 1, x byly ortogonalne?
Odpowiedz uzasadnic.

6. Wektory (1,1,1,-1), (1,—1,1,1), (4,2, —4, 2) uzupelnié¢ do bazy ortogonal-
nej przestrzeni E* i podaé¢ wspétrzedne wektora (0,1,0,0) w tej bazie.

Zestaw 20. odp. str. 98

1. Rozwazmy zbiér U wszystkich funkcji dwéch zmiennych z = g(x, y), ktérych
wykresy sa plaszczyznami przechodzacymi przez punkt (3, —1,0). Uzasadnid,
ze ten zbidr jest przestrzenia liniows.

2. Niech B = {by, by} oraz B’ = {4by + 2by,6b; — by} bedg bazami przestrzeni
liniowej. Wykorzystujac macierz przejscia z bazy do bazy wyznaczyé wspot-
rzedne wektora 4b; — 2by w bazie B’.

3. Znalez¢é wszystkie rozwiazania niejednorodnego uktadu réwnan z niewiado-

mymi x,y, z,t, jezeli wiadomo, ze x = 1,y = 0,z = —1,t = 3 jest jednym z
rozwigzan tego ukltadu, a jego macierz gtéwna ma postaé

1 -211

2 =302

1 131

4. W przestrzeni R? znalezé obraz wektora u = (1,1,1) kolejno po obrotach:
o kat m/4 wokol osi Oz, o kat 7/2 wokédt osi Oz.

5. Czy jest mozliwe, aby wektor (1,1,1) mial w pewnej bazie ortonormalnej
przestrzeni E3 wspétrzedne [1,1,0]? OdpowiedZ uzasadnié.

6. Wektory u, v1, vo sa unormowane. Znalezé rzut ortogonalny wektora u na
podprzestrzen lin {vy, vs}, jezeli wiadomo, ze wektor u jest ortogonalny do v,
z wektorem vy tworzy kat 7/3, za$ wektory vy 1 vy tworza kat /6.
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Zestaw 21. odp. str. 98

1. Czy zbidér wszystkich macierzy rzeczywistych stopnia 2 o wyznacznikach
niedodatnich tworzy przestrzen liniowa? Odpowiedz uzasadnié.

2. Zbadac¢ liniowg niezalezno$¢ wektoréw f+ /z, g = \/x, h = x w przestrzeni
liniowej C ([0, 00)).

3. W przestrzeni R? znalezé macierz przejécia z bazy {(2,0,1), (1,1,1),(0,1,1)}
do bazy {(1,1,1),(1,0,1),(0,0,1)}.

4. Wyznaczy¢ jadro i obraz przeksztatcenia liniowego L : R — R okre$lonego
wzorem

x
L(z,y,z) =det | —1

— o

z
3
2

t

5. Czy A1 = 0, Ay = 9 sa wartodciami wlasnymi przeksztalcenia liniowego
(Lf)(x) = f(3z)
w przestrzeni liniowej C(R)? OdpowiedZ uzasadnié.

6. Iloczyn skalarny w przestrzeni R[z] dany jest wzorem
b+1

(.0 = [ pala@)ds.
b—1

gdzie b € R. Norma wektora p = = w tej przestrzeni wynosi 1/26/3, a wektor
g = = — 13/6 jest ortogonalny do wektora p. Wyznaczy¢ b.

Zestaw 22. odp. str. 98

1. Wektory u — v, v — w, 2u + v + w s3 liniowo niezalezne. Czy wektory u,
v, w tez s liniowo niezalezne? Odpowiedz uzasadnié.

2. W pewnej bazie przestrzeni Ry[z] wspélrzedne wektoréw p(x) = bz + 2,
g(z) = 3 — x wynosza odpowiednio [1,1], [-1, 3]. Znalez¢ te baze.

3. Znalez¢ baze przestrzeni rozwiazan uktadu réwnan
rT— y+224+3s— t=0,
-+ 3y+ z+2s+2t=0.

4. 7Znalez¢ najmniejsza wartos¢ a > 0, dla ktérej wektory f = sinx i g =
sin(3x/4) sa ortogonalne do wektora b = 1 w przestrzeni euklidesowej C ([0, a])
ze standardowym iloczynem skalarnym.
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5. Wyznaczy¢ wartosci i wektory wlasne macierzy zespolonej | —

S =N
S N Ot
w o O

6. W bazie standardowej przestrzeni Mo napisaé macierz przeksztalcenia
liniowego L tej przestrzeni w siebie okreslonego wzorem

L(A) = lé g] LA

Zestaw 23. odp. str. 98

1. Zbada¢ liniowa niezaleznos¢ wektoréw f = In(3z), g = In(5z), h = In(10z)
w przestrzeni liniowej C ((0, 00)).

2. Wektor p ma w bazie B = {322 + 22+ 1,322 + 2 + 1,222 + 2 + 1} prze-
strzeni Ry[x] wspolrzedne [1, —1,1]. Podaé¢ wspélrzedne tego wektora w bazie

Bl — {_m7 23;273} .
13142

3. Obliczy¢ rzad macierzy z é :1)’ 2 2
47389

4. Przeksztalcenie liniowe L : Mgy, o — Myyo okreslone jest wzorem L(A) =
3A — A", Znalez¢ macierz przeksztalcenia L w bazie standardowej tej prze-
strzeni.

5. Znalezé wartoéci 1 wektory wtasne przeksztalcenia liniowego L : R* — R4
okreslonego wzorem L(x,y, z,t) = (y, 2,t, ).

6. Uzasadnié, ze zbiér U = {u € E® :u L (2,1,—3)} jest podprzestrzenia li-
niows przestrzeni E3 i wyznaczy¢ baze ortonormalng tej podprzestrzeni.
Zestaw 24. odp. str. 98

1. Ktéry z podanych warunkéw dla wektoréw u = (z,y, z,t) € R* wprowadza
w nich strukture przestrzeni liniowe;j:
(a) 22+ =224+t% ) a+y=z+1t?
Odpowiedz uzasadnic.
2. Zmalez¢ wspélrzedne wektora v = (—8,5,9) w wybranej bazie podprze-
strzeni liniowej przestrzeni R? generowanej przez wektory:
V1 = (27 173)7 V2 = (47 _17 _1)7 U3 = (17 _17 _2)7 Vg = (57 174)



22 Zestawy zadan z egzaminéw

112244
3. Obliczy¢ rzad macierzy g ; 2 411 g 2
224488

4. Przeksztalcenie K przestrzeni R? w siebie jest okreélone wzorem
K(v)=(4,—-1,1) x v.

Uzasadni¢ liniowos¢ przeksztalcenia K i znalezé jego macierz w bazie standar-
dowej R3.

5. W przestrzeni euklidesowej Ra[x] z iloczynem skalarnym okreslonym wzo-
rem

(p,q) = p(0)q(0) +p(1)q(1) +p(2)q(2)

znalezé warto$ci parametru «, dla ktérych wielomiany pg = x +a — 1,99 =
x —a — 1 tworza kat 27/3.

6. Wektory vy, ve, v3, v4 tworza baze ortogonalng pewnej przestrzeni euklide-
sowej. W tej przestrzeni nalezé rzut ortogonalny wektora v = v1+4vo—v3+3vy
na podprzestrzen lin {vy,vy}.



