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Wstęp

Niniejszy zbiór zadań jest przeznaczony dla słuchaczy wykładów z algebry li-
niowej prowadzonych w uczelniach technicznych. Jest on trzecią częścią zestawu pod-
ręczników do tego przedmiotu. Dwie pierwsze części zestawu tworzą „Algebra liniowa.
Definicje, twierdzenia, wzory” oraz „Algebra liniowa. Przykłady i zadania”. W opra-
cowaniu umieściłam zestawy zadań, które od roku akademickiego 1993/94 przygoto-
wywałam na kolokwia i egzaminy. Zadania ze sprawdzianów obejmują przestrzenie i
przekształcenia liniowe, układy równań liniowych oraz przestrzenie euklidesowe. Zbiór
jest powiększoną i poprawioną wersją mojego wcześniejszego opracowania pt. „Po-
wtórka od A do Z z algebry liniowej 2”.

Pierwszy rozdział książki zawiera zestawy zadań z kolokwiów. W drugim rozdziale
znajdują się zestawy zadań z egzaminów podstawowego i poprawkowego. W ostatnim
rozdziale podałam odpowiedzi lub wskazówki do wszystkich zadań.

Sądzę, że opracowanie pozwoli studentom zapoznać się z rodzajami oraz stopniem
trudności zadań kolokwialnych i egzaminacyjnych. Może być także dodatkowym ma-
teriałem do samodzielnej nauki. Mam nadzieję, że podręcznik pomoże osobom wykła-
dającym algebrę liniową przy opracowywaniu zestawów zadań na kolokwia i egzaminy.

Z aktualnego wydania wyłączyłam zestawy zadań z egzaminów na ocenę celującą.
Staną się one częścią opracowania pt.: Algebra i analiza. Egzaminy na ocenę celującą”.
Ponadto poprawiłam zauważone błędy i usterki.

Teresa Jurlewicz
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52 Zestawy zadań z egzaminów

Egzamin poprawkowy

Zestaw 1. odp. str. ??

1.Wektory x, y, z są liniowo niezależne. Zbadać z definicji liniową niezależność wek-
torów: 3x+ 2y − z, x− y + 2z, 7x+ 3y.
2.Wskazać wielomiany p , q ∈ R[x] takie, że

dim (lin {p , p ′, p ′′}) = 3 oraz dim (lin {q , q ′, q ′′}) = 2.
Odpowiedź uzasadnić.

3.Wyznaczyć współrzędne wektora (0, 3, 8, 1) w bazie

{(1, 2, 2, 0), (2, 1,−4, 0), (0, 0, 3, 6), (0, 0, 0, 1)} .
4. Spośród generatorów:

(1,−2, 0, 1, 1), (1,−1, 1, 0, 2), (3,−4, 2, 1, 5), (1,−3,−1, 2, 0)
przestrzeni liniowej V wybrać dwie bazy tej przestrzeni.

5. Podać macierz przekształcenia liniowego (Lq) (x) = (3 + x)q ′(x) w bazie
{

1 + x, 1− x, x2
}

przestrzeni R2[x].

6.Wyznaczyć rzut ortogonalny v wektora u = (5, 6, 1, 3) na podprzestrzeń

V =
{

(a, b, c, d) ∈ E
4 : a− d = a+ b = b− c

}

.

Zestaw 2. odp. str. ??

1. Uzasadnić, że macierze nieodwracalne stopnia 3 nie tworzą podprzestrzeni liniowej
przestrzeni M3×3 wszystkich macierzy rzeczywistych stopnia 3.

2. Uzasadnić z definicji, że wielomiany 2x+5, x2−3x+1, x2+x tworzą bazę przestrzeni
liniowej R2[x].

3. Znaleźć wymiar i bazę przestrzeni liniowej

U =
{

(x, y, z, t) ∈ R
4 : x+ 2y − z + t = x+ y = x− y + t

}

.

4. Obliczyć rząd macierzy









1 −1 0 1
1 0 2 1
1 −1 1 3
0 2 3 −2









.

5. Czy wektory własne przekształcenia liniowego S : R3−→R
3 określonego wzorem

S(x, y, z) = (x+ 4z, 2y, x+ z)

tworzą bazę przestrzeni R3? Jeżeli tak, to napisać macierz przekształcenia S w tej
bazie.

6.Wyznaczyć bazę ortonormalną przestrzeni

lin {(2, 0, 1,−1), (1, 1, 0, 2), (0, 1, 0, 1)}
i następnie podać współrzędne wektora (3, 0, 1, 0) w tej bazie.
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Zestaw 3. odp. str. ??

1. Czy macierze stopnia 2, których rząd jest mniejszy od 2, stanowią podprzestrzeń
liniową przestrzeni M2×2? Odpowiedź uzasadnić.

2. Zbadać wymiar przestrzeni liniowej

U = lin {(p, 2,−p), (1, p,−1), (p, 3,−p)}
w zależności od parametru p.

3.Wektory (1, 2, 3), (0, 2, 1) uzupełnić do bazy przestrzeni R3 tak, aby wektor (1, 0, 0)
miał w niej współrzędne [1, 2, 1].

4. Czy wektory (1, 1,−1, 0,−3), (2, 1, 0, 0,−5) tworzą bazę przestrzeni rozwiązań układu
równań







x + 3y + z + s = 0
2x + y + t + s = 0

5y + 2z − 2t + s = 0
?

5. Znaleźć wartości własne i odpowiadające im przestrzenie wektorów własnych prze-
kształcenia liniowego T : R3−→R

3 określonego wzorem

T (x, y, z) = (x+ 2y − 3z, x+ 2y − 3z, x+ 2y − 3z).
6. Znaleźć bazę ortonormalną przestrzeni

U =
{

(x+ 2y + 3z, 2x+ 2z, x+ y + 2z, y + z) ∈ E
4 : x, y, z ∈ R

}

.

Zestaw 4. odp. str. ??

1. Czy wielomiany, które są funkcjami:

(a) parzystymi; (b) niemalejącymi,

tworzą podprzestrzenie liniowe przestrzeni R[x]? Odpowiedź uzasadnić.

2. Dla jakiej wartości parametru q wektory: (1,−q, 2), (q, 3,−1), (3q, 5,−4) są bazą
przestrzeni R3? Czy może to być baza ortogonalna przestrzeni E 3?

3.Wskazać bazę przestrzeni R3[x], w której wektor x + 3 ma wszystkie współrzędne
równe 1.

4. Podać wymiar i bazę przestrzeni rozwiązań układu równań






x + y + 3z + 4t = 0
3x + 5y + 13z + 10t = 0
x + 4y + 9z + t = 0

.

5. Znaleźć wartości i wektory własne przekształcenia liniowego L : R3−→R
3 określo-

nego wzorem

L(x, y, z) = (x − z, x− z, x− z).
6.Wektory (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) uzupełnić do bazy ortogonalnej przestrzeni E 4 i na-
stępnie podać współrzędne wektora (0, 1, 0, 0) w tej bazie.
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Zestaw 5. odp. str. ??

1. Uzasadnić, że zbiór W jest podprzestrzenią liniową przestrzeni M2×2, gdzie

W =

{[

a b
c d

]

: a+ 2d = 3b− c
}

.

2. Jaki jest wymiar przestrzeni liniowej lin
{

1, sin2 x, cos 2x, cos2 x
}

?

3. Czy wektor (1, 0, 0, 0) należy do przestrzeni liniowej

lin {(1,−1, 0, 1), (1, 0, 2, 1), (1,−1, 1, 3), (0, 2, 3,−2)}?
4. Znaleźć współrzędne wektora f = x3 − 2x2 − x + 4 w wybranej bazie przestrzeni
liniowej U = {f ∈ R3[x] : f(1) = f(2)} .
5. Napisać macierz obrotu o kąt π/2 wokół osi Oz w przestrzeni R3 w bazie

{(0, 1,−1), (0, 0, 1), (1,−1, 0)} .
6.W przestrzeni E 4 znaleźć rzut ortogonalny w wektora v = (1, 0, 2, 1) na podprze-
strzeń W = lin {(2, 1, 0,−1), (1, 0, 1,−1)} .

Zestaw 6. odp. str. ??

1. Uzasadnić, że jeżeli wektory u, v są liniowo niezależne, a wektory u, v, w są liniowo
zależne, to w ∈ lin {u,v} .
2. Uzasadnić, że wielomiany rzeczywiste stopnia mniejszego od 5, które są funkcjami
parzystymi, tworzą przestrzeń liniową. Podać wymiar tej przestrzeni.

3. Znaleźć współrzędne wektora (4,−4, 2, 5) w wybranej bazie przestrzeni liniowej
W =

{

(a, b, c, d) ∈ R
4 : 2a− c = 2b+ 7c = a− b− c

}

.

4. Określić wymiar i wyznaczyć bazę przestrzeni rozwiązań układu równań














x + 2z − u + v = 0
x + y + 2u − v = 0
3x + 2y + 2z + 3u − v = 0
x − y + 4z − 4u + 3v = 0

.

5. Znaleźć wartości i wektory własne przekształcenia liniowego L : R2−→R2 spełnia-
jącego zależności: L(2, 1) = (4, 3), L(4,−1) = (2,−3).
6. Podać przykład unormowanego wektora u ∈ E 4 tworzącego z wektorem v =
(1,−1, 1,−1) kąt π/3.

Zestaw 7. odp. str. ??

1. Dla jakich wartości parametru p zbiórW = {(px+ y, y, x+ p) : x, y ∈ R} jest pod-
przestrzenią liniową przestrzeni R3?

2.W przestrzeni liniowej R[x] zbadać z definicji liniową niezależność wektorów:

x3 + x, 2x3 + x+ 1, 3x2 + x, x+ 1.
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3.Wskazać bazę przestrzeni liniowej

U =

{

X ∈ M2×2 :

[

2 1
1 −1

]

·X = X ·
[

0 1
3 1

]}

.

4. Sprawdzić, czy wektory (1, 1,−2, 0, 1), (−2, 0, 0, 1, 1) generują przestrzeń rozwiązań
układu równań















x − 2y + u + v = 0
x − y + z + 2v = 0
3x − 4y + 2z + u + 5v = 0
x − 3y − z + 2u = 0

.

5.W bazie {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 3)} przestrzeni R3 znaleźć macierz przekształcenia
liniowego L(x, y, z) = (z − x, z − y, x+ y).
6.Wektory u = (1, 3,−2), v = (−1, 1, 1) uzupełnić do bazy ortogonalnej przestrzeni
E 3 i następnie znaleźć współrzędne wektora x = (12,−4, 7) w tej bazie.

Zestaw 8. odp. str. ??

1. Uzasadnić, że jeżeli wektory a, b, c należące do przestrzeni liniowej V są liniowo
zależne oraz d ∈ V, to wektory a, b, c, d są też liniowo zależne.

2. Uzasadnić, że zbiór U = {(a− b, a+ b, 3b, 2a) : a, b ∈ R} jest podprzestrzenią li-
niową przestrzeni R4. Wskazać bazę tej przestrzeni, w której wszystkie współrzędne
wektora (1, 5, 6, 6) są równe 5.

3. Sprawdzić, że generatory przestrzeni lin
{

sin2 x, cos 2x
}

są jej bazą i następnie
obliczyć współrzędne wektora 5− cos2 x w tej bazie.
4. Dla jakich wartości parametru p zachodzi równość

dim (lin {(1, 3, p, 1), (p,−1, 1, 1), (4, 5, 5, 3)}) = p?
5.Wskazać bazę przestrzeni R3 złożoną z wektorów własnych macierzy





1 0 1
0 2 0
1 0 1



 .

6. Zortogonalizować i następnie unormować w przestrzeni E 4 wektory:

(1, 0, 0, 1), (1, 2, 0, 1), (1, 4, 2, 3).

Zestaw 9. odp. str. ??

1. Uzasadnić, że zbiór U wszystkich wielomianów p spełniających warunek

p(1)p ′(2) = 0

nie jest przestrzenią liniową.

2. Co można powiedzieć o liniowej niezależności funkcji f , g , h ∈ C (R) spełniających
nierówność

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(1) f(2) f(3)
g(1) g(2) g(3)
h(1) h(2) h(3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0?
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3. Czy spośród wektorów: x2+x+2, 1−x2, x2+2x+5, x+3, 2x+3 można wybrać
bazę przestrzeni R2[x]?

4. Określić, w zależności od parametru m, liczbę rozwiązań układu równań






6x + my + 4z = 4m
3x + y + 2z = m
6mx + y + 4z = 4

.

5. Korzystając z interpretacji geometrycznej wyznaczyć jądro, obraz oraz podać ich
bazy przekształcenia liniowego K przestrzeni R3, które jest rzutem prostokątnym na
płaszczyznę π : x+ 2y + 3z = 0.

6. Sprawdzić, że wektory (2,−1, 3), (−1, 4, 2), (2, 1,−1) tworzą bazę ortogonalną prze-
strzeni E 3 i następnie podać współrzędne wektora (0, 1,−1) w tej bazie.

Zestaw 10. odp. str. ??

1. Zbadać liniową niezależność wektorów AT , A−1, A2 w przestrzeni liniowej M2×2
dla

A =

[

1 2
0 1

]

.

2. Które z wektorów bazy standardowej przestrzeni R3[x] stanowią uzupełnienie wek-
torów x3 + 2x, 1− x3 do bazy tej przestrzeni? Podać wszystkie możliwości.
3. Znaleźć współrzędne wektora (1,−1, 2) w bazie {(3, 2, 1) , (0, 5,−1), (1,−1, 1)}
przestrzeni R3.

4. Jaki jest wymiar przestrzeni rozwiązań układu równań






x + y + 2z + 3s + t = 0
−x + 3y + z + 2s + 2t = 0
5x − 7y + z − 4t = 0

?

5. Podać wartości i wektory własne symetrii S : R3−→R3 względem osi Oz.

6.Wyznaczyć rzut ortogonalny v wektora u = (2, 0, 1) ∈ E 3 na podprzestrzeń

lin {(1, 2, 0), (2, 3, 1)} .

Zestaw 11. odp. str. ??

1. Czy funkcje okresowe o okresie T, który jest dodatnią liczbą parzystą, tworzą pod-
przestrzeń liniową przestrzeni wszystkich funkcji na R? Odpowiedź uzasadnić.

2. Czy któraś z podanych macierzy jest kombinacją liniową pozostałych:
[

0 1
0 0

]

,

[

1 −1
1 3

]

,

[

1 3
2 −1

]

,

[

3 1
4 5

]

?

Odpowiedź uzasadnić.

3.Wektor u ∈ U ma w bazie {b1, b2, b3} przestrzeni liniowej U współrzędne [3, 1, 3].
Znaleźć współrzędne wektora u w bazie {b1 − b2, b1 + b3, b1 + 2b3} .
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4. Znaleźć wymiar przestrzeni liniowej generowanej przez wektory:

(1,−2, 0, 1, 3), (2, 0, 2, 1, 0), (1, 0, 1, 0, 4), (1,−4,−1, 1, 10)

5.Wyznaczyć wartości i wektory własne macierzy





1 0 1
0 4 0
1 0 1



 .

6. Znaleźć bazę ortonormalną przestrzeni

lin {(1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 1, ), (1, 1, 1, 1)}
i następnie podać współrzędne wektora (6, 3, 6, 5) w tej bazie.

Zestaw 12. odp. str. ??

1. Uzasadnić z definicji liniową niezależność funkcji sinx, sin 3x, sin 8x w przestrzeni
liniowej C (R) .

2. Uzasadnić, że zbiór U jest przestrzenią liniową i określić jej wymiar, jeżeli

U = {p ∈ R4[x] : 2p(x) = p(2x)} .

3. Znaleźć współrzędne wektora

[

5 3
3 −2

]

w bazie

{[

1 0
0 −1

]

,

[

2 1
1 1

]

,

[

0 −1
−1 3

]}

przestrzeni liniowej M2×2 rzeczywistych macierzy symetrycznych stopnia 2.

4. Określić, w zależności od parametru q, wymiar przestrzeni liniowej

lin {(q, q, 3, 4), (1, 1, 1, 1), (q, 2, q, 2)} .
5. Napisać macierz przekształcenia liniowego L : R3−→R

3 określonego wzorem

L(x, y, z) = (x, x + y, x+ z, x+ y + z)

w bazie {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} przestrzeni R3 oraz w bazie
{(1, 1, 0, 0), (1,−1, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 1,−1)}

przestrzeni R4.

6. Zortogonalizować wektory 1, sinx, x+ 1 w przestrzeni euklidesowej C [−π/2, π/2]
z iloczynem skalarnym

(f , g) =

π

2
∫

−
π

2

f(x)g (x) dx.

Zestaw 13. odp. str. ??

1. Uzasadnić, że zbiór U = {A ∈ M3×3 : det (−A) = − det (A)} jest przestrzenią li-
niową.

2. Napisać macierz przejścia z bazy {(1, 2, 1), (2, 3, 1), (1, 1, 1)} do bazy standardowej
przestrzeni R3.
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3. Dla jakich wartości parametru a wielomian x2 + ax+ a2 jest uzupełnieniem wielo-
mianów x2 − 2x+ 3, 2x2 − x+ 1 do bazy przestrzeni R2[x]?
4. Znaleźć współrzędne wektora (x, y, z, s, t) = (1, 4, 4, 1, 0) w wybranej bazie prze-
strzeni rozwiązań układu równań x− y + z − s+ t = x− y + z − s− t = 0.
5.Wyznaczyć wartości i wektory własne przekształcenia liniowego K : R3−→R

3

określonego wzorem

K(x, y, z) = (x + 2y + 3z, 2y,−z).
6. Znaleźć bazę ortonormalną przestrzeni

E =
{

(2x, y, y − x, 2x+ y) ∈ E
4 : x, y ∈ R

}

i następnie współrzędne wektora (2, 1, 0, 3) w tej bazie.

Zestaw 14. odp. str. ??

1. Niech W =
{

(x, y, x+ |y|) ∈ R3 : x, y ∈ R
}

. Który z podanych zbiorów jest prze-
strzenią liniową:

W1 =W ∩ płaszczyzna yOz, W2 =W ∩ płaszczyznaxOz?
Odpowiedź uzasadnić.

2. Baza B przestrzeni liniowej R2[x] zawiera wektory 1 − x, 2x + 1. Jakie mogą być
współrzędne wektora 3x+ 6 w tej bazie? Wypisać wszystkie możliwości.

3. Znaleźć wymiar i bazę przestrzeni liniowej

U =
{

(x, y, z, t) ∈ R
4 : (x+ z)2 = 2

(

x2 + z2
)}

.

4. Zbadać macierzowo liniową niezależność wektorów:

x4 + 2x3 + x2 − x+ 1, 2x4 + x3 − x2 + x− 1, 4x4 + 5x3 + x2 − x
w przestrzeni liniowej R4[x].

5.Wyznaczyć bazy jądra oraz obrazu przekształcenia liniowego K : R3−→R
4 okre-

ślonego wzorem

K(x, y, z) = (x+ y + 2z, x− 2y + 2z, 2x− y + 4z, x+ 2y + 2z).
6. Znaleźć wektor unormowany f ortogonalny do wektora h = x − 1 w przestrzeni
R1[x] z iloczynem skalarnym danym wzorem

(f , g) = f(1)g(1) + f(2)g(2) dla f , g ∈ R1[x].

Zestaw 15. odp. str. ??

1. Czy zbiór D = {q ∈ R[x] : q ∈ R2[x] lub q ′(1) = 0} jest podprzestrzenią liniową
przestrzeni R[x]? Odpowiedź uzasadnić.

2. Uzasadnić z definicji, że wektory (4, 1, 3), (8, 2, 1), (1, 0, 2) tworzą bazę przestrzeni
liniowej R3.

3.Wektor (7, 2, 3, 0, 1) uzupełnić do bazy przestrzeni liniowej

U =
{

(x, y, z, s, t) ∈ R
5 : y + s = z − t = x− y − z

}

.
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4. Znaleźć wymiar przestrzeni liniowej generowanej przez kolumny macierzy










1 2 0 1 1

−1 3 2 1 0
2 4 0 2 2

1 7 2 3 2











.

5. Przekształcenie liniowe L : R2−→R2 przeprowadza wektor (1, 0) na wektor (3,−2),
a wektor (1, 1) na wektor (4,−1). Znaleźć obraz wektora (1,−2) po trzykrotnym
złożeniu tego przekształcenia.

6. Napisać współrzędne wektora (2, 3, 1, 0) w wybranej bazie ortogonalnej przestrzeni
lin {(1, 1,−1,−1), (1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 0)} ⊂ E

4.

Zestaw 16. odp. str. ??

1.Wskazać przykład nieskończonego liniowo niezależnego podzbioru przestrzeni R[x]
nie zawierającego wielokrotności wektorów: 1, x, x2, x3, . . . Odpowiedź uzasadnić

2.Wektory u, v, w są liniowo niezależne. Dla jakich wartości parametru p podane
niżej wektory są liniowo niezależne:

2pu+ 4v + pw, 2u+ 2v +w, pu+ pv −w?
3. Znaleźć wymiar i bazę przestrzeni rozwiązań układu równań



















x + 2y + z + 2t = 6x

x + 2y + z + 2t = 6y

x + 2y + z + 2t = 6z

x + 2y + z + 2t = 6t

.

4. Napisać wzór przekształcenia liniowego L : R2−→R
2, którego jądrem i obrazem

jest oś Ox.

5. Przekształcenie L : R2[x]−→R2[x] jest określone wzorem

(Lp) (x) = (2− x)p ′(x) dla p ∈ R2[x].

Pokazać liniowość tego przekształcenia i podać jego macierz w bazie
{

1, x, x2
}

.

6. Znaleźć bazę ortogonalną przestrzeni E 4 zawierającą wektory:

(1, 1, 0,−1), (1, 0,−1, 1).

Zestaw 17. odp. str. ??

1. Czy zbiór W = {(x, y, z) : xy = 0 i yz = 0} jest podprzestrzenią liniową prze-
strzeni R3 ? Odpowiedź uzasadnić.

2. Dla jakich wartości parametru p wektory

x2 + px+ p2, x2 + p2x+ p4, x2 + p3x+ p6 ?

są liniowo niezależne w przestrzeni R2[x].
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3. Obliczyć rząd macierzy




















1 2 1 0 0 0

3 2 2 0 0 0

1 5 6 0 0 0

0 0 0 4 2 −6
0 0 0 2 1 −3
0 0 0 −6 −3 9





















.

4. Niech L będzie liniowym przekształceniem przestrzeni R3[x] określonym wzorem
(Lp) (x) = p(x) + p ′(x). Uzasadnić macierzowo, że przekształcenie L−1 istnieje i
następnie wyznaczyć L−1

(

x+ x2
)

.

5. Znaleźć wartości własne i odpowiadające im przestrzenie wektorów własnych prze-
kształcenia liniowego L : R3−→R3 określonego wzorem

L(x, y, z) = (y, y, y).

6.Wyznaczyć bazę ortonormalną przestrzeni

W =
{

(x, y, z, t) ∈ E
4 : 4x− z = 2y − 3z + 2t = 0

}

.

Zestaw 18. odp. str. ??

1. Uzasadnić, że funkcje 2x, x2, sinπx, x − 3 są liniowo niezależne w przestrzeni
liniowej C (R) wszystkich funkcji ciągłych na R.

2. Sprawdzić, że wektor (5, 1, 2,−3) należy do przestrzeni liniowej
U = {(x + 2y + 4z, x+ 2z, y + z, x− 2y) : x, y, z ∈ R}

i następnie uzupełnić go do bazy tej przestrzeni.

3. Podać geometryczny opis zbioru rozwiązań podanego układu równań w zależności
od parametru p :







px + 2y + pz = 0
x + py + z = 0
px + 3y + pz = 0

.

4. Znaleźć bazy przestrzeni liniowych KerL, ImL dla przekształcenia liniowego L :
R
4−→R

3 określonego wzorem

L(a, b, c, d) = (a− b− c+ 3d, a+ b− c− d, a− b− c+ 2d).
5. Macierz przekształcenia liniowego L : V−→V ma w bazie {v1, v2} przestrzeni
liniowej V postać

AL =

[

0 1
1 −2

]

.

Znaleźć L3 (v1 + v2) .

6. Znaleźć rzut ortogonalny v wektora u = (1, 1, 3,−1) na podprzestrzeń
V =
{

(x, y, z, t) ∈ E
4 : x+ z + 2t = y − 2t = x+ y − z = 0

}

.
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Zestaw 19. odp. str. ??

1. Co można powiedzieć o liniowej zależności funkcji f , g , h : R−→R mających ciągłe
pochodne rzędu 2 i spełniających nierówność

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(1) f ′(1) f ′′(1)
g(1) g ′(1) g ′′(1)
h(1) h ′(1) h ′′(1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0?

2.Wskazać bazę przestrzeni liniowej lin {(1, 2, 3, 4, 5), (1, 1, 0, 1, 1), (2, 3, 3, 5, 7)} za-
wierającą wektor (0, 1, 3, 3, 4).

3. Określić wymiar przestrzeni rozwiązań układu równań

x+ y + z = z + 2y + t = x− y + 3z − t = t.
4. Dany jest czworokąt o wierzchołkach (0, 0), (6, 0), (4, 2), (1, 2) oraz przekształcenie
płaszczyzny L(x, y) = (x + 2y, x − y). Wyznaczyć pole figury będącej obrazem tego
czworokąta w przekształceniu L.

5. Czy jest możliwe, aby w przestrzeni euklidesowej R1[x] z pewnym iloczynem ska-
larnym wielomiany 1, x − 1 tworzyły kąt π/4, a wielomiany 1, x były ortogonalne?
Odpowiedź uzasadnić.

6.Wektory (1, 1, 1,−1), (1,−1, 1, 1), (4, 2,−4, 2) uzupełnić do bazy ortogonalnej prze-
strzeni E 4 i podać współrzędne wektora (0, 1, 0, 0) w tej bazie.

Zestaw 20. odp. str. ??

1. Rozważmy zbiór U wszystkich funkcji dwóch zmiennych z = g(x, y), których wy-
kresy są płaszczyznami przechodzącymi przez punkt (3,−1, 0). Uzasadnić, że ten zbiór
jest przestrzenią liniową.

2.Wykorzystując macierz przejścia z bazy do bazy podać współrzędne wektora 4b1−
2b2 w bazie {4b1 + 2b2, 6b1 − b2} .
3. Znaleźć wszystkie rozwiązania niejednorodnego układu równań z niewiadomymi
x, y, z, t, jeżeli wiadomo, że x = 1, y = 0, z = −1, t = 3 jest jednym z rozwiązań tego
układu, a jego macierz główna ma postać





1 −2 1 1
2 −3 0 2
1 1 3 1



 .

4. Znaleźć obraz wektora u = (1, 1, 1) po obrocie o kąt π/4 wokół osi Ox i następnie
o kąt π/2 wokół osi Oz.

5. Czy jest możliwe, aby wektor (1, 1, 1) miał w pewnej bazie ortonormalnej prze-
strzeni E 3 współrzędne [1, 1, 0]? Odpowiedź uzasadnić.

6.Wektory u,v1,v2 są unormowane. Znaleźć rzut ortogonalny wektora u na podprze-
strzeń lin {v1,v2} jeżeli wiadomo, że wektor u jest ortogonalny do v1, z wektorem
v2 tworzy kąt π/3, zaś v1 i v2 tworzą kąt π/6.
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Zestaw 21. odp. str. ??

1. Czy zbiór wszystkich macierzy rzeczywistych stopnia 2 o wyznacznikach niedodat-
nich tworzy przestrzeń liniową? Odpowiedź uzasadnić.

2. Zbadać liniową niezależność funkcji 3
√
x,
√
x, x w przestrzeni liniowej funkcji cią-

głych na przedziale (0,∞).
3.W przestrzeni R3 znaleźć macierz przejścia z bazy {(2, 0, 1), (1, 1, 1), (0, 1, 1)} do
bazy {(1, 1, 1), (1, 0, 1), (0, 0, 1)} .
4. Znaleźć jądro i obraz przekształcenia liniowego L : R3−→R określonego wzorem

L(x, y, z) = det





x y z
−1 2 3
−5 1 2



 .

5. Czy liczby λ1 = 0, λ2 = 9 są wartościami własnymi przekształcenia liniowego

(Lf) (x) = f (3x)

w przestrzeni liniowej funkcji ciągłych na R? Odpowiedź uzasadnić.

6. Iloczyn skalarny w przestrzeni R[x] dany jest wzorem

(p , q) =

b+1
∫

b−1

p(x)q (x) dx,

gdzie b ∈ R. Norma wektora p = x w tej przestrzeni wynosi
√

26/3, a wektor q =
x− 13/6 jest ortogonalny do p . Wyznaczyć b.

Zestaw 22. odp. str. ??

1.Wektory u− v, v−w, 2u+ v+w są liniowo niezależne. Czy wektory u, v, w też
są liniowo niezależne? Odpowiedź uzasadnić.

2.Współrzędne wektora p(x) = 5x + 2 w pewnej bazie przestrzeni R1[x] wynoszą
[1, 1], a wektora q(x) = 3− x wynoszą [−1, 3]. Znaleźć tę bazę.
3. Znaleźć bazę przestrzeni rozwiązań układu równań

{

x − y + 2z + 3s − t = 0
−x + 3y + z + 2s + 2t = 0 .

4. Napisać macierz w bazie standardowej przestrzeni M2×2 przekształcenia liniowego
L tej przestrzeni w siebie określonego wzorem

L(A) =

[

1 2
0 3

]

·A dla A ∈M2×2.

5.Wyznaczyć wartości i wektory własne macierzy zespolonej





−2 5 0
−1 2 0
0 0 3



 .
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6. Znaleźć najmniejszą wartość a > 0, dla której funkcje sinx i sin(3x/4) są orto-
gonalne do funkcji 1 w przestrzeni euklidesowej C[0, a] ze standardowym iloczynem
skalarnym.

Zestaw 23. odp. str. ??

1. Zbadać liniową niezależność funkcji ln(3x), ln(5x), ln(10x) w przestrzeni funkcji
ciągłych na przedziale (0,∞).
2.Wektor p ∈ R2[x] ma w bazie B =

{

3x2 + 2x+ 1, 3x2 + x+ 1, 2x2 + x+ 1
}

współ-
rzędne [1,−1, 1]. Podać współrzędne tego wektora w bazie

B′ =
{

−x, 2x2, 3
}

.

3. Obliczyć rząd macierzy









1 3 1 4 2
2 1 1 0 3
5 5 3 4 8
4 7 3 8 9









.

4. Przekształcenie liniowe L przestrzeni liniowej M2×2 w siebie jest określone wzo-
rem L(A) = 3A − AT dla A ∈ M2×2. Napisać macierz przekształcenia L w bazie
standardowej tej przestrzeni.

5. Znaleźć wartości i wektory własne przekształcenia liniowego L : R4−→R4 określo-
nego wzorem L(x, y, z, t) = (y, z, t, x).

6. Niech U =
{

u ∈ E3 : u ⊥ (2, 1,−3)
}

. Uzasadnić, że U jest podprzestrzenią liniową
przestrzeni E 3 i wyznaczyć bazę ortonormalną tej podprzestrzeni.

Zestaw 24. odp. str. ??

1. Który z podanych warunków dla wektorów u = (r, s, t, u) ∈ R
4 wprowadza w nich

strukturę przestrzeni liniowej:

(a) x2 + y2 = z2 + t2; (b) x+ y = z + t?

Odpowiedź uzasadnić.

2. Znaleźć współrzędne wektora v = (−8, 5, 9) w jakiejkolwiek bazie podprzestrzeni
liniowej przestrzeni R3 generowanej przez wektory

v1 = (2, 1, 3), v2 = (4,−1,−1), v3 = (1,−1,−2), v4 = (5, 1, 4).

3. Obliczyć rząd macierzy









1 1 2 2 4 4
2 1 3 1 6 0
3 2 6 4 2 4
2 2 4 4 8 8









.

4. Przekształcenie K przestrzeni R3 w siebie jest określone wzorem

K (v) = (4,−1, 1)× v, gdzie v ∈ R
3.

Uzasadnić liniowość przekształcenia K i znaleźć jego macierz w bazie standardowej
R3.
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5. Dobrać takie wartości parametru α, dla których wielomiany p0 = x + α − 1,
q0 = x−α−1 tworzą kąt 2π/3 w przestrzeni euklidesowej R2[x] z iloczynem skalarnym
określonym wzorem (p , q) = p(0) q(0) + p(1) q(1) + p(2) q(2).

6.Wektory v1, v2, v3, v4 tworzą bazę ortogonalną pewnej przestrzeni euklidesowej.
Znaleźć rzut ortogonalny w tej przestrzeni wektora v = v1 + 4v2 − v3 + 3v4 na
podprzestrzeń lin {v1,v4} .


