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Wstep

Ksiazka ,Algebra liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory” jest pierwsza cze-
$cig zestawu podrecznikéw do przedmiotu Algebra liniowa. Pozostalymi cze-
$cilami zestawu sg zbiory zadan ,Przyklady i zadania” oraz ,Kolokwia ¢ eg-
zaminy”. Podreczniki te przeznaczone sa gléwnie dla studentow politechnik.
Moga z nich korzystac¢ takze studenci wydzialow nauk $cistych uniwersytetéow
oraz uczelni ekonomicznych i pedagogicznych.

Opracowanie obejmuje przestrzenie i przeksztatcenia liniowe, uktady réw-
nan liniowych oraz przestrzenie euklidesowe. Wszystkie zagadnienia teore-
tyczne zakonczone sa ¢wiczeniami. Do wiekszosci twierdzen podano dowody.
Fragmenty materialu oznaczone gwiazdka nieznacznie wykraczaja poza pro-
gram przedmiotu. W ten sam sposéb oznaczono trudniejsze éwiczenia. Do-
datkowy material oraz trudniejsze ¢wiczenia dotaczono z myéla o studentach,
ktorzy chca pogtebi¢ swoje wiadomosci. Rownolegle do materiatu omawianego
na wyktadzie studenci powinni rozwiazywaé¢ zadania. Metody rozwigzywania
zadan oraz zadania przeznaczone do samodzielnej pracy mozna znalezé w dru-
giej czedci zestawu ,, Przyklady i zadania” . Zadania, ktére w poprzednich latach
studenci rozwiazywali na sprawdzianach, sa umieszczone w trzeciej czesci ze-
stawu ,,Kolokwia i egzaminy’. Studentow zainteresowanych rozwigzywaniem
trudnych i nietypowych zadan z tego przedmiotu zachecamy do zapoznania
sie z ksiazka ,,Studencki konkurs matematyczny. Zadania z rozwigzaniamsi’ .

W obecnym wydaniu przeredagowano niektére fragmenty tekstu oraz po-
prawiono zauwazone bledy i usterki.

Kolezankom i Kolegom z Wydziatu Matematyki Politechniki Wroctawskiej
dzickujemy za uwagi o wczesniejszych wydaniach. Uprzejmie prosimy Wykta-
dowcéw 1 Studentow o przesylanie uwag o podreczniku oraz informacji o za-
uwazonych bledach i usterkach.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas






Przestrzenie liniowe

W pierwszym paragrafie wprowadzamy podstawowe pojecia zwiazane z
przestrzeniami liniowymi oraz omawiamy wtlasnosci dziatan na wektorach z
tych przestrzeni. Nastepnie podajemy najwazniejsze przyklady takich prze-
strzeni (przestrzenie R™, przestrzenie wielomianéw, funkcji ciaglych oraz ma-
cierzy). W drugim paragrafie wprowadzamy podprzestrzenie przestrzeni linio-
wych i omawiamy ich wlasnodci. W kolejnym wprowadzamy najwazniejsze po-
jecie algebry liniowej: liniowa niezaleznos¢ wektoréw. Podajemy tam warunki
gwarantujace liniowa niezalezno$é¢ uktadu wektoréw w réznych przestrzeniach
liniowych. W nastepnych paragrafach wprowadzamy baze przestrzeni liniowej
i korzystajac z tego pojecia okreslamy wymiar przestrzeni oraz wspolrzedne
wektora w bazie. Na koncu rozdziatu definiujemy pojecie sumy prostej pod-
przestrzeni oraz podajemy jej wlasnodci.

1.1. Podstawowe definicje

Definicja 1.1 (przestrzen liniowa)

Niepusty zbior V nazywamy rzeczywistq przestrzenig liniowq, jezeli dla dowol-
nych elementéw u, v € V okres$lona jest suma u+ v € V, dla kazdego o € R i
dla kazdego u € V okreslony jest iloczyn au € V oraz dla dowolnych «, 3 € R
i dla dowolnych u, v, w € V dziatania te spelniaja warunki:

(1) u + v = v + u (przemienno$é¢ dodawania);

(2) (u+v)+w=u+ (v+w) (lacznoé¢ dodawania);

(3) istnieje element 0 € V taki, ze dla kazdego v € V mamy v + 0 = v (ist-
nienie elementu neutralnego);

(4) dla kazdego w € V istnieje element —w € V taki, ze w + (—w) = 0
(istnienie elementu przeciwnego);

(5) lu=u oraz «a(fu)=(af) (u);

6) (a+f)u=au+ fu oraz a(u+v)=au+ av.
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Uwaga. Elementy przestrzeni V nazywamy wektorami, a element 0 — wekto-
rem zerowym. Rzeczywista przestrzen liniowa nazywamy krotko przestrzenia
liniowa lub wektorowa. Dopuszczajac w definicji o, 8 € C, otrzymamy okre-
Slenie zespolonej przestrzeni liniowej. Elementami przestrzeni liniowych moga
byé: wektory na prostej, ptaszczyznie lub w przestrzeni, ciagi liczbowe skon-
czone lub nieskonczone, macierze, funkcje, zbiory itp. R6znice wektoréw w, v
przestrzeni liniowej definiujemy wzorem:

u—v=u+(-v).
Cwiczenie 1.2 Sprawdzié, czy zbiory ze wskazanymi dziatlaniami sg przestrze-
niami liniowymi:
(a) zbiér wektoréw na plaszczyinie ze zwyklymi dzialaniami: dodawaniem
wektoréw i mnozeniem wektora przez liczbe;

(b) zbiér wielomianéw stopnia 5 ze zwyklymi dzialaniami: dodawaniem wie-
lomianéw i mnozeniem wielomianu przez liczbe;

(c) zbiér macierzy wymiaru 3 X 4 ze zwyklymi dzialaniami: dodawaniem ma-
cierzy i mnozeniem macierzy przez liczbe;

(d) zbiér ciagéw nieskonczonych z dzialaniami « +y = (x1 + y1,22 + Y2, .. .)
oraz ax = (axi,axs,...), gdzie ¢ = (r1,x2,...), y = (y1,Y2,...), @ € R;

(e) zbiér funkcji okresowych o okresie T' = 27 ze zwyklymi dzialaniami na
funkcjach.

Cwiczenie 1.3 (wlasnosci dzialar na wektorach przestrzeni liniowej)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Pokazac¢, ze prawdziwe sa stwierdzenia:
(a) Ov =0 dla kazdego v €V,

(b) a0 =0 dla kazdego a € R;

(c)aov=0 = (a=0lubv=0);

(d) (v = Pv oraz v #0) =« = 3 dla dowolnych a, 3 € R oraz v € V,
(e) (—a)v = — (aw) = a(—v) dla kazdego a € R oraz kazdego v € V;

(f) (eu = aw oraz o # 0) = u = v dla dowolnych u, v € V;

(g) (o« — f)v = av — fv dla dowolnych «, 8 € R oraz kazdego v € V.

FAKT 1.4 (podstawowe przestrzenie liniowe)
1. Niech n bedzie ustalong liczba naturalna oraz niech

R"={x = (z1,22,...,2p) : 7, € Rdla 1l <k <n}.
Réwnosé i dziatania w zbiorze R™ okreslamy w nastepujacy sposob:

T =1vY < 2 = Y, dla kazdegol < k < n,
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iU"‘y - (:Cl +y17x2 +?/27---735n+?/n)7 ar = (O[iL’l,(ICCQ,...,O[CCn),
gdzie x = (x1,22,...,%n), Y = (Y1,Y2,...,Yn) oraz a € R. Zbiér R" z tak
okreslonymi dzialaniami jest przestrzenig liniowa.
2. Niech
R* ={x = (z1,22,...) : v, € Rdlan € N}.
Réwnoéé i dziatania w zbiorze R* okreslamy w nastepujacy sposéb:
T =1y < T = Y, dla kazdegok € N,

r+y=(r1+y,r2+y2...), oax=(ax,ary,...),
gdzie ¢ = (x1,x2,...),y = (Y1, Y2, ...) oraz a € R. Zbiér R*> z tak okreslonymi
dziataniami jest przestrzenia liniows.
3. Niech R]z] oznacza zbiér wszystkich wielomianéw rzeczywistych. Réwnosé
i dzialania w zbiorze R[z] wprowadzamy w naturalny sposéb, tzn.

p=q <= p(x) = q(x) dla kazdego z € R,
(p+4q) (x) =p(x) +q(x), (ap)(z)=ap(z) dla kazdego z € R,

gdzie p, ¢ sa dowolnymi wielomianami, natomiast o € R. Zbiér R[z] z tak

wprowadzonymi dzialaniami jest przestrzenia liniowa.

4. Niech n bedzie ustalong liczba naturalna oraz niech R, [x] oznacza zbiér
wszystkich wielomianéw rzeczywistych stopnia nie wigkszego niz n. Réwnosé
i dzialania w zbiorze R,,[z] wprowadzamy w naturalny sposéb, tzn.
p=q <= p(z) = q(x) dla kazdego = € R,
(p+4q) () =p(x) + q(x), (ap)(z)=ap(z), dlakazdego x €R,
gdzie p, ¢ sa dowolnymi wielomianami, natomiast o € R. Zbiér R, [z] z tak
wprowadzonymi dzialaniami jest przestrzenig liniowa.

5. Niech C (I) oznacza zbiér wszystkich funkcji ciaglych na przedziale I C R.
Réwnosé i dziatania w zbiorze C (I) wprowadzamy w naturalny sposéb, tzn.

f=9 < f(z) =g(z) dla kazdego x € I,

(f+9) (@) = f(x) +g(x), (af)(z) =af(zx) dlakazdego x €I,
gdzie f, g € C(I) oraz a € R. Zbiér C (1) z tak wprowadzonymi dzialaniami
jest przestrzenia liniowa.

6. Niech m, n beda ustalonymi liczbami naturalnymi oraz niech M,, «,, ozna-
cza zbiér wszystkich macierzy rzeczywistych o m wierszach i n kolumnach.
Réwnoéé i dziatania w przestrzeni M, x, wprowadzamy w sposéb naturalny,
tzn.:
A =B < a;; = b;; dla kazdego 1 < i < m oraz dla kazdego 1 < j < n,
A+ B= [aij + bz‘j] R aA = [aaij] ,
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gdzie A = [a;;], B = [bij] € Miypxn oraz a € R. Zbiér M, «, z tak wprowadzo-
nymi dziataniami jest przestrzenia liniowa.

Uwaga. Rozwaza sie takze zespolone odpowiedniki wprowadzonych wyzej rze-
czywistych przestrzeni liniowych.

1.2. Podprzestrzenie przestrzeni liniowej

Definicja 1.5 (podprzestrzen przestrzeni liniowej)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Niepusty zbiér W C V nazywamy pod-
przestrzeniq liniowg przestrzeni liniowej V| jezeli spelnia warunki:

(1) w1 + wy € W dla dowolnych wq, wy € W;

(2) aw € W dla kazdego o € R oraz kazdego w € W.

Uwaga. Warunki (1), (2) powyzszej definicji mozna zastapi¢ jednym:

(3) ayw + aswy € W dla dowolnych ayq, a0 € R oraz wi, ws € W.
Zbior {0} oraz przestrzen V sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V.
Zbiory te nazywamy podprzestrzeniami niewlasciwymi. Pozostale podprze-
strzenie przestrzeni V nazywamy podprzestrzeniami wia$ciwymi. Mozna po-

kazaé, ze kazda podprzestrzen liniowa przestrzeni liniowej jest przestrzenig
liniowa.

Cwiczenie 1.6 Korzystajac z definicji zbadaé, czy zbiér W jest podprzestrze-
nig przestrzeni liniowej V, jezeli:

(a) W= {x = (z1,72) : 71 >0, 13 > 0}, V= R?;

(b) W = {x = (21, 22,23) : o1 + 22 =0, 29 + 323 =0}, V = R3;

(c) W = {x = (v1,29,23,74) : 21+ T2 + 23+ 14 =0}, V=R%

(d) W { = (x1,9,...) : granica Jim ey, jest skoﬁczona}, V = R*;

(e) W — zbiér wszystkich w1elom1an0w stopnia parzystego, V = R|x];

(f) W — zbiér funkcji parzystych i ciaglych na przedziale [-1, 1], V = C (|1, 1]);
(g) W — zbiér macierzy diagonalnych stopnia 3, V = Mss;

(h) W ={A € Myyy: det A =0}, V= Myyq.

Cwiczenie 1.7 Uzasadni¢, ze jedynymi podprzestrzeniami wlasciwymi prze-
strzeni:
(a) R? sa proste przechodzace przez poczatek uktadu wspotrzednych;

(b) R3 s proste i plaszczyzny przechodzace przez poczatek uktadu wspoétrzed-
nych.
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(a) y R2

Rys. 1.1. Podprzestrzenie wlaciwe przestrzeni (a) R?; (b) R?

FAKT 1.8 (o iloczynie i sumie podprzestrzeni liniowych)
Niech Ui W beda podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V. Wowczas

1. zbior UNW jest podprzestrzenia przestrzeni V;

<\

Rys. 1.2. Czes$¢ wspdlna podprzestrzeni jest podprzestrzenig

2. zbior UU W jest podprzestrzenia przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy
UCWlubW cCU.

Dowdd. 1. Niech v1, vo € UNW oraz niech a3, as € R. Wéwcezas v, vo € U oraz
v1, vo € W. Poniewaz zbiory U, W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V, wiec
a1v] + vy € Ui agvy + agve € W. Stad wynika, ze ajv; + asve € UNW.

2. Najpierw udowodnimy implikacje w prawo (=). Zalézmy, ze zbior UU W jest
podprzestrzenia przestrzeni liniowej V. Dla dowodu nie wprost przypuéémy, ze nie
zachodzi zaden z warunkéw: U C W, W C U. To oznacza, ze istnieja wektory u,
w €V takie, ze u € Uiu & Woraz w € Wi w ¢ U. Poniewaz u € UUW i
w € UUW, wiecu+w € UUW, bo UUW jest podprzestrzenia liniowa. Stad wynika,
zeu+w € Ulubu+w e W. Gdyby u+w € U, to w = (u 4+ w) —u € U, co przeczy
warunkowi w ¢ U. Podobie, gdyby u +w € W, to u = (u + w) — w € W, a to jest
sprzeczne z warunkiem u ¢ W. Z otrzymanych sprzecznosci wynika, ze U C W lub
W cU.

Przechodzimy teraz do dowodu implikacji w lewo («<=). Zalézmy, ze U C W lub
W C U. Wéwezas UUW = W lub UUW = U. W obu przypadkach to oznacza, ze
zbiér U U W jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V.

Cwiczenie 1.9 Ktére ze zbioréw W, Wy sg podprzestrzeniami przestrzeni V:
(a) Wy = {(x,y,z) ER?: z4+y—22=0i 3:1:—2y+z:0},
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Wy =< (z,y,2) €R3: 24y —22=0 lub 3x—2y+z:0},V:R3;

(b) Wy = {(an) € R* : szereg Z ap jest zbiezny i nh—>Holo ap = 0},

n=1

Wy = {(an) € R : szereg Z a, jest zbiezny lub nlLIIgO an = O}, V =R>;
n=1
(c) W1 = {p e R[z] : p(1) =0 lub p’(2) = 0},
Wy = {p€R[z] : p(1) =0ip'(2) =0}, V=R[z]?

(d) Wl—{[a b] € Moyo : a—l—b—Oic—l—d—O},

Wgz{li b] € Moyo : a—i—b:Olubc-l-d:O}?

1.3. Liniowa niezalezno$¢ wektorow

Definicja 1.10 (liniowa niezaleznosé i zalezno$é wektoréw)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Méwimy, ze wektory vy, ve, ... ,v, € V
(n € N) sa liniowo niezalezne, jezeli dla dowolnych ai, ag, ... ,a, € R z
warunku

a1v] + agve + ...+ ayv, =0,
wynikajg réwnosci:
a1:a2:...:an:0.
W przeciwnym przypadku méwimy, ze wektory vy, ve,...,v, sa liniowo za-

lezne. Réwnowaznie: wektory vi, vo, ..., v, € V sa liniowo zalezne, jezeli
istnieja a1, asg, ..., a, € R, nie wszystkie réwne 0, takie, ze

o1 +ogve+ ...+ ayv, =0.

Cwiczenie 1.11 W przestrzeni liniowej V, korzystajac z definicji zbadaé li-
niowa niezalezno$¢ wektoréw:

(a) (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1), V= R3;

() 2?2 -1, 2+ 1, —2? + 22 +3, —22+ 3, V = Ry[x];
(c) [(1) ﬂ l_(l) _é]vV:MMQ; (d) sinz, cosz, V= C([0.2n]).

Cwiczenie 1.12 Wektory u, v, w sa liniowo niezalezne. Zbadaé liniowa nie-
zalezno$é¢ wektorow:
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1
3W; (b) 3u + v, 2v — 4w;
Cu+tv, u+w, v—w; (d)u—v, v—w, w.

(a) 2u, —v,

Cwiczenie 1.13 (o liniowej niezaleznosci wektoréw na plaszczyznie/w przestrzeni)
Pokazaé, ze:

(a) dwa wektory na plaszczyznie sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy nie sa wspotliniowe;

(a) Y (b) Y
(%1

V2
V2

h) T 0 x
Rys. 1.3. Wektory na plaszczyznie liniowo (a) niezalezne; (b) zalezne

(b) trzy wektory w przestrzeni sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
nie sa wspdlplaszczyznowe.

(b) z

V1

V2

V3
:L;/O

Rys. 1.4. Wektory w przestrzeni liniowo (a) niezalezne; (b) zalezne

FAKT 1.14 (wlasno$ci wektoréw liniowo niezaleznych i liniowo zaleznych)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa oraz niech v, wi,ws,...,w, (n € N)
beda wektorami z tej przestrzeni. Ponadto niech W bedzie podprzestrzenia
przestrzeni liniowej V. Woéwczas prawdziwe sa stwierdzenia:

1. wektor v jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v # 0;

2. wektory w1, we, ... ,w,, 0 s3 liniowo zalezne;

3. jezeli wektory wi, wa, ... ,w, sa liniowo zalezne, to wektory w;, wo, ...,
wy,, v sg rowniez liniowo zalezne;

4. jezeli wektory w1y, wo, ..., w, sa liniowo niezalezne, to wektory wi, wo, ...,
wy (k < n) sa réwniez liniowo niezalezne;
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5. jezeli wektory wi,ws,. .., w, € W sa liniowo niezalezne (zalezne) w prze-
strzeni V, to sa réwniez liniowo niezalezne (zalezne) w podprzestrzeni W.

Dowdd. 1. Jezeliv # 0 i av = 0, to a = 0 jako wniosek z aksjomatow przestrzeni
liniowej (Cwiczenie 7?7 wlasnosé 3.). Wektor v jest wiec liniowo niezalezny.
2. Poniewaz

1-:04+0-w;+...+0-w, =0,
wiec wektory O, wq, ..., w, sa liniowo zalezne.
3. Z liniowej zaleznosci wektoréw wq, wo, . .., w, wynika istnienie statych ay, as,...,
ay, nie wszystkich réwnych 0 takich, ze

oaqwi + asws + ...+ aw, =0.

Stad mamy
0-v+awi; +aws +...+a,w, =0.
To oznacza, ze wektory v, wy,ws, ..., w, takze sa liniowo zalezne.
4. Zalézmy liniowa niezaleznos¢ wektoréw wi, wa, . .., w,. Niech teraz
ap-w) Foagwe + ...+ ap-wp =0,

gdzie a1, ao,...,ar € R oraz k < n. Woéwczas mamy

aywy +Fagw + ... Fopwp +0-wip +...+0-w, =0.
7 liniowej niezaleznosci wszystkich n wektorow wynika, ze a; = as = ... = a = 0.
To z kolei oznacza liniowa niezaleznosé wektorow wi, wo, . . ., wy.

5. To stwierdzenie wynika bezposrednio z definicji liniowej niezaleznosci (zaleznosci)
wektorow.

Definicja 1.15 (kombinacja liniowa wektoréw)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Kombinacjqg liniowg wektoréow vy, ve, .. .,
v, € V o wspdlezynnikach rzeczywistych (zespolonych) aq, ag, ..., a, nazy-
wamy wektor

a1V + Vo + ...+ apUy.

Cwiczenie 1.16 Napisa¢ kombinacje liniowe podanych wektoréw ze wskaza-
nymi wspotczynnikami:

(a) v1 = (0,-2), vo = (—1,3), a1 = —1/2, ay = 2, gdzie V = R?;

(b) py(z) = 2% =322 + 1, po(z) =20 — 1, a1 = 1, ag = —1, gdzie V = R3][z];

10 02 .
(C) A1: l04],A2— lg 0],041—2,042—1,gdZ16V—M2X2.

FAKT 1.17 (liniowa niezalezno$é a kombinacje liniowe)

1. Wektory wy, ws, ..., w, (n > 2) sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
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co najmniej jeden z nich (np. wy, gdzie 1 < k < n) jest kombinacja liniowa
pozostalych:

W = 0wy + oW+ ...+ QWi + Q1 Wit1 + ...+ apWwy,
gdzie aq, a9, ..., Qp—1, A11,--.,0pn € R.
2. Jezeli wektory wi,wo, ..., w, sa liniowo niezalezne, a wektory v, wi, wa,
..., Wy sg liniowo zalezne, to wektor v jest kombinacjg liniowa wektoréow w1,
w, ..., Wy :
V= 0wy + 0w + ...+ Wi,

gdzie a1, ao, ..., a, € R.
Dowdd. 1. Zalézmy, ze wektory w1, wo, ..., w, sg liniowo zalezne. Woéwczas istniejg,
liczby a1, aq, ...,a, € R, z ktérych co najmniej jedna (np. ax, 1 < k < n) nie jest

zerem, takie, ze
aiwi + ...+ Qg1 Wi—1 + WL + Q1 Wit1 + ... Fapw, =0.

Stad wynika, ze

aq Q1 A1 On
Wg—-1 — Wig+1 — - — — Wy,
ag ag (75 (75

wiec wektor wy, jest rzeczywiscie kombinacja liniowa pozostatych. Z drugiej strony
zakladajac, ze
wy = frwr + ..+ Br—1Wr—1 + Br1Wht1 + .-+ BnW,
otrzymujemy réwnosé
Brwy + ...+ Br_1wi—1 — 1 wg + Brp1Wiyr + ...+ Brw, =0,
7 tej rownosci wynika, ze wektory wy, wa, . .., w, sa liniowo zalezne.
2. Zalézmy, ze wektory wi, wa, . . ., w, sa liniowo niezalezne, a wektory v, w1, wa, . . .,
w, liniowo zalezne. Wtedy istnieja liczby «, a1, aq, ..., a, € R takie, ze
av + aywi + asws + ...+ aw, =0,
przy czym co najmniej jedna z nich nie jest zerem. Gdyby a = 0, to zachodzitaby
réwnosé
aiw; + axws + ...+ aw, =0,
za$ wérdd liczb aq, ao, . . ., ay, znajdowalaby sie liczba rézna od zera. Jest to sprzeczne

z liniowa, niezalezno$cia wektoréw wi, wa, ..., w,. Zatem « # 0, wiec
a1 (D) Qp
V=—"—w — —W2 —...— —Wy.
« « «
Uwaga. Wektory wi,ws,...,w, (n > 2) sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy zaden z nich nie jest kombinacja liniowa pozostatych.
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Cwiczenie 1.18 Uzasadni¢, ze podane uklady funkeji sa liniowo zalezne w
przestrzeni liniowej C (R):

(a) 1, sin®z, cos? x; b) z, (1+x)%, (1—2)%

1

3
c) arctgx, arcctgz, 1; )In(l1+2?), In—.
(c) arcg g @ (1457 0

Definicja 1.19 (liniowa niezaleznosé nieskonczonego ukladu wektoréw)

Nieskonczony uklad wektoréw z przestrzeni liniowej jest liniowo niezaleiny,
jezeli kazdy jego skonczony poduklad jest liniowo niezalezny. W przeciwnym
przypadku méwimy, ze uklad ten jest liniowo zaleziny.

Cwiczenie 1.20 Uzasadni¢ liniowa niezaleznos¢ nieskoniczonych uktadéw wek-
torow we wskazanych przestrzeniach liniowych:

(a) (1,0,0,...), (0,1,0,...), (0,0,1,...),...,R>®; (b) 1, =, 22,... R[z];
(c¢*) sinhz, sinh 2z, sinh3z,..., C (R); (d*) e} A e R, C (R).

TWIERDZENIE 1.21 (kryterium liniowej niezalezno$ci funkcji)

Niech funkcje fq, fo,..., f,, beda okreslone na przedziale I i maja tam ciagle
pochodne rzedu n — 1 (n > 2). Ponadto niech wronskian ukladu tych funkcji,
tj. wyznacznik

det ) ] . ) ,

(n—1) (n—1) -1
Lf (@) £ () fqgn )(x)_
nie znika tozsamosciowo na I. Wtedy funkcje fq, fo,..., f, sa liniowo nieza-
lezne w przestrzeni C (I).

Dowdd. Niech funkcje fi, fs, ..., f,, speiniaja zalozenia twierdzenia oraz niech
a1 fi(z) +asfy(z)+ ...+ anf,(z) =0.
Rézniczkujac n—1-krotnie powyzsza tozsamosé otrzymamy kolejno nastepujace zwiazki:
arfi(@) + aafz)r) +...+ anfu(z) =0,
arfi(z) + aof)(®) + ...+ anfl(z) =0,

ar f{" V(@) + asfs V(@) + o+ anf (@) = 0.
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Mozemy wiec zapisaé, ze dla kazdego = € I zachodzi wzor

f1(z) falz) o fal2) o 0
f@ fh@ e fh@ | e | |0
-1 -1 -

V@) ) r @) ] Len ] L0
Otrzymalismy dla kazdego = € I jednorodny uklad n réwnan z n niewiadomymi
a1,Q9,...,0,. Z zalozenia istnieje takie x € I, dla ktérego wyznacznik macierzy
glownej tego uktadu jest rézny od zera. W tym przypadku jego jedyne rozwigzanie,
jako ukladu Cramera, jest zerowe. Zatem a3 = 0, as =0, ..., a, = 0, skad wynika
liniowa niezalezno$¢ funkcji fy, fo, ..., f,. To konczy dowdd.

Uwaga*. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Na przyklad funkcje:

22 dla z <0, 0 dla x<0,
fl(“")_{o dla z >0, P28 =9 02 gl w30
y y
‘ x x

sg liniowo niezalezne, ale ich wronskian znika tozsamosciowo na R.

Cwiczenie* 1.22 Korzystajac z powyzszego kryterium uzasadni¢ liniowa nie-
zaleznosé uktadéw funkeji:

(a) sinz, cosw;  (b) e™®, 1, ¢e% (c) €%, ze®; %%, xe®;

3z

(d) 1, sinz, cosz, sin 2z, cos2z; (e) e*® sinx, €37 cos 2, €27 sin 3z, €* cos 4z

w przestrzeni liniowej C (R).

FAKT 1.23 (warunek konieczny i dostateczny liniowej niezaleznodci funkcji)

Funkcje f, fo,..., f,, z przestrzeni C(I) sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy w przedziale [ istnieja liczby 1 < x5 < ... < z, takie, ze
fr(@) fi(z2) oo f1(@n)
et fa(@1) folx2) ... fo(an) L0,

Dowdd. Konieczno$é warunku jest oczywista (wynika z definicji liniowej niezaleznosci
funkeji). W dowodzie dostatecznosci zastosujemy metode indukeji matematyczne;.
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Niech n = 1. Jezeli funkcja f, jest liniowo niezalezna, to nie jest tozsamosciowo réwna
zeru. Istnieje wiec liczba x1 € I taka, ze f; (z1) # 0. Zalézmy teraz, ze dowodzona
wlasnoé¢ jest spetniona dla n funkcji. Ponadto niech funkcje fi,..., f,, f,41 beda
liniowo niezalezne. Wéwczas funkcje fy, ..., f,, sa liniowo niezalezne, wiec z zalozenia
indukcyjnego istnieja liczby x1,...,z, € I takie, ze d = det [f; (xj)]zjzl # 0. Niech

fil@) o fi(@a) f1(z)
D(z) = det : - : :
fo(@) oo fon)  fa(®)
fn+1 (.1?1) s fn—i—l (J?n) fnJrl(x)
dla = € I. Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem ostatniej kolumny, otrzy-
mamy

D(z) =cifi(x) +... +enfp(e) +d fq(2)

dla pewnych liczb c¢1,...,¢, € R oraz dla d # 0. Warunek D(x) = 0 jest sprzeczny
z liniowg niezaleznodcig funkcji f,..., f,, f,y1- Istnieje wiec z,11 € I spetniajacy
warunki x,41 # x; dlai =1,2,...,n oraz D (x,4+1) # 0. To koficzy dowdd.

Cwiczenie* 1.24 Stosujac powyzszy fakt uzasadnié liniows niezalezno$é ukla-
dow funkcji:
(a) z, sinz, 22, sin?x;  (b) 1, €%, €2, 3, ... " (n €N)

w przestrzeni liniowej C (R).

1.4. Baza i wymiar przestrzeni liniowej

Definicja 1.25 (operacja generowania)

Niech vy, vs, ..., v, beda wektorami z przestrzeni liniowej V. Zbiér wszystkich
kombinacji liniowych wektoréow vy, vs, ..., v, oznaczamy przez
lin {vy, vg, ... ,v,}.
Zatem
lin{vy, vo, ... , v} ={v1 + Ve + ... + v, : a; e Rdlal <i<n}.

Podobnie okresla si¢ operacje lin dla nieskoniczonego zbioru A wektoréw:

linA = U {ajv1 + agve + ... + apv, : v, € Aoraz a; € Rdla 1l <i<n}.
neN

Uwaga. Jezeli B = lin A, to méwimy, ze zbiér B jest generowany przez zbidr

A lub, Ze jest jego powtokq liniowq. Elementy zbioru A nazywamy wtedy gene-

ratorami zbioru B. Operacje generowania liniowego w zespolonej przestrzeni

liniowej bedziemy oznacza¢ symbolem lin.. Operacje generowania oznacza si¢

takze symbolem span.



