ALGEBRA LINIOWA






Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas

ALGEBRA LINIOWA
Definicje, twierdzenia, wzory

Wydanie dziesiate poprawione

@

Oficyna Wydawnicza GiS
Wroctaw 2023



Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas

Przedsiebiorstwo Informatyczne Wydzial Matematyki
YUMA Politechnika Wroctawska
teresa.jurlewicz @ yuma.com.pl zbigniew.skoczylas@Q pwr.edu.pl

Projekt okladki
IMPRESJA Studio Grafiki Reklamowej

Copyright (©) 1994 — 2023 by Teresa Jurlewicz and Zbigniew Skoczylas
Utwér w caloscei ani we fragmentach nie moze byé¢ powielany ani rozpowszech-
niany za pomocg urzadzen elektronicznych, mechanicznych, kopiujacych, na-
grywajacych i innych. Ponadto utwoér nie moze by¢ umieszczany ani rozpo-
wszechniany w postaci cyfrowej zaréwno w internecie, jak i w sieciach lokal-
nych, bez pisemnej zgody posiadacza praw autorskich.

Sktad wykonano w systemie INTEX.

ISBN 978-83-67234-03-0

Wydanie X poprawione, Wroclaw 2023
Oficyna Wydawnicza GiS, s.c., www.gis.wroc.pl
Druk i oprawa: Drukarnia I-BIS, Bieronscy, Sp. kom.




Spis tresci

Wstep

1. Przestrzenie liniowe

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

Podstawowe definicje . . . . . . . ...
Podprzestrzenie przestrzeni liniowej . . . . . . . . ..
Liniowa niezaleznos¢ wektorow . . . . . .. ... ..
Baza i wymiar przestrzeni liniowej . . . . ... ...
Wspotrzedne wektora w bazie . . . . . . . . ... ..
Suma prosta podprzestrzeni®* . . . . ... ... ...

2. Uktady réwnan liniowych

2.1.
2.2.
2.3.

Rzad macierzy . . ... ... ... L.
Twierdzenie Kroneckera — Capellego . . . . . . . ..
Uktady jednorodne i niejednorodne . . . . . . . . ..

3. Przeksztalcenia liniowe

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

Podstawowe okreslenia . . . . . . ... ... L.
Jadro i obraz przeksztalcenia liniowego . . . . . . . .
Macierz przeksztalcenia liniowego . . . . . . . . . ..
Dziatania na przeksztalceniach liniowych . . . . . . .
Wartosci i wektory wlasne przeksztalcenia liniowego

3.6. Wartosci i wektory wlasne macierzy . . .. .. ...
4. Przestrzenie euklidesowe
4.1. Tloczyn skalarny . . . . . . .. . .. ... ... ....
4.2. Norma wektora . . ... ... ... .. ........
4.3. Ortogonalno$é¢ wektoréow . . . . . . .. ... ... ..
4.4. Bazy ortogonalne . . . . . .. .. ... ... ... ..
4.5. Inne metody ortogonalizacji* . . .. . ... .. ...
4.6. Rzut ortogonalny . . . . . . ... ... ... ...
4.7. Diagonalizacja ortogonalna macierzy symetrycznych*
Odpowiedzi i wskazowki
Literatura
Skorowidz

12
14
20
29
35

40
40
48
93

58
58
62
65
72
78
86

93
93
96
99
103
111
114
122

129
138
139






Wstep

Ksiazka ,Algebra liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory” jest pierwsza cze-
$cig zestawu podrecznikéw do przedmiotu Algebra liniowa. Pozostalymi cze-
Sciami zestawu sa zbiory zadan ,Przyklady i zadania” oraz ,Kolokwia i eg-
zaminy”. Podreczniki te przeznaczone sa gléwnie dla studentéw politechnik.
Moga z nich korzysta¢ takze studenci wydzialéw nauk $cistych uniwersytetow
oraz uczelni ekonomicznych i pedagogicznych.

Opracowanie obejmuje przestrzenie i przeksztalcenia liniowe, uktady réw-
nan liniowych oraz przestrzenie euklidesowe. Wszystkie zagadnienia teore-
tyczne zakonczone sa ¢wiczeniami. Do wigkszosci twierdzen podano dowody.
Fragmenty materialu oznaczone gwiazdka nieznacznie wykraczaja poza pro-
gram przedmiotu. W ten sam sposéb oznaczono trudniejsze ¢wiczenia. Do-
datkowy material oraz trudniejsze ¢wiczenia dotaczono z myséla o studentach,
ktorzy chea pogtebi¢ swoje wiadomosci. Rownolegle do materialu omawianego
na wyktadzie studenci powinni rozwiazywaé¢ zadania. Metody rozwiazywania
zadan oraz zadania przeznaczone do samodzielnej pracy mozna znalezé w dru-
giej czedci zestawu ,,Przyklady i zadania” . Zadania, ktére w poprzednich latach
studenci rozwiagzywali na kolokwiach i egzaminach, sa umieszczone w trzeciej
czesci zestawu , Kolokwia i egzaminy’. Studentéw zainteresowanych rozwiag-
zywaniem trudnych i nietypowych zadan z tego przedmiotu zachecamy do
zapoznania sie z ksiazka ,Studencki konkurs matematyczny. Zadania z roz-
wigzanitami’ .

Do obecnego wydaniu dotaczono szczegbtowe omoéwienia zawartosci roz-
dzialéw. Ponadto poprawiono zauwazone bledy i usterki.

Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki Wroctawskiej
dziekujemy za uwagi o wczesniejszych wydaniach. Uprzejmie prosimy Wykta-
dowcéw i Studentéw o przesytanie uwag o podreczniku oraz informacji o za-
uwazonych bledach i usterkach.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas






Przestrzenie liniowe

W pierwszym paragrafie wprowadzamy podstawowe pojecia zwiazane z
przestrzeniami liniowymi oraz omawiamy wtasnosci dziatlan na wektorach z
tych przestrzeni. Nastepnie podajemy najwazniejsze przyktady takich prze-
strzeni (przestrzenie R™, przestrzenie wielomianéw, funkcji ciaglych oraz ma-
cierzy ustalonego wymiaru). W drugim paragrafie wprowadzamy podprzestrze-
nie przestrzeni liniowych i omawiamy ich wlasnosci. W kolejnym wprowadzamy
najwazniejsze pojecie algebry liniowej: liniowa niezaleznosé wektorow. Poda-
jemy tam warunki gwarantujace liniowa niezaleznos¢ uktadu wektoréow w réz-
nych przestrzeniach liniowych. W nastepnych paragrafach wprowadzamy baze
przestrzeni liniowej i korzystajac z tego pojecia okre§lamy wymiar przestrzeni
oraz wspoélrzedne wektora w bazie. Na koncu rozdzialu definiujemy pojecie
sumy prostej podprzestrzeni oraz podajemy jej wlasnosci.

1.1. Podstawowe definicje

Definicja 1.1. (przestrzen liniowa)

Niepusty zbiér V nazywamy rzeczywistq przestrzenig liniowg, jezeli dla dowol-
nych elementéow u, v € V okredlona jest suma u + v € V oraz dla kazdego
a € R i dla kazdego u € V okreslony jest iloczyn au € V przy czym oraz
dla dowolnych «a, 3 € R i dla dowolnych u, v, w € V dziatania te spelniaja
warunki:

(1) v + v = v + u (przemiennoé¢ dodawania);

(2) (u+v)+w=u+ (v+w) (lacznos¢ dodawania);

(3) istnieje element 0 € V taki, ze dla kazdego v € V mamy v + 0 = v (ist-
nienie elementu neutralnego);

(4) dla kazdego w € V istnieje element —w € V taki, ze w + (—w) = 0
(istnienie elementu przeciwnego);

(5) lu=u oraz a(fu)=(af)(u);

(6) (¢ +B)u=au—+ fu oraz «o(u+v)=au-+ av.
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Uwaga. Elementy przestrzeni V nazywamy wektorami, a element 0 — wekto-
rem zerowym. Rzeczywista przestrzen liniowg nazywamy krotko przestrzenia
liniowa lub wektorowa. Dopuszczajac w definicji a, § € C, otrzymamy okre-
Slenie zespolonej przestrzeni liniowej. Elementami przestrzeni liniowych moga
byé: wektory na prostej, ptaszczyznie lub w przestrzeni, ciagi liczbowe skon-
czone lub nieskonczone, macierze, funkcje, zbiory itp. Dla podkreslenia faktu,
ze funkcje i macierze sa wektorami bedziemy pisali je pogrubionymi literami
np. f, g, A, X itp. Réznice wektorow u, v przestrzeni liniowej definiujemy
wzorem:

u—v=u+(—v).
Cwiczenie 1.2. Sprawdzi¢, czy zbiory ze wskazanymi dzialaniami sa przestrze-
niami liniowymi:
(a) zbiér wektoréw na plaszczyznie ze zwyklymi dzialaniami: dodawaniem
wektoréw i mnozeniem wektora przez liczbe;

(b) zbiér wielomianéw stopnia 5 ze zwyklymi dzialaniami: dodawaniem wie-
lomianéw i mnozeniem wielomianu przez liczbe;

(c) zbiér macierzy wymiaru 3 X 4 ze zwyklymi dzialaniami: dodawaniem ma-
cierzy i mnozeniem macierzy przez liczbe;

(d) zbiér ciagéw nieskonczonych z dzialaniami « +y = (1 + y1,22 + Y2, .. .)
oraz ax = (ax1,are,...), gdzie ® = (r1,22,...), Yy = (y1,¥2,...), @ € R;

(e) zbidr funkcji okresowych o okresie T' = 27 ze zwyklymi dzialaniami na
funkcjach.

Cwiczenie 1.3. (wlasnosci przestrzeni liniowej)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Pokazaé, ze prawdziwe sg stwierdzenia:
(a) Oov =0 dla kazdego v € V;

(b) @0 =0 dla kazdego a € R;

(c)ov=0 = (a=0lubv=0);

(d) (ev =pPv oraz v #0) = a =3 dla dowolnych «, 3 € R oraz v € V;

(

(

(g

/—\

e) (—a)v = — (aw) = a(—v) dla kazdego a € R oraz kazdego v € V;
f) (au av oraz a # 0) =>u = v dla dowolnych u, v € V;

) (& — B)v = av — fv dla dowolnych «, 5 € R oraz kazdego v € V.

FAKT 1.4. (podstawowe przestrzenie liniowe)
1. R™. Niech n € N oraz niech

R"={x = (z1,29,...,2p) : 7 € Rdla 1l <k <n}.
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Réwnosé i dziatania w zbiorze R™ okreslamy w nastepujacy sposéb:

T=Y <— T1=Y1, T2 =Y2,---, Tn = Yn,
c+y=(r1+y,r2+y2,....Tn+yn), axr=(axr,are,...,ar,),
gdzie € = (x1,22,...,2n), Y = (Y1,Y2,---,Yn) oraz « € R. Zbiér R™ z tak

okreslonymi dziataniami jest przestrzenia liniowa.

2. R*°. Niech
R* ={x (r1,22,...): ©, € Rdlan € N}.
Réwnoéé i dziatania w zbiorze R*° okreslamy w nastepujacy sposdb:
T=Y <— T1=Y1,T2=Y2,---,
r+y=(r1+uy1,x2+Yy2,...), oax=(ar,ars,...),

gdzie x = (x1,22,...),y = (y1, Y2, ...) oraz a € R. Zbiér R z tak okreslonymi
dziataniami jest przestrzenia liniows.

3. R[z]. Niech R[z] oznacza zbiér wszystkich wielomianéw rzeczywistych. Row-
nos$¢é i dzialania w zbiorze R[z] wprowadzamy w naturalny sposéb, tzn.
p=gq <= <= p(z) =q(r) dla kazdego = € R,
(p+4q)(z) =p(z)+4q(x), (ap)(r)=ap(x) dlakazdego z € R,
gdzie p, g sa dowolnymi wielomianami, natomiast « € R. Zbiér R[z] z tak
wprowadzonymi dziatlaniami jest przestrzenig liniowa.

4. R, [z]. Niech n € N oraz niech R, [z] oznacza zbiér wszystkich wielomianéw
rzeczywistych stopnia nie wiekszego niz n. Réwnosé i dzialania w zbiorze R,,[z]
wprowadzamy w naturalny sposéb, tzn.

p=q < p(x) = q(x) dla kazdego = € R,
(p+4q)(z)=p(z)+4q(x), (ap)(x)=ap(z), dlakazdego = € R,
gdzie p, q sa dowolnymi wielomianami, natomiast o € R. Zbiér R, [z] z tak

wprowadzonymi dziatlaniami jest przestrzeniag liniowa.

5. C(I). Niech C (I) oznacza zbiér wszystkich funkeji ciagtych na przedziale
I C R. R6wnoéé i dzialania w zbiorze C (I) wprowadzamy w naturalny sposéb,
tzn.
f=g< f(x) =g(x) dla kazdego z € I,
(f+9) (@) =f(z)+g(x), (af)(z)=af(z) dakazdego x € I,



12 Rozdziat 1. Przestrzenie liniowe

gdzie f, g € C(I) oraz a € R. Zbiér C(I) z tak wprowadzonymi dziataniami
jest przestrzenia liniowa.

6. M, . Niech m,n € N oraz niech M, «,, oznacza zbiér wszystkich macierzy
rzeczywistych o m wierszach i n kolumnach. Réwnos¢ i dzialania w przestrzeni
M, xn Wprowadzamy w sposéb naturalny, tzn.:

A = B <= a;; = b;; dla kazdego 1 < ¢ < m oraz dla kazdego 1 < j < mn,
A+ B= [aij + bl]] R oA = [aaij] s

gdzie A = [ai;], B = [bij] € Myxn oraz a € R. Zbior M,y z tak wprowa-
dzonymi dzialaniami jest przestrzenia liniowa.

Uwaga. Rozwaza sie takze zespolone odpowiedniki wprowadzonych wyzej rze-
czywistych przestrzeni liniowych.

1.2. Podprzestrzenie przestrzeni liniowej

Definicja 1.5. (podprzestrzer przestrzeni liniowej)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Niepusty zbiér W C V nazywamy pod-
przestrzenig lintowq przestrzeni liniowej V, jezeli spelnia warunki:

wi + wy € W dla dowolnych wy,wqy € W;
aw € W dla kazdego o € R oraz kazdego w € W.
Uwaga. Warunki powyzszej definicji mozna zastapi¢ jednym:
arwi + aswo € W dla dowolnych «q,as € R oraz dowolnych wq, wo € W.

Zbior {0} oraz przestrzen V sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V.
Zbiory te nazywamy podprzestrzeniami niewlasciwymi. Pozostale podprze-
strzenie przestrzeni V nazywamy podprzestrzeniami wiasciwymi. Mozna po-
kazaé, ze kazda podprzestrzen liniowa przestrzeni liniowej jest przestrzenia
liniowa.

Cwiczenie 1.6. Korzystajac z definicji zbadaé, czy zbiér W jest podprzestrze-
nig przestrzeni liniowej V, jezeli:
a) W= {x = (z1,72): 71 >0, 22 > 0}, V=R?
b) W = {x = (v1,22,23) : 1 +22 =0, 29 + 3z3 = 0}, V = R3;
c) W= {x = (v1,22,23,24) : 21 + 22+ 23+ 24 =0}, V=R%
d) W= {:1: = (z1,22,...) : granica nh_)ngo Tp jest skoﬁczona}, V = R,
e) W — zbidr wszystkich wielomianéw stopnia parzystego, V = Rlz];
)

) W — zbiér funkeji parzystych i ciagtych na przedziale [-1,1], V = C ([—1, 1]);
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(g) W — zbiér macierzy diagonalnych stopnia 3, V = Mss;

(h) W = {A € Miyyy : det A = 0}, V = Myy4.

Cwiczenie 1.7. Uzasadnié, ze jedynymi podprzestrzeniami wlaciwymi prze-
strzeni:

(a) R? sa proste przechodzace przez poczatek uktadu wspotrzednych;

(b) R3 s proste i plaszczyzny przechodzace przez poczatek uktadu wspotrzed-
nych.

@) Y R? (b) R <

Rys. 1.1. Podprzestrzenie wtaiciwe przestrzeni (a) R?; (b) R?

FAKT 1.8. (o iloczynie i sumie podprzestrzeni liniowych)
Niech U i W beda podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V. Wowczas

1. zbiér UNW jest podprzestrzenia przestrzeni V;

RN

Rys. 1.2. Czesé¢ wspdlna podprzestrzeni jest podprzestrzenia

2. zbior UU W jest podprzestrzenia przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy
UCWIlubWcCU.

Dowédd. 1. Niech v, vo € UNW oraz niech oy, as € R. Wéwcezas vy, vo € U oraz
v1, vo € W. Poniewaz zbiory U, W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V, wiec
a1V + agvy € Ul aqvy + asvy € W. St@d wynika, ze a1v1 +asvys € UNW.

2. Najpierw udowodnimy implikacje w prawo (=) . Zalézmy, ze zbiér UU W jest
podprzestrzenia przestrzeni liniowej V. Dla dowodu nie wprost przypuéémy, ze nie
zachodzi zaden z warunkéw: U C W, W C U. To oznacza, ze istnieja wektory u,
w €V takie, ze u € Uiu & W oraz w € Wiw ¢ U. Poniewaz u € UUW i
w e UUW, wiec u+w € UUW, bo UUW jest podprzestrzenia liniowa. Stad wynika,
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zeu+w € Ulubu+w e W. Gdyby u+w € U, to w = (u + w) —u € U, co przeczy
warunkowi w ¢ U. Podobie, gdyby u + w € W, to u = (u +w) —w € W, a to jest
sprzeczne z warunkiem uw ¢ W. Z otrzymanych sprzecznosci wynika, ze U C W lub
WcU.

Przechodzimy teraz do dowodu implikacji w lewo («<=). Zalézmy, ze U C W lub
W C U. Woéwczas UUW =W lub UUW = U. W obu przypadkach to oznacza, ze
zbiér UU W jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V.

Cwiczenie 1.9. Ktére ze zbioréw W1, Wy sa podprzestrzeniami przestrzeni V:
(a) Wy ={(z,y,2) : c+y—22=01 3z — 2y + z =0},
Wy = {(z,9,2): +y —22=0 lub 3z — 2y + z = 0}, V= R3;

(b) Wy = {(an) . szereg Z an jest zbiezny i lim a, = 0},

n=1

(o]
Wy = {(an) : szereg Z a, jest zbiezny lub lim a, = 0}, V =R>;
n:l n—oo

() Wy ={p:p(l)=01ubp’(2) =0}, Wo={p : p(1) =01ip'(2) =0},
V = R[z]?

1.3. Liniowa niezalezno$¢ wektorow

Definicja 1.10. (liniowa niezaleznos¢ i zalezno$é wektoréw)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Méwimy, ze wektory vy, vo, ... ,v, € V
(n € N) sa liniowo niezalezne, jezeli dla dowolnych ai, ag, ... ,a, € R z
warunku

a1v; +avvs + ...+ apv, =0,
wynikaja réwnosci:
al=ay=...=aqa, =0.
W przeciwnym przypadku méwimy, ze wektory vi,vs,...,v, sa liniowo za-

lezne. Réwnowaznie: wektory vy, v, ..., v, € V sa liniowo zalezne, jezeli
istnieja a1, a9, ..., a, € R, nie wszystkie rowne 0, takie, ze

a1v; +avvs + ...+ a,v, =0.

Cwiczenie 1.11. W przestrzenie liniowej V, korzystajac z definicji zbadaé
liniowa niezaleznos¢ wektorow:

(a) V=R3 v; =(1,0,0), vy = (1,1,0), v3 = (1,1, 1);
(b) V=Ro[z], py =2? =1, py =2+ 1, py = —2* + 22+ 3, p; = —2x + 3;
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() V= Mo, Ay = [(1) ﬂ,Azz [_‘f ‘é];
(d) V=C([0.2n]), f; =sinx, fy = cosz.

Cwiczenie 1.12. Wektory u, v, w sa liniowo niezalezne. Zbadaé liniows nie-

zaleznosé wektoréw:
(a) 2u, —v, (1/3)w; (b) 3u + v, 2v — 4w;

Cu+t+v,ut+w,v—w; (du—v,v—w,w.

Cwiczenie 1.13. (o liniowej niezaleznosci wektoréw na plaszezyinie/w przestrzeni)
Pokazaé, ze:

(a) dwa wektory na plaszczyznie sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy nie sa wspotliniowe;

(a) ¥ (b) ¥

U2

V2
V1

0] x 0] z
Rys. 1.3. Wektory na ptaszczyznie liniowo (a) niezalezne; (b) zalezne

(b) trzy wektory w przestrzeni sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
nie sa wspdlplaszczyznowe.

(a) yE DR

Rys. 1.4. Wektory w przestrzeni liniowo (a) niezalezne; (b) zalezne

FAKT 1.14. (wlasnosci wektoréw liniowo niezalezZnych i liniowo zaleznych)

Niech V bedzie przestrzenia liniows oraz niech v, wi,wo,...,w, beda wek-
torami z tej przestrzeni. Ponadto niech W bedzie podprzestrzenig przestrzeni
liniowej V. Wéwczas prawdziwe sg stwierdzenia:

1. wektor v jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v # 0;
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2. wektory wi, we, ... ,w,, 0 sa liniowo zalezne;

3. jezeli wektory wi, wa, ... ,w, sa liniowo zalezne, to wektory wi, wo, ...,
wy,, v sg rowniez liniowo zalezne;

4. jezeli wektory wq,wo, ..., w, sa liniowo niezalezne, to wektory wi, wo, ...,
wy, (k < n) sa réwniez liniowo niezalezne;

5. jezeli wektory wi,ws,. .., w, € W sa liniowo niezalezne (zalezne) w prze-
strzeni V, to sa réwniez liniowo niezalezne (zalezne) w przestrzeni W.

Dowdd. 1. Jezeli v # 0 i av = 0, to @ = 0 jako wniosek z aksjomatéw przestrzeni
liniowej (Cwiczenie 1.3 wlasnoéé 3.). Wektor v jest wiec liniowo niezalezny.

2. Poniewaz
1-0+0-w1+...40-w, =0,

wiec wektory 0, wy, ..., w, sa liniowo zalezne.
3. Z liniowej zaleznosci wektorow wi, ws, . .., w, wynika istnienie stalych a1, aq, ...,
oy, nie wszystkich réwnych 0 takich, ze
1w + W + ... + awy =0.
Stad mamy
0~v+a1w1+a2w2+...+anwn :0,
co oznacza, ze wektory v, wy,wa, ..., w, takze sg liniowo zalezne.
4. Zalézmy liniowa niezaleznos¢ wektoréw wi, wa, . .., w,. Niech teraz
al-w1—|—o¢2w2—|—...—|—o¢k-wk:0,

gdzie a1, ao,...,ar € R oraz k < n. Woéwczas mamy

aywy +agwy + ... Fopwp +0-wpp +...+0-w, =0.
7Z liniowej niezaleznoéci wszystkich n wektorow wynika, ze a3 = as = ... = a; = 0.
To z kolei oznacza liniowa niezaleznos¢ wektoréw wi, wa, . .., wg.
5. To stwierdzenie wynika bezposrednio z definicji liniowej niezaleznosci (zaleznosci)
wektorow.
Definicja 1.15. (kombinacja liniowa wektoréw)

Niech V bedzie przestrzenig liniowa. Kombinacjq liniowg wektoréw vy, vo, .. .,
v, € V o wspdlezynnikach rzeczywistych (zespolonych) ai, ag, ..., a, nazy-
wamy wektor

a1V] + V9 + ... + QpUy.
Cwiczenie 1.16. Napisa¢ kombinacje liniowe podanych wektoréw ze wskaza-
nymi wspotczynnikami:
(a) V1 = (07 _2)7 V2 = (_173)7 a1 = _1/27 Qg = 27 gdZie V= RQ,
b)py =23 322 +1,py =22 —1, a1 =1, ag = —1, gdzie V = R3[x].



1.3. Liniowa niezalezno$¢ wektoréw 17

FAKT 1.17. (liniowa niezaleznosé a kombinacje liniowe)

1. Wektory w1y, wa, ..., w, (n > 2) sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
co najmniej jeden z nich (np. wy gdzie 1 < k < n) jest kombinacja liniowa
pozostatych:

Wp = W] + QW + ...+ Qp_1Wg—1 + Q1 Wiyl + ... + QpWy,

gdzie aq,9,..., 051, Qk41,...,0p, € R.
2. Jezeli wektory wi,wo, ..., w, sa liniowo niezalezne, a wektory v, wi, ws,
..., wy, sy liniowo zalezne, to wektor v jest kombinacjg liniowsa wektorow wy,
w, ..., Wy :

V= oWy + Wy + ...+ Wy,

gdzie aq, ag, ..., a, € R.
Dowdd. 1. Zalézmy, ze wektory wi, we, ..., w, sa liniowo zalezne. Wéwczas istnieja
liczby 1,9, ...,a, € R, z ktérych co najmniej jedna (np. ax, 1 < k < n) nie jest

zerem takie, ze
aywy + ... ap g wi—1 + oWk + o Wey + .. apwy, =0.

Stad wynika, ze

wiec wektor wy, jest rzeczywiscie kombinacja liniowa pozostatych. Z drugiej strony
zakltadajac, ze

wy, = 1wy + ...+ S 1Wi—1 + Brp1Wry1 + ... + Brwy,
otrzymujemy réwnosé
Brwi + ...+ Br—rwi—1 — 1wy + Br1Wht1 + ... + Bpw, =0.

7 rownosci tej wynika, ze wektory wi, wa, ..., w, sa liniowo zalezne.
2. Zalézmy, ze wektory wi, wa, ..., w, sa liniowo niezalezne, a wektory v, wy, wo, .. .,
w, liniowo zalezne. Wtedy istnieja liczby «, a1, aq, ..., a, € R takie, ze
av + aiwy + aw + ...+ apwy, :0,
przy czym co najmniej jedna z nich nie jest zerem. Gdyby a = 0, to zachodzitaby
réwnosé
w1 + w4 ... + oWy, ZO,

za$ wérod liczb aq, ao, . . ., oy, znajdowalaby sie liczba rézna od zera. Jest to sprzeczne
z liniowg niezaleznoscig wektorow wi, wa, . .., w,. Zatem « # 0, wiec
aq a2 Qn
V=——w] — —Wy — ... — —W,.
e e e
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Uwaga. Wektory wi,ws,...,w, (n > 2) sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy zaden z nich nie jest kombinacja liniowa pozostatych.

Cwiczenie 1.18. Uzasadni¢, ze podane uklady funkeji sa liniowo zalezne w
przestrzeni C (R):

(a) f1=1, fy =sin’z, f3=cos’z;

(b) f1 =2, fo=(1+2) f3=(1-2)%

(c) f1 = arctgz, fy =arcctgz, f3=1;

3 1

d =In(1+2%), =In—.

(d) f1 =W (1+2?), fy T
Definicja 1.19. (liniowa niezaleznosé nieskoriczonego ukladu wektoréw)

Nieskonczony ukiad wektorow z przestrzeni liniowej jest liniowo niezaleziny,
jezeli kazdy jego skonczony poduktad jest liniowo niezalezny. W przeciwnym
przypadku mowimy, ze uktad ten jest liniowo zaleziny.

Cwiczenie 1.20. Uzasadni¢ liniowsa niezaleznosé¢ nieskonczonych uktadéw wek-
toréow:

(a) A=1{(1,0,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,...),...} w R*;

(b) A={1,z,2%,...} w R[z];

(c*) A= {shz, sh2z, sh3z,...}, C (R);

(d*) A:{e)‘x: )\ER}WC(R).

TWIERDZENIE 1.21. (kryterium liniowej niezaleznosci funkcji)

Niech funkcje fq, fo, ..., f, beda okreslone na przedziale I i maja tam ciagte
pochodne rzedu n — 1 (n > 2). Ponadto niech wronskian ukladu tych funkcji,
tj. wyznacznik

det ) ) . ) ,

LA @) @) £ @)

nie znika tozsamosciowo na I. Wtedy funkcje fy, fq,..., f,, sa liniowo nieza-
lezne w przestrzeni C (I).

Dowdd. Niech funkcje f1, fo,. .., f,, spelniaja zatozenia twierdzenia oraz niech

arfi+afy+...+anf, =0.
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Rézniczkujac n—1-krotnie powyzsza tozsamosé otrzymamy kolejno nastepujace zwiazki

ozlj"{—i—ozgle—|—...—|—o¢nf,/Z = 0,
alf{/—i-agfg"—i-...—kanf;' = 0,

ozlflnfl) + ozng(nfl) +... 4+ oznf,gnfl) = 0.

Mozemy wiec zapisaé, ze dla kazdego x € I zachodzi wzér

fi(x) folx) o ful) o 0
fi(z) fil@) ... fale) az | |0
—1 —1 _

@) £ @) £ @) ] Low 0
Otrzymalismy dla kazdego = € I jednorodny uklad n réwnan z n niewiadomymi
Q1,Qe,...,qp. 7 zalozenia istnieje takie x € I, dla ktérego wyznacznik macierzy
gltownej tego ukladu jest rézny od zera. Jego jedyne rozwiazanie w tym przypadku,
jako ukladu Cramera, jest zerowe. Zatem a3 = 0, s = 0, ..., a, = 0, skad wynika
linjowa niezalezno$¢ funkeji £y, fa, ..., f,,- To konczy dowdd.

Uwaga*. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Na przyklad funkcje

2?2 dla z <0, 0 dla x<0,
fl(w)_{o dla >0, F20)=9 2 g 20

sa liniowo niezalezne, ale ich wronskian znika tozsamosciowo na R.

Cwiczenie* 1.22. Korzystajac z powyzszego kryterium uzasadnié¢ liniowa nie-
zalezno$¢ uktadow funkcji:

(a) sinz, cosz; (b)) e™®, 1, ¢e% (c) €%, ze®; %%, xe®;

3

(d) 1, sinz, cosz, sin 2z, cos2z; (e) e**sinx, e3* cos 2z, 2% sin 3z, € cos 4.

FAKT 1.23. (warunek konieczny i dostateczny liniowej niezaleznosci funkcji)

Funkcje fq, fo,..., f, 2z przestrzeni C(I) sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy w przedziale [ istnieja liczby 1 < 9 < ... < z, takie, ze

Fi(z1) Fi(z) oo fi(zn)

det f2('951) f2('952) fz(‘xn) 20,
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Dowdd. Konieczno$¢ warunku jest oczywista (wynika z definicji liniowej niezalezno-
sci funkcji). W dowodzie dostatecznodci zastosujemy metode indukeji matematycznej.
Niech n = 1. Jezeli funkcja f; jest liniowo niezalezna, to nie jest ona tozsamosciowo
réwna zeru. Istnieje wiec liczba z1 € T taka, ze f, (x1) # 0. Zalézmy teraz, ze dowo-
dzona wlasno$¢ jest spetniona dla n funkcji. Ponadto niech funkcje fy,..., f,, f.11
beda liniowo niezalezne. Wéwczas funkcje f, ..., f,, sa liniowo niezalezne, wiec z za-
lozenia indukeyjnego istnieja liczby x1, ..., 2, € I takie, ze d = det [f; (xj)]ijl £ 0.

Niech
Fi(z1) Fi(zn) fi()

D(x): . . . .

fn-‘,—l (331) e -fn+1 (xn) .fn+1(33)
dla z € I. Zachodzi rownosé

Dz)=caf (x)+...+eaf,(x)+df 0 (x)

dla pewnych liczb ¢1,...,¢, € R oraz dla d # 0. Warunek D(x) = 0 jest sprzeczny

z liniowg niezaleznoécig funkeji f,..., f,,, f,41. Istnieje wiec x, 1 € I spelniajacy
warunki x,41 # z; dlai =1,2,...,n oraz D (x,41) # 0. To koficzy dowdd.

Cwiczenie* 1.24. Stosujac powyzszy fakt uzasadni¢ liniowa niezaleznosé ukla-
dow funkcji:
(a) z, sinz, 22, sin?z; (b) 1, €%, €, 3%, ... " (n € N)

w przestrzeni funkcji ciagglych na zbiorze R.

1.4. Baza i wymiar przestrzeni liniowej

Definicja 1.25. (operacja generowania)

Niech vy, vs, ..., v, bedag wektorami z przestrzeni liniowej V. Zbiér wszystkich
kombinacji liniowych wektoréw vy, vo, ..., v, oznaczamy przez
lin {vy, vo, ... ,v,}.
Zatem
lin{vy, vo, ... , v} ={qv1 + Ve + ... + v, : a; e Rdlal <i<n}.

Podobnie okregla sie operacje lin dla nieskonczonego zbioru A wektoréw:

linA = U {a1v1 + agva + ...+ v, v; € Aoraz a; € Rdla 1 <i<n}.
neN



