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Wstep

Od roku 1994 w Politechnice Wroctawskiej odbywa si¢ konkurs matematyczny
pn. ,,Egzamin na ocene celujaca”. W kazdym roku akademickim egzamin jest organi-
zowany dwukrotnie. W semestrze zimowym studenci zdaja go z Algebry z geometria
analityczng oraz Analizy matematycznej 1, a w semestrze letnim — z Analizy mate-
matycznej 2. Material obowiazujacy na egzaminie obejmuje dzialy algebry i analizy
tradycyjnie wyktadane w uczelniach technicznych. Jednakze zadania sa nietypowe, a
ich rozwiazanie wymaga pomystowosci. Do udziatu w konkursie dopuszczeni sa stu-
denci pierwszego roku, ktory najlepiej zaliczyli obowiazkowe kursy z matematyki. Na
egzaminach uczestnicy otrzymuja do rozwiazania 4 zadania w czasie 3 godzin.

Zestawy zadan z tych egzaminéw zebrano w niniejszym zbiorze. Sklada si¢ on
z trzech rozdzialéw poswieconych poszczegdlnym przedmiotom. W pierwszej czedci
rozdzialéw umieszczono zestawy zadan z egzaminéw, a w drugiej podano pelne roz-
wiazania zadan albo odpowiedzi ze wskazéwkami. W wykazie na koncu zbioru podano
autorow zadan albo wskazano skad zaczerpnieto zadania. Rozwiazania pochodza od
autora opracowania albo z tych samych Zrédet co zdania. Ponadto wykorzystano po-
myslowe rozwigzania kilku zadan zaproponowane przez kolegéw z Wydzialu Matema-
tyki Politechniki Wroctawskiej. Dzigkuje za zgode na ich opublikowanie.

Do obecnego wydania dotaczono zestawy zadan z egzaminéw na ocene¢ celujaca,
ktore odbyly sie w roku akademickim 2016/17. Ponadto poprawiono zauwazone bledy
iusterki

Czytelnikéw uprzejmie prosze o zglaszanie uwag o zadaniach oraz o wskazanie

btedoéw i usterek w zbiorze. Mile widziane beda nowe oryginalne problemy na egza-
miny.

Zbigniew Skoczylas



Algebra i geometria analityczna

Zestawy zadan

Styczen 2016 r. Rozwiazania str. 9

1. Na plaszczyZnie zespolonej zaznaczono parami rozne niezerowe liczby z1, 2o, 23, 24.

Korzystajac tylko z cyrkla i linijki skonstruowac wszystkie elementy zbioru /21 222324.

2. Znalezé pierwiastki zespolone wielomianu z* + 7iz3 — 1322 4 iz — 20.

3. Wiersze od drugiego do ostatniego wyznacznika stopnia n (n > 2) wypelnié¢ licz-

bami catkowitymi tak, aby po wpisaniu do pierwszego wiersza dowolnych liczb ze

zbioru {0,1,2,...,9}, warto$¢ wyznacznika byta liczba z pierwszego wiersza (odczy-

tana w ukladzie dziesietnym).

4. Podstawa ostrostupa prostego jest prostokat. Plaszczyzna przecina krawedzie boczne

ostrostupa i wyznacza na nich kolejno odcinki o dlugosciach 3,2, 4, k, liczac od wierz-
chotka. Metodami geometrii analitycznej w R? znalezé k.

Odpowiedzi, rozwigzania, wskazowki

Styczen 2016 r. Zestaw str. 9

1. Niech zi = 71 (cos or +isinpy) dla 1 < k < 4, przy czym 7 > 0. Ze wzoru de Moivre’a
oraz ze wzoru na pierwiastki zesplone wynika, ze jeden z elementéw zbioru z1z2z32z4 ma
postac:

wy = W(COS% +8021‘803+904 —l—isinwl -&-4,021-903-1-4,04)7

a pozostalymi elementami saw: = iwi, w3 =
—w1, wa = —ws2. Zatem problem sprowadza
sie do nastepujacego: jak majac odcinki o diu-
gosciach ri, re, r3, rs oraz katy i1, @2, @3,
¢4 skonstruowaé¢ odcinek o dlugodci /rirarars
oraz kat (o1 + w2 + 3 + ¢4) /4. Najpierw przy-
pomimy, jak konstuuje sie odcinek o dtugosci h =
Vab, gdy dane sg odcinki o dlugosci a i b. Kon- a b
strukcja jest pokazana na rysunku.




10 Odpowiedzi rozwigzania, wskazéwki

7 réwnosci
rirarars = N/ - rara
wynika, ze powtarzajac te konstrukcje 3 — krotnie otrzymamy odcinek o zadanej dtugosci.
Przechodzimy do konstrukcji kata (o1 + w2 + @3 + ¢4) /4. Najpierw budujemy kat o1 +
w2 + 3 + 4. Nastepnie stosujac dwukrotnie standardowy sposéb dzielenia kata na potowe
otrzymamy zadany kat.
2. Poniewaz przed nieparzystymi potegami zmiennej z wystepuja liczby zawierajace tylko
czesé urojona, wiec podstawiamy z = iw. Wielomian przyjmie wtedy postac
(iw)* + 7i(iw)® — 13(iw)? + i(iw) — 20 = w* + Tw® + 13w — w — 20.
Teraz sprawdzamy, czy wielomian ma pierwiastki catkowite. Szukamy ich wsréd podzielnikéw
liczby 20. Okaze sie, ze pierwiastkami catkowitymi beda tylko wi; = 1 oraz ws = —4. Po
podzieleniu wiclomianu w* + 7Tw® + 13w? — w — 20 przez iloczyn (w — 1)(w + 4) otrzymamy
w? 4+ 4w + 5. Standardowo wyznaczamy pierwiastki otrzymanego ilorazu. Sg nimi ws =
—2 —i,ws = —2 + i. Mnozac otrzymane liczby przez i otrzymamy pierwiastki wyjsciowego
wielomianu:
lei, 22:—4i, 23:1—2i, Z4:—1—2i.

3. Przyklad takiego wyznacznika podajemy nizej

C1 C2 C3 +*** Cp-1 Cpn
—1 10 0 .- 0 0
0 -1 10 --- 0 0
det ) ) . . ) =lcicacs -+ Cn—1nlyq -
0 0 0 .- 10 0
0 0 o .-~ —1 10

Inny wyznacznik podat dr Jerzy Cisto

C1 C2 C3 st Cpn-—1 Cn,
-1 0 0 -+ 0 10!
0 -1 0 0 10"2
det . . . . . = [cicacs - cn1cn]yq -
0 0o 0 -+ 0 102
0 0o 0 - -1 10

4. Niech a = (p,q,7), b= (-p,q,7), ¢ = (=p,—¢,7), d = (p,—¢,7) (p > 0,¢ > 0,7 > 0)
bedg wersorami kierunkowymi krawedzi ostrostupa. Ponadto niech A, B, C, D beda punktami
przeciecia plaszczyzny z krawedziami wyznaczonymi odpowiednio przez wersory a,b,c,d
(rysunek).




Algebra i geometria analityczna 11

Wtedy
A = 3a = (3p,3q,3r), B =2b=(—2p,2q,2r),
C =4c = (—4p,—4q,4r), D = kd = (kp, —kq, kr).

Zastosujemy teraz tatwa do uzasadnienia réwnowaznosc:

r1 Y1 21
T2 Y2 22
xr3 Y3 z3
T4 Y4 24

punkty A; = (z4,9:,2:) 1 <4 <4 sa wspolplaszezyznowe <= det

= = e

Podstawiajac wspotrzedne punktéw A, B, C, D otrzymamy:

3p 3q 3r 1

—2p 2¢g 2r 1 | _ B _ .
det T 0 < —8pgr (k—12) =0.
kp —kq kr 1

Zatem k = 12.



Analiza matematyczna 1

Zestawy zadan

Luty 2016 r. Rozwigzania str. 13

1. Pokazaé, ze dla pewnej liczby naturalnej n rozwinigcie dziesietne y/n zaczyna sie
uktadem cyfr 2016, a bezposrednio po przecinku ma 7 ,siédemek”. Pozostale cyfry
rozwiniecia moga by¢ dowolne.

2. Jakie wartosci moze przyjaé granica
i 1)
im ,
a—0t  f(z)
gdy f jest funkcja ciagla na przedziale [0, 1) i dodatnia na (0,1)?

3. Znalez¢ wielomian, ktéry tylko w —1 i 2 ma ekstrema lokalne wlasciwe (odpowied-
nio minimum i maksimum), a ponadto tylko w 0 ma punkt przegiecia.

4. Niech funkcja f bedzie ciagla i nieujemna na przedziale [a, b] (a > 0). Wyprowadzié
wzor na objetosé bryly powstalej z obrotu obszaru {(z,y) :a <2z <b, 0 <y < f(x)}
wokot osi Oy. Korzystajac z niego obliczy¢ objetos¢é torusa, tj. bryly powstalej z
obrotu kota o promieniu r wokét osi oddalonej o R (R > r) od jego $rodka.
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Analiza matematyczna 1 13
Odpowiedzi, rozwigzania, wskazowki

Luty 2016 r. Zestaw str. 12
1. Wykorzystamy tatwy do sprawdzenia fakt, ze dla a € R ciagi
Tm =V (Mm+a)?’+1—m, ym=+/(m+a)?>+2—-m

sa malejace i maja granice a. Inaczej méwiac dla dostatecznie duzych m zachodzi wzoér
przyblizony /(m + a)® + 1 & m+a (z dowolng doktadnoscia i z nadmiarem z lewej strony).
Tak samo jest dla drugiego ciagu. Zatem, jesli przyjmiemy m = 2016 - 10*~! (k € N) oraz
a=0,7777777, to dla dostatecznie duzego k otrzymamy wzor przyblizony

\/(2016 S10F=1 40, 7777777)2 + 2 &~ 2016 - 105~ + 0, 7777777
np. z doktadnoscig 1078, To za$ oznacza, ze dla tych k liczbe n mozna okreslié nastepujaco
n= {(2016 10" 4 0,7777777) " + 2J :

Rzeczywiscie mamy wtedy

\/(2016 -10k=1 40, 7777777)* + 1 — 2016 - 10F "

</ —2016- 10771 <

\/(2016 10k=1 40, 7777777)* + 2 — 2016 - 1071,

a oba ciggi ograniczajace maja te samg granice 0,7777777. Okazuje sig, ze juz dla k = 5
mamy

V= \/[(2016 -10° +0.7777777)* 4 2| = /40642560 313599 971
= 201600000, 7777 777043 ..

2. Oczywiste jest, ze jezeli rozwazana granica istnieje, to jest nieujemna. Pokazemy, ze moze
by¢ ona dowolna liczba z przedziatu [0, 1]. Rzeczywiscie dla funkcji f(x) =z, f(z) =z + 1
oraz

1
———dlal0<z<1
f@) =4 (=In(x))” (p>0),
0 dla z=0
mamy odpowiednio:
z2 . z2+1 .

lim — =0, lim =1, lim
z—0+ T z—0+ T+ 1 z—0+

Czytelnikowi zostawiamy do pokazania, ze granica

1 1)
a—ot  f(x)

nie przyjmuje wartosci wiekszej od 1.



14 Odpowiedzi, rozwigzania, wskazéwki
3. Skoro wielomian w ma tylko w punktach —1, 2 odpowiednio minimum i maksimum, to
jego pochodna moze mie¢ np. postac:

w'(z) = —(x+ 1)(z — 2) (1’2 +az + b) ,
przy czym &1 = a® — 4b < 0. Wtedy
w” (z) — [(x +1)(x—2) (m2 + azx + b)]”
= —42° + (3—3a)z® + (2a — 2b+ )z + (2a + b).

Poniewaz wykres wielomianu w tylko w 0 ma punkt przegiecia, wiec
w’(0)=2a+b=0 oraz w’(zx)#0 dlaz#D0.
Podstawiajac b = —2a do w”(z) otrzymamy
w’(z) = —x (41’2 — (3 —=3a)x — 6a — 4) .
Zatem dodatkowo powinien by¢ spelniony warunek:
6 = (3 —3a)> 4+ 16 (6a +4) < 0 <= 9a° 4 78a + 73 < 0.
Szukamy liczb a, b spelniajacych uktad warunkdéw:
{ a’> —4b <0,
2a+b=0,
9a” + 78a + 73 < 0.

Rozwigzaniem jest np. a = —2,b = 4. Poniewaz w'(z) = —(z +1)(x — 2) (x2 — 2z + 4), wiec
w(z) = /w'(x) dz

= —/(m+1)(x—2) (2® =22+ 4)dz

= —lm5+§x
5 4

1 %x‘q’ + 8z (w calce przyjeto stata C' = 0).

Y

-1 2 \ T

4. Wzor na objetos¢ bryty V' powstatej z obrotu obszaru
{(z,y) eR*:0<a<z<h, 0Ky < fla)}

wokétosi Oy ma postaé
b

objetosé (V) = 27r/xf(:r) dz.

a

Dla gérnej polowy torusa mamy [a,b] = [R —r, R+ r] oraz f(z) = \/r? — (z — R)2.



Analiza matematyczna 1 15

Yy

Zatem

R+1r
Y _ 5. Y u=z—R
objetosé (V) = 2- 2 / zA/1?2 — (x — R) d:r[du—dx }
R—r

T

47r/(u+R) r2 —u?du = 4w /ux/rQ—UQdu—FR/\/rQ—quu

—r

Pierwsza catka jest réwna 0, bo catkujemy funkcje nieparzysta po przedziale symetrycznym.
Za$ druga jest réwna 772 /2, bo wyraza pole pétkola o promieniu r. Ostatecznie otrzymamy

7T7‘2

objetosé (V) = 4r [0 +R- T] = 21°r°R.



Analiza matematyczna 2

Zestawy zadan

Czerwiec 2016 r. Rozwigzania str. 17

o0
1. Zbadaé zbieznoéé szeregu Z (3In(n*+1) —2In(n®+1)).

n=1
2. Wafelek do loda ma ksztalt stozka wydrazonego o wysokosci H z jednakowa gru-
boscia $cianek (rysunek). Masa lodowa (stozek) wypelniajaca wafelek ma wysokosé
h (h < H). Przyjmujac, ze wafelek i masa sa jednorodne, a gestosé masy jest 2 razy
wieksza od gestosci wafelka, wyznaczy¢ polozenie $rodka masy calego loda.

3. Katem nachylenia gladkiej powierzchni w ustalonym jej punkcie nazywamy kat
ostry miedzy plaszczyzna styczng w tym miejscu, a poziomem. Obliczyé¢ sredni kat
nachylenia wzgoérza o réwnaniu

1
z:Z—mQ—yz (2>0).

4. Trzy boki czworokata wypuklego maja diugoéé 1. Jaka powinna by¢ diugo$é czwar-
tego boku czworokata oraz jak powinien by¢ on uksztaltowany, aby mial najwicksze
pole?

16



Analiza matematyczna 2 17

Odpowiedzi, rozwigzania, wskazowki

Czerwiec 2016 r. Zestaw str. 16

1. Najpierw przeksztalcimy szereg do dogodniejszej postaci. Mamy

oo 0o 2 3 0o
Z(Sln(n2+1) —21n(n3—|—1)) :ZIDM :Zlnn6+3n4+3n2+1-
n=1

(P +1)° (3 1 1)?

n=1
Nastepnie wykorzystamy kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregéw. tatwo uzasadnic, ze
spelnione sg nieréwnosci (In jest funkcja rosnaca):

nS+3nt+3n2+1 n% + 3n* + 3nt + n? nS + 7nt 7 7
- zln( )<

0<In - <In - =In 14+ —
(n3 + 1)° (n? +0)? nb n?

Ostatnia z powyzszych nieréwnosci wynika z relacji In (1 + z) < « (x > 0) . Poniewaz szereg

n?’

1
Z — Jest zbiezny, wigc takze rozwazany szereg jest zbiezny.
n
n=1
2. Stawiamy loda ,do géry nogami”. srodek masy wafelka napelnionego masa lodowa lezy
na osi symetrii, zatem wystarczy wyznaczy¢ tylko wspolrzedna pionows srodka masy.

Skorzystamy ze wzoru ma wspétrzedne srodka masy uktadu dwéch cial materialnych
z1-m1+ z2 - ma2
m1 + m2

z =

oraz z faktu, ze $rodek masy jednorodnego stozka lezy na jego osi symetrii w odleglosci
1/4, wysokosci liczac od podstawy. Ponadto wykorzystamy fakt méwiacy, ze objetosci bryt
podobnych maja sie do siebie jak szesciany skali ich podobienstwa. Przyjmujemy, ze napel-
niony lodami wafelek sktada sie wafelka o wysokosci H wypelnionego catkowicie ciastem oraz
stozka o wysokosci h tez wypelnionego ciastem.

Poniewaz chodzi nam o wspéirzedna z, wiec te stozki mozna postawié obok siebie (rysunek).
Wtedy

H h h\?3
Z_I'M+Z'M'(E) 1 H !
= can B E L
M- (1) *




18 Odpowiedzi, rozwigzania, wskazéwki
3. Wektor normalny (skierowany w gore) plaszczyzny stycznej do powierzchni z = 1/4 —

z? —y? w punkcie (z,y) ma postaé¢ n = (2x, 2y, 1). Zatem kat ostry « nachylenia plaszczyzny
stycznej do poziomu wyraza si¢ wzorem (z,y) = arc tg \/4x? + 4y2. Stad mamy

1
Yer = pOT//W(:r,y) dxdy

// arctg \/4x? + 4y2dady

N»—‘

27

Il
ERES
—

1
2

/rarc tg 2rdr | de

0

O o=

=8 [ rarctg2rdr = [(1+4r%) arctg2r — 2r] 2 = g — 1~ 0.57 [rad] ~ 33°.

(=]
=

Uwaga. W tym problemie bardziej adekwatne jest przyjecie definicji wartosci sredniej funkcji
~ na powierzchni ¥ z wykorzystaniem catki powierzchniowej (zobacz nizej).

g = m%(z)//w(:r,yyz)ds
s ¢ o (L) (%)
// ¢ (Y (2 e

// arctg\/4x2+4y \/1+4 x? + y?)dzdy

= itd.

// 1+ 4 (22 + y2)dedy
’<3

N._.

4. Niech zx,y oznaczaja katy miedzy bokami o dlugosci 1. Mozna zatozy¢, ze speiniaja one
nieréwnosci 7/2 < x < 7, 7/2 < y < . Poniewaz pole czworokata jest réznica pola trapezu
i sumy p6l dwéch skrajnych tréjkatéow (rysunek),

wiec ma postac:

P(z,y)

1 . . 1, .
3 (sinz +siny) (1 — cosz — cosy) + 3 (sinz cos x + siny cos y)

%(sinm—&—siny—sin(w—&—y)).
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7 warunku koniecznego otrzymamy uktad réwnan

OP _ L oso— Leos(mty) =0
5p — 3 CosT 5 cos(z+y) =0,
g—gzécosy—%cos(x—i—y)zo.

Jedynym rozwiazaniem tego uktadu w zbiorze (7/2, 7)x (7/2, 7) jest para (z,y) = (2//3,27/3) .
Zamiast warunku wystarczajacego istnienia ekstremum wykorzystamy twierdzenie Weier-
strassa o przyjmowaniu warto$ci ekstremalnych przez funkcje ciagta dwoch zmiennych na
obszarze domknietym i ograniczonym na plaszczyznie. W tym celu wystarczy rozszerzy¢
funkcje P na zbioér 7/2 < x < m, 7/2 < y < 7 oraz zauwazy¢, ze na brzegu nie przyjmuje
ona wartosci ekstremalnych.

Uwaga. Zadanie mozna rozwiazac inaczej. Potaczmy dwa takie same czworokaty nieznanym
bokiem. Otrzymamy wtedy szesciokat o jednakowych bokach. Z twierdzenia izoperymetrycz-
nego wynika, ze ma on najwigksze pole, gdy jest szesciokatem foremnym.



