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Wstep

Ksiazka zawiera zadania ze studenckiego konkursu matematycznego pn. , Egza-
min na ocene celujaca”, ktéry od 1994 r. prowadzony jest w Politechnice Wroctaw-
skiej. W konkursie moga bra¢ udzial studenci wydzialéw technicznych (bez Wydzialu
Matematyki), ktérzy bardzo dobrze zaliczyli standardowe kursy z matematyki. Kaz-
dego roku akademickiego odbywaja sie cztery edycje konkursu. W semestrze zimowym
obejmuja one analize matematyczna 1 oraz algebre z geometria analityczna, a seme-
strze letnim — analize matematyczna 2 oraz algebre liniowa. W konkursie zwykle
bierze udzial kilkadziesiat oséb. Nagroda dla zwyciezcOw jest ocena celujaca z danego
przedmiotu. Zadania konkursowe sa trudne i nietypowe. Ich rozwiazanie wymaga du-
zej pomystowosdci, ale nie trzeba mie¢ wiedzy wykraczajacej po za program. W zbiorze
umieszczono zadania ze 126 edycji konkursu z 28 lat. Ksiazke podzielono na cztery
rozdzialy poswiecone wymienionym wczeéniej przedmiotom. W pierwszej czedci roz-
dzialéw zawarto zadania konkursowe, a w drugiej oméwiono ich rozwigzania albo
podano odpowiedzi ze wskazéwkami. Zadania sa w wiekszosci oryginalne. W wykazie
na koncu ksigzki wymieniono ich autoréw lub wskazano zrédta, skad je zaczerpnieto.
Rozwiazania zadan zwykle pochodza od autoréw albo z tego samego miejsca, co za-
dania.

Ksiazka jest przeznaczona dla ambitnych studentéw, ktérzy lubia rozwigzywaé
niestandardowe zadania z matematyki na poziomie akademickim. Zbiér bedzie po-
mocny osobom przygotowujacym sie do miedzynarodowych studenckich zawodéw ma-
tematycznych. Studentéow, ktérzy planuja udzial w tych zawodach, zachecam do za-
poznania si¢ z ksiazka pt. ,,Przyktady i kontrprzyklady z analizy matematycznej”.

Do obecnego wydania dotaczono zadania wraz z rozwiazaniami z konkurséw,
ktére odbyty sie w 2021 r. Dwa poczatkowe wydania ksiazki miaty tytul ,, Algebra i
analiza. Egzaminy na oceng celujaca”.

Serdecznie dzigkuje Pani dr Teresie Jurlewicz za przygotowanie oryginalnych za-
dan konkursowych z algebry z geometria analityczna i algebry liniowej oraz za pomoc
w organizacji konkursu. Panu dr. Marianowi Gewertowi takze dzigkuje za pomoc w
organizacji konkursu oraz za przygotowanie do druku kolejnych wydan ksigzki. Po-
dziekowania sktadam rowniez Panu dr. Jerzemu Cislo za propozycje nowych zadan
oraz przedstawienie interesujacych rozwiazan wielu zadan z dotychczasowych konkur-
sow. Czytelnikéw prosze o zglaszanie uwag o zadaniach oraz o wskazanie bledow i
usterek w zbiorze.

Zbigniew Skoczylas



Uzupetnienie

Konkursy z 2021 r.

Zadania konkursowe

Analiza matematyczna 1, luty 2021 r. Rozwiazania str. 174
1 n+p

1. ZnaleZ¢ liczbe rzeczywista p taka, ze ciag z,, = (1 + —> dazy do e szybciej niz
n

— Tp

1 n
ciag e, = (1 + 5) , tzn. spelnia warunek lim ¢ =0.

n—oo € — en
2. Parabole y = az? + b o zmiennych parame-
trach a, b > 0 sa styczne do wykresu funkcji
y = |z|, x € [-1,1]. Wyznaczy¢ wartosci a,
b, dla ktorych pole obszaru zaznaczonego na
rysunku jest najwigksze.

3. Dla jakich liczb naturalnych k istnieje wielomian, ktéry ma tylko k& punktéw prze-
giecia i nie ma zadnego ekstremum lokalnego? Odpowiedz uzasadnic.

2
3xd
4. Obliczy¢ catke / %

w3

Algebra z geometrig analityczna, luty 2021 r. Rozwiazania str. 176

1. Czy istnieje liczba rzeczywista = taka, ze liczba
9
T 4 ¢sin —)
(isin

tez jest rzeczywista? Odpowiedz uzasadnié.

2. Udowodnié, ze wszystkie pierwiastki wielomianu W (z) = (z — i)' +i(z + i)' sa
liczbami rzeczywistymi.

3. Pokazaé, ze macierz odwrotna do macierzy obréconej w lewo o 90° wokét srodka
pokrywa sie z macierza odwrotna obrécona o 90° w prawo.

173



174 Odpowiedzi, rozwigzania, wskazéwki

4. Punkty A = (3,2,5), B =(3,1,6), C = (2,1,7) sa kolejnymi wierzchotkami pew-
nego n-kata foremnego w przestrzeni R3. Wyznaczy¢ n oraz wspétrzedne pozostatych
wierzcholkéw wielokata.

Analiza matematyczna 2, czerwiec 2021 r. Rozwiazania str. 179
1. Mamy po jednym prostokacie kazdego wymiaru:

1 1 1 1
Ix -, Ix=, Ix=,1x—,...
1 2 3 4
Czy plaszczyzne mozna pokryé catkowicie tymi prostokatami tak, aby mialy roztaczne
wnetrza? Odpowiedz uzasadnié.

2. Niech (p,) oznacza ciag kolejnych liczb pierwszych. Pokazaé, ze istnieje funkcja f,
ktéra spetnia warunek £ (0) = p,, dla n € N.
Wskazéwka. Mozna wykorzystaé¢ nieréwnosé p, < 2™ (n € N).

3. Znalez¢ wielomian dwo6ch zmiennych, ktéry w punkcie (0,0) ma minimum lokalne
wlasciwe, a punkcie (2,2) maksimum lokalne wlasciwe i sa to jedyne jego ekstrema
lokalne. Opisa¢ rozumowanie prowadzace do uzyskania takiego wielomianu.

4. Pierwszy zbiornik na wode¢ ma ksztalt stozka z = \/x2 + 32, drugi paraboloidy
z = 22442, a trzeci jest walcem o promieniu 1. Przekréj pionowy zbiornikéw pokazano
na rysunku. Jak nalezy rozla¢ do nich wode o objetosci 967, aby $rodek masy catej
cieczy byl najnizej?

v U s

Odpowiedzi, rozwigzania, wskazéwki

Analiza matematyczna 1, luty 2021 r. Zestaw str. 173

1. Rozwazmy granice z parametrem p

1\ztP
e—(1+—)
Jm N
ef(lJr—)
T

Korzystajac z reguty de L’Hospitala otrzymamy

1 z+p
e—(1+—) 0
m U2 )
(Y
T

1
Zatem tylko p = 3 spelnia warunek zadania.
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2. Niech S = (¢, ¢), gdzie ¢ € (0, 1], bedzie prawym punktem stycznogci paraboli y = az?+b
i wykresu funkcji y = |z|.

Wtedy parametry a, b spelniajg uktad réwnan:

c = ac® + b (jednakowe wartosci w punkcie c),
1 = 2ac (jednakowe pochodne w punkcie c).

C

1,

2c
2
y = % + g i prostej y = 1. Mamy % + g =1, stad z = ++/c(2 — ¢). Teraz mozemy

wyrazi¢ pole odcinka paraboli, jako funkcje zmiennej c. Mamy
pole (¢) = / (1 — ;—z — %) dx = %m, gdzie ¢ € (0, 1].

Znajdziemy parametr ¢, dla ktérego funkcja pod pierwiastkiem, tj. f(c) = ¢(2—c)?, przyjmuje

Rozwiazaniem tego uktadu jest a = . Wyznaczymy punkty przeciecia paraboli

[\

2

najwieksza wartos¢ w przedziale (0, 1]. Z prostego rachunku wynika, ze tak bedzie dla ¢ = 3

1
Szukana parabola ma zatem réwnanie y = 2%+ 1
3. Najpierw uzasadnimy, ze wielomian nie moze mie¢ stopnia parzystego. Rzeczywiscie,
gdyby taki wielomian mial stopienr parzysty, to musialby mie¢ ekstremum lokalne. A to jest
sprzeczne warunkami zadania.

Pokazemy, ze wielomiany istnieja dla wszystkich nieparzystych k. Zatem niech &k = 2n — 1,
gdzie n € N. Skonstruujemy wielomian w, ktéry spelnia warunki zadania. Aby mial on 2n—1
punktéw przegiecia, jego druga pochodna powinna mie¢ doktadnie 2n — 1 pierwiastkéw. Np.
moze mie¢ postac

w”(x) :x(xQ— 1) (x2—4) (x2 - (n—l)g).

Wtedy pierwsza pochodna wyraza sie wzorem
w'(z) = /m(fol) (m2 74) (m2 —(n— 1)2) dx + C, gdzie C € R.

Otrzymana pochodna jest wielomianem stopnia parzystego 2n, zatem przyjmuje gdzies war-
to$é najmniejsza. Dobierajac odpowiednio duza stata C' mozemy sprawié, ze w'(x) > 0 dla
z € R. To z kolei zagwarantuje, ze wielomian w nie bedzie miat ekstreméw. Obliczajac
kolejna catke nieoznaczona otrzymamy wielomian o zadanej wlasnosci

w(x):/(/x(xQ—l) (2 —4) ... (2" = (n—17?) dx+C’> dr.

Ponizej przedstawiamy przykladowe wielomiany dla k =1, 3, 5.
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176
y y y
9l 400
100+
1} 200
501
—1 1 = —2 —1 1 2 @ —2 —1 1 2 @
—50
—11 —200
—1004
—2f —400
4. Mamy

w3

I cos® x dx u=-x _ cos®(—u) (—du) e* cos® udu
o 1+ e” du = —dz - 1+e v - e* + 1 :

el

e® cos® z dx
1+e”

I

\Mlﬂ

3
I:/COb chw7 I
1+e®

|
[SE]

otrzymamy

us

2 2 %

1 T 3

2 = /(_Fellwz/cos3xdx:/(lfsin2m)cosmdm
eﬂ')

[ME]

1

1

_ t=sinz . 2 . 7£ _4

_[dt—cosmdm]_/(lt)dt_[t 3]0_3'
21

2
Zatem [ = —.
atem 3

Algebra z geometrig analityczna, luty 2021 r. Zestaw str. 173

1. Odpowiedzig na postawione pytanie jest tak.

T
Ccos —
I sposéb. Niech z = — 9 .sin L, Oczywiscie x € R. Ponadto mamy
9
T 9 oy 9 oy 9
Com? oSy . rm . .ow s = T .. om\°? s =
r+isin—- | = = - sln - +¢sin o = T cos —+isin— | = — T
7 sin — 7 7 sin§ 9 9 sin§
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Otrzymalidmy liczbe rzeczywista.

IT sposéb. Wykorzystamy twierdzenie Bolzano o miejscach zerowych funkcji ciggtej. Roz-
wazmy funkcje f : R—R okreslong wzorem

f(z) =Im [(m—l—ising)g] .

Oczywiscie funkcja f jest ciagta. Obliczymy jej wartosci w punktach 0 oraz cos % Mamy

. Com\?| L 9m\ . oW
f(0) =Im [<0+zsm7) } —Im<zsm 7) =sin” o >0,

f (cos z) =Im {(cos s + ¢sin 2)9] =Im (cos om + ¢sin g—ﬁ) =sin om < 0.
7 7 7 7 7 7
Poniewaz w tych punktach funkcja f przyjmuje wartosci przeciwnych znakéw, wiec z twier-
dzenia Bolzano wynika, ze istnieje punkt ¢ (0 < ¢ < cos g), w ktorym f(c) = 0. To oznacza,
ze dla x = c rozwazana liczba jest rzeczywista.

2. T sposéb. Mamy pokazaé, ze rozwiazania réwnania
(z—)"+i(z+0)" =0.
sa liczbami rzeczywistymi. Réwnanie to ma réwnowazng, postac
(z—)" = —i(z+0)".

Obliczmy modutly obu stron réwnania. Otrzymamy

o — " = |l |+l
Stad
|z —i| = |z +1].
Teraz wystarczy zauwazy¢, ze liczby zespolone z, ktére spelniaja warunek |z —i| = |z + 4],

tworzg symetralng odcinka taczacego punkty i, —i, czyli 0$ rzeczywista.
IT sposéb. Poniewaz z = —i nie jest pierwiastkiem wielomianu W, wiec réwnanie mozemy

Z_'L 11
z+1

Roéwnanie to jest réwnowazne alternatywie jedenastu réwnan postaci:

zapisa¢ w postaci

3m 3T
o ‘7+2k7r . — + 2km

Zti 11 : 11

Z tych réwnan wyznaczymy rozwiazanie z i pokazemy, ze ma ono zerowg cze$¢ urojona. Po
uporzadkowaniu poprzednie réwnanie przyjmuje postaé

270 o (4k + 3)m 4 isin (4I€+3)7r.

z+41i 22 22
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Stad
. (4k+3)m . (4k+3)m
L 1 COS D) sin %) +1
cos 7(4]{;23” 4 isin EET ;;3)” ~1
, (4k+3)r . (dk+3)m | . (4k + 3)m .. (4k+3)7
(z cos 2 sin 2 +1 cos 2 1 —4sin 2
(4k + 3)m .. (4k+3)w (4k + 3)m .. (4k+3)7
(cos 2 1+ 4sin 29 cos 29 1 —sin 29
sin 7@% +3)m 2sin (4k + 3)m cos (4k & 3)m
22 44 44 (4k + 3)m :
= = = < < .
. T Yo @t a)r ctg o gdzie 0 < k < 10
22 44

To oznacza, ze wszystkie pierwiastki sa rzeczywiste.
3. Latwo sprawdzié, ze macierze Ar, Ap otrzymane z macierzy A po jej obrocie o 90° w
lewo, w prawo wokoél srodka wyrazaja sie odpowiednio wzorami:

00 0 1

0 0 1 0
Ap=J AT, Ap=AT.J, gddeJ=| : :

0 1 0 0

1 0 00

Zatem

(A= (1-AT) T = (AT T = (A T = (AT,

4. Mamy BA = (0,1,-1), BC = (-1,0,1). Zatem |B‘1)4| =72, |B‘C)'| = /2. Wyznaczymy
kat ¢ wielokata foremnego i na tej podstawie okreslimy liczbe jego bokéw. Mamy

—_— —
BAo BC

0= (3_1)4, B-C)’) = arccos T——r——
|B4||54|

1 2 o
= s | —— = — = 120
arccos ( 2) 3

Zatem n = 6.

Przechodzimy do wyznaczenia wspolrzednych wierzchotkéw D, E, F szesciokata foremnego.
B
N/

LN,

E

Niech O oznacza poczatek uktadu wspoétrzednych, a S srodek szesciokata. Wtedy mamy

— — — — — —
0S = O0A+ AS = OA + BC = (3,2,5) + (—1,0,1) = (2,2,6) oraz BS = (—1,1,0).
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Ponadto mamy

Analiza matematyczna 2, czerwiec 2021 r. Zestaw str. 174

1. Najpierw podzielimy szereg harmoniczny na nieskoniczona liczbe szeregéw rozbieznych do
oo (o roztacznych wyrazach). Przyktadem takiego podziatu jest:

® > 5 (2k—1)’(b)z (2k—1 222 (2k — 1)’ ()223-(%—1)’

k=1 k=1

ol
Il
-

oo

(2k71 Z 2/%1 > ()

1 k=1

1
27 (2k—1)"

[M]¢

» ()

Mg
Mg

2k71

B
Il

1

el
Il

k=1
Pokazemy jak prostokatami, ktérych drugimi bokami sg wyrazy tych szeregéw, mozna wy-
pelnié plaszczyzne zgodnie z warunkami zadania. Na rysunku pionowe pasy maja szerokosé
1. Pas A wypelniamy nieskonczong liczbg prostokatow, ktérych drugie boki sa wyrazami
szeregu (a), nastepnie pas B wypelniamy nieskoriczong liczba prostokatéw, ktérych drugie
boki sa wyrazami szeregu (b), itd. obchodzimy zaznaczony punkt nieskoniczenie wiele razy.

F B A E

Q

2. Rozwazmy szereg potegowy

P i
n

oo

n=1
Pokazemy, ze ma on promien zbieznoséci R = co. W tym celu rozwazmy szereg potegowy

oo

2 o

n!

Poniewaz 2 < p, < 2" dlan € N, wiec drugi szereg ma wspo6tczynniki wigksze co do wartosci
bezwzglednej. Latwo sprawdzi¢, ze ma on promien zbieznosci R = co. Zatem szereg

o0

pnn

nl
n=1
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ma takze promien zbieznoéci R = co. Niech
oo

_ Dn n

f(z) —Z 1% dla z € R.
n=1

Poniewaz pochodne szeregu potegowego zbieznego w pewnym otoczeniu 0 wyrazajg sie wzo-

rem f (0) = n! - ¢n, wiec dla funkcji f mamy

Mgy =n!. 22 =
f(0) =n! nl = DPn-
3. Ponizsze rozwiazanie zaproponowal dr Jerzy Cisto. Najpierw znajdziemy wielomian p
jednej zmiennej x, ktéry tylko w punktach 0 i 2 ma ekstrema. Przy czym w punkcie 0 ma
minimum lokalne wtasciwe, a w punkcie 2 — maksimum lokalne wtasciwe. Pochodna takiego
wielomianu powinna mieé np. postaé 3z(2—x). Caltkujac te pochodna otrzymamy wielomian:

T

p(x) = /3t(2 —t)dt = me(m - 3).
0
y
y=p(x)
0 2 3

Rozwazmy jednoczesnie wielomian p, ale zmiennej y. Pokazemy, ze suma tych wielomiandw
jest wielomianem dwodch zmiennych majacym zadane ekstrema. Niech zatem

w(z,y) =p(x) +p(y) = —2°(z — 3) — y°(y — 3).

4
i

‘\\\\\\\\\\\\\“ e
|\“\\\\\\\\\\\\“\\\‘\‘\‘“‘\\“1 ‘W'O

==
e

==
==

it
i
it
it i
e Wit 4999
NN
i i i il
i

'W”””I;W“““‘“““

iy ry '/l[
"t:‘,.‘-\\\\\\\“\\\\\\\\ ','i Z//////////,'
s G
()
W At A
iR
i
e

i :/,‘ T,
i
l,,,'(«{é,,;,,,,/r,,:,m‘..‘\\\\\\\\\ S

iy

Z monotonicznosci wielomianu p wynika, ze wielomian w ma minimum lokalne wlasciwe w
punkcie (0, 0) i maksimum lokalne wtasciwe w punkcie (2, 2). Z kolei w punktach (0, 2), (2, 0)
wielomian ten ma ,siodla”. Po za tym wielomian w nie ma innych punktéw stacjonarnych.
Mozna to tatwo potwierdzi¢ korzystajac z warunku koniecznego i wystarczajacego istnienia
ekstreméw funkcji dwoch zmiennych.

4. Polaczmy od dotu puste zbiorniki uktadem cienkich rurek (rysunek) i napetnijmy je woda
do poziomu dna zbiornikéw. Nastepnie do jednego ze zbiornikéw wlewamy wode o objetosci
967. Zgodnie z prawami fizyki dla naczyn potaczonych poziom wody w zbiornikach bedzie
jednakowy, a érodek masy calej cieczy bedzie najnizej.
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Niech h oznacza poziom wody. Wtedy objetosé wody w stozku, paraboloidzie i walcu wynosi
odpowiednio:
.3 T2
—h°, —h", wh.
3 3
7 warunkéw zadania wynika réwnanie

T3, T,2 o
3h —|—2h + wh = 96,

Jedynym rozwigzaniem rzeczywistym tego réwnania jest h = 6. Zatem do stozka, parabolo-
idy i walca nalezy wla¢ odpowiednio: 727, 187 oraz 67 jednostek wody.

Uwaga. Uktad potaczonych zbiornikéw mozna wykorzysta¢ do doswiadczalnego wyznacza-
nia rozwigzan réwnan stopnia trzeciego

ar® + b’ +cx=V

z dodatnimi wspolczynnikami a, b, ¢ oraz parametrem V > 0. Potrzebne wspétczynniki a, b,
c uzyskamy dobierajac odpowiednie wymiary zbiornikéw. W réwnaniu V' oznacza zmienng
ilos¢ wody wlewanej do uktadu zbiornikéw. Poziom x, ktory osiagnie woda po napelnieniu
zbiornikéw, jest rozwigzaniem réwnania.
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Styczen 2001 r.

zad.: B1,B2,B3 - ZS; B4 — [7].
Styczen 2002 r.

zad.: 1-[12]; 2,3 - ZS; 4 - [9].
Styczen 2003 r.

zad.: 1,2,3 - ZS; 4 - [8].

Styczen 2004 r.

zad.: 1 —TUSA; 2,4 — Rosja; 3 — [9]
Styczen 2005 r.

zad.: 1-KS, 2,3 -7ZS,4-[2].
Styczen 2006 r.

zad.: 1 —7ZS; 2 — Rosja; 3,4 — USA.
Styczen 2007 r.

zad.: 1,2 — Rosja; 3 — USA; 4 - [9].
Styczen 2008 r.

zad.: 1,2 —7ZS; 3 - USA; 4 - [3].
Styczen 2009 r.

zad.: Al,A2 A3 - ZS; A4 - MG.
Styczen 2009 r.

zad.: B1,B4 — USA; B2,B3 - ZS.
Styczen 2010 r.

zad.: 1-17S;2—[14]; 3 - [2]; 4 - [3].
Styczen 2011 r.

zad.: 1,2,4 —7Z8S; 3 — Rosja.

Styczen 2012 r.

zad.: Al — Rosja; A2,A3, A4 - ZS.
Styczen 2012 r.

zad.: Bl — Rosja; B2 — USA; B3 — ZS;
B4 - [3].

Styczen 2013 r.

zad.: 1,2,3,4 - ZS.

Styczen 2014 r.

zad.: 1,2 —ZS; 3 — Rosja, 4 — folklor.
Styczen 2015 r.

zad.: 1-KS;2-7S; 3 - TI, 4 — Rosja.
Styczen 2016 r.

zad.: 1,2,3 —7ZS; 4 — folklor.

Luty 2017 r.

zad.: 1,2,3,4 - ZS.

Styczen 2018 r.

zad.: 1,3 — ZS; 2. — folklor; 4 — czasopi-
smo ,,Pi Mu Epsilon”.

Luty 2019 r.

zad.: Al,A2,A4 — ZS; A3 — folklor.
Luty 2019 r.

* Jfolklor” oznacza, ze problem jest powszechnie znany.
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zad.: B1,B2,B3 - ZS; B4 — folklor.
Luty 2020 r.

zad.: 1,2,3,4 - ZS.

Luty 2021 r.

zad.: 1 — folklor; 2,3 — ZS; 4 — Litwa.

Algebra i geometria analityczna

Luty 1994 r.

zad.: 1 —-TUSA; 2,3 -ZS; 4 - [11].
Luty 1995 r.

zad.: 1,2 —[11]; 3 - [9]; 4 — [6].
Luty 1996 r.

zad.: 1,2 -7S;3 - [1]; 4 - [9].

Styczen 1997 r.

zad.: Al — USA; A2 — [10]; A3 — [11];
A4 -78S.

Styczen 1997 r.

zad.: B1,B3 - ZS; B2,B4 - TJ.
Styczen 1998 r.

zad.: Al—[9]; A2 - TJ; A3 - ZS; A4 -
USA.

Styczen 1998 r.

zad.: Bl - ZS; B2 — [8]; B3 — AI; B4 —
USA.

Styczen 1999 r.

zad.: 1,2 -7S;3-TJ; 4 - [13].
Styczen 2000 r.

zad.: Al,A2 A4 -7S; A3 -9].
Styczen 2000 r.

zad.: B1,B3 — TJ; B2 — Rosja; B4 —
folklor.

Styczen 2001 r.

zad.: Al — folklor; A2,A4 — TJ; A3 -
[10].

Styczen 2001 r.

zad.: Bl — TJ; B2 — ZS; B3 — folklor,
B4 - [10].

Styczen 2002 r.

zad.: Al,A2, A3, A4 - TJ.

Styczen 2002 r.

zad.: Bl —ZS; B2,B4 — [14]; B3 — [11].
Styczen 2003 r.

zad.: 1,4 —-7S;2,3-TJ.

Styczen 2004 r.

zad.: 1,3 —ZS; 2 — USA; 4 — Rosja.
Styczen 2005 r.

zad.: 1 - USA; 2,3 - TJ; 4 - ZS.
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Styczen 2006 r.

zad.: 1,2 —TJ; 3 — Rosja; 4 — ZS.
Styczen 2007 r.

zad.: 1-178S;2,3-TJ;4-[13].
Styczen 2008 r.

zad.: 1,3,4 - ZS; 2 — [14].

Styczen 2009 r.

zad.: 1—17ZS; 2,3,4 — Rosja.
Styczen 2010 r.

zad.: 1 — Rosja; 2,4 — ZS; 3 — USA.
Styczen 2011 r.

zad.: 1 — folklor, 2 — USA; 3 - ZS; 4 —
Rosja.

Styczen 2012 r.

zad.: 1,2,3 — ZS; 4 — Rumunia.
Styczen 2013 r.

zad.: 1,3 —ZS; 2,4 — USA.
Styczen 2014 r.

zad.: 1—-[14]; 2,3,4 - ZS.

Styczen 2015 r.

zad.: 1,2,4-78S; 3 - JC.

Styczen 2016 r.

zad.: 1,2,3 —ZS; 4 — [14].

Luty 2017 r.

zad.: 1,2,3,4 —7ZS.

Styczen 2018 r.

zad.: 1 — JC; 2 — Rosja; 3 — ZS; 4. —
miesiecznik ,Delta”.

Luty 2019 r.

zad.: Al,A2 A3 -ZS; A4 - JC.
Luty 2019 r.

zad.: Bl — Rumunia, B2 — Ameryka
Srodkowa, B3,B4 — Z8S.

Luty 2020 r.

zad.: 1,2,3,4 —7ZS.

Luty 2021 r.

zad.: 1,2 —[17]; 3 — [18]; 4 — ZS.

Analiza matematyczna 2

Czerwiec 1994 r.

zad.: 1-1[2];2,3,4 - ZS.
Czerwiec 1995 r.

zad.: Al,A2 —ZS; A3, A4 - [6].
Czerwiec 1995 r.

zad.: B1,B3,B4 - ZS; B2 — [6].
Czerwiec 1996 r.

zad.: 1 - Rosja; 2 - [9]; 3,4 — ZS.
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Czerwiec 1997 r.

zad.: 1-[14]; 2 - [1]; 3,4 - ZS.
Czerwiec 1998 r.

zad.: 1,2,4 -78S; 3 -[2].

Czerwiec 1999 r.

zad.: Al — USA; A2 A3,A4 - ZS.
Czerwiec 1999 r.

zad.: B1,B2,B4 - ZS; B3 — Rosja
Czerwiec 2000 r.

zad.: Al,A2,A3,A4-TJ.

Czerwiec 2000 r.

zad.: B1,B2,B3 - ZS; B4 — [2].
Czerwiec 2001 r.

zad.: Al,A2,A3,A4—-TJ.

Czerwiec 2001 r.

zad.: B1,B4 - ZS; B2 - [2]; B3 - [3].
Czerwiec 2002 r.

zad.: 1 — Rosja; 2 — folklor; 3 — USA; 4
—7S.

Czerwiec 2003 r.

zad.: 1 — folklor; 2 — [2]; 3 — ZS; 4 —
folklor.

Czerwiec 2004 r.

zad.: 1,3,4 — 7S, 2 — folklor.
Czerwiec 2005 r.

zad.: 1 — Rosja; 2,3,4 — ZS.
Czerwiec 2006 r.

zad.: 1—-1[5]; 2,3,4 - ZS.

Czerwiec 2007 r.

zad.: 1,2 —7ZS; 3 — Wietnam; 4 — folklor.
Czerwiec 2008 r.

zad.: Al — USA; A2 A3,A4 - ZS.
Czerwiec 2008 r.

zad.: Bl - USA; 2,4 - ZS; 3 — folklor.
Czerwiec 2009 r.

zad.: 1 - USA; 2,3,4 - ZS.
Czerwiec 2010 r.

zad.: 1,2,4 —7Z8S; 3 — Rosja.
Czerwiec 2011 r.

zad.: 1- Rosja; 2,3 — ZS; 4 — USA.
Czerwiec 2012 r.

zad.: 1 - Rosja; 2 — [2]; 3,4 — ZS.
Czerwiec 2013 r.

zad.: 1,2,3,4 - ZS.

Czerwiec 2014 .

zad.: Al,A4 —7ZS; A2, A3 — USA.
Czerwiec 2014 .

zad.: B1,B2,B3,B4 - ZS.

Czerwiec 2015 r.
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zad.: Al,A2,A3, A4 - 7ZS.

Czerwiec 2015 r.

zad.: B1,B2,B3,B4 - ZS.

Czerwiec 2015 r.

zad.: C1 — JC; C2, C4 — folklor; C3 —
ZS.

Czerwiec 2016 r.

zad.: 1,2,3 —7ZS; 4 - JC.

Czerwiec 2017 r.

zad.: 1,2,3,4 —7ZS.

Czerwiec 2018 r.

zad.: 1,3 —ZS; 2 — jawna pula zadan na
kolokwia z analizy matematycznej, Wy-
dzial Matematyki Uniwersytetu War-
szawskiego; 4 — JC.

Czerwiec 2019 r.

zad.: 1,2,3,4 —7ZS.

Czerwiec 2020 r.

zad.: 1,3,4 —-7S;2 - JC.

Czerwiec 2021 r.

zad.: 1,2,3,4 - ZS.

Algebra liniowa

Styczen 1994 r.

zad.: 1 —-USA; 2,3 -TJ; 4 -7ZS.
Czerwiec 1994 r.

zad.: 1,3 -7S;2,4-TJ.
Styczen 1995 r.

zad.: 1,2 -78S; 3,4 - TJ.
Czerwiec 1995 r.

zad.: 1,2,3 -TJ; 4 - 7ZS.
Czerwiec 1996 r.

zad.: 1,3,4-78S;2-TJ.
Czerwiec 1997 r.

zad.: 1,4 -78S; 2,3 -TJ.
Czerwiec 1998 r.

zad.: 1,2, —-TJ; 3,4 - ZS.
Styczen 1999 r.

zad.: 1,2,3,4 - TJ.
Czerwiec 1999 r.

zad.: 1,2, -7S; 3,4 - TJ.
Styczen 2000 r.

zad.: 1,4, —-7S;2,3-TJ.
Czerwiec 2000 r.

zad.: 1,2,4-78S; 3 -TJ.
Styczen 2001 r.

zad.: 1-JP;2,3,4—-TJ.
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Czerwiec 2001 r. Czerwiec 2007 r.

zad.: 1,3,4 —ZS; 2 — folklor. zad.: 1,4, — 7ZS; 2 — folklor; zad 3 —
Czerwiec 2002 r. Rosja.

zad.: 1,2,3,4 - TJ. Czerwiec 2010 r.

Czerwiec 2003 r. zad.: 1,3, — ZS; 2 — USA; 4 — Rosja.
zad.: 1-178S;2,3,4—-TJ. Czerwiec 2011 r.

Czerwiec 2004 r. zad.: 1,2,3 — ZS; 4 — folklor.

zad.: 1—7S;2—-USA; 3,4-TJ. Czerwiec 2012 r.

Czerwiec 2005 r. zad.: 1,2,3,4 — ZS.

zad.: 1,2,4 -TJ; 3 -ZS. Czerwiec 2013 r.

Czerwiec 2006 r. zad.: 1,2,3,4 —7ZS.

zad.: 1 —7ZS; 2 — Rosja; 3,4 — TJ.

Autorzy zadan

JC
MG
TI

— Jerzy Cisto, Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskiej.
— Marian Gewert, Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskiej.
— Tadeusz Inglot, Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskiej.

AT — Anzelm Iwanik (1946 - 1998), Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskiej.

TJ

— Teresa Jurlewicz, Przedsiebiorstwo Informatyczne YUMA, Wrocltaw.

KM — Kornel Morawiecki (1941 -2019), Marszalek Senior Sejmu RP.

JP
ZS
KS

— Jerzy Pietraszko (1954 -2020), Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskie;j.
— Zbigniew Skoczylas, Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskiej.
— Krzysztof Stempak, Wydzial Matematyki Politechniki Wroctawskie;j.

Ksigzki i czasopisma

1.

w

Gerald L. Alexanderson, Leonard F. Klosinski, Loren C. Larson, The William Lowell
Putnam Competition. Problems and Solutions, 1965-1984, Mathematical Association
of America, New York 1985.

Boris P. Demidowicz, Zbiér zadan z analizy matematycznej, Oficyna Wydawnicza
Politechniki Warszawskiej, Warszawa 2020.

Razvan Gelca, Titu Andreescu, Putnam and Beyond, Springer, New York 2007.
George T. Gilbert, Mark I. Krusemeyer, Loren C. Larson, The Wohascum County
Problem Book, Mathematical Association of America, New York 1993.

Ed. Rick Gillman, A Frendly Mathematics Competions. 85 Years of Teamwork in
Indiana, Mathematical Association of America, New York 2003.

Andrew M. Gleason, Robert. E. Greenwood, Leroy M. Kelly, The William Lowell
Putnam Competition. Problems and Solutions, 1938-196/4, Mathematical Association
of America, New York 1980.

Kiran S. Kedlaya, Bjorn Poonen, Ravi Vakil, The William Lowell Putnam Competi-
tion. Problems and Solutions, 1985-2000, Mathematical Association of America, New
York 2002.

Joseph D. E. Konhauser, Dan Velleman, Stan Wagon, Which Way Did the Bicycle
Go? ... and Other Intriguing Mathematical Mysteries, Mathematical Association of
America, Washington 1996.



186

10

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

Zrédta zadan

L. C. Larson, Problem — Solving Through Problems, Springer, New York 1983.

. W. A. Sadowniczyj, A. S. Podkolzin, Zadania studenckich olimpiad matematycznych,
Wydawnictwo ,,Nauka”, Moskwa 1978.

W. A. Sadowniczyj, A. A. Grigorian, S. B. Koniagin, Studenckie olimpiady matema-
tyczne, Wydawnictwo Uniwersytetu Moskiewskiego, Moskwa 1987.

Paulo N. de Souza, Jorge-Nuno Silva, Berkeley Problems in Mathematics, Series: Pro-
blem Books in Mathematics, Springer, New York 2004.

G. A. Tonojan, W. N. Sergeev, Studenckie olimpiady matematyczne, Wydawnictwo
Uniwersytetu w Erewaniu, Erewan 1985.

wAmerican Mathematical Monthly” miesiecznik matematyczny, USA.

+KBAHT” miesiecznik matematyczno-fizyczny, Rosja.

»DELTA” miesigcznik matematyczno-fizyczno-astronomiczno-informatyczny.

R. Witula, Liczby zespolone i wielomiany, Wydawnictwo Politechniki Slaskiej, Gliwice
2018.

D. K. Faddiejew, I. S. Sominski, Zbidr zadan z algebry wyzszej (w jez. ros.), Wydaw-
nictwo Nauka, Moskwa 1977.

Studenckie konkursy i olimpiady matematyczne

Rosja — Studenckie Olimpiady Matematyczne w Rosji.
USA — Studenckie Konkursy Matematyczne w USA.

Wietnam — Olimpiada Matematyczna w Wietnamie.

Rumunia — Olimpiada Matematyczna w Rumunii.

Ameryka Srodkowa — Olimpiada Matematyczna Krajow Ameryki Srodkowe;.

Litwa — Studencki Konkurs Matematyczny na Litwie.



