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Sercem matematyki sq konkretne przyklady i konkretne pro-
blemy. Wielkie ogolne teorie sq zazwyczaj wynikiem prze-
myslen opartych na drobnych, ale glebokich spostrzezeniach;
same te spostrzezenia biorqg sie z analizy szczegdlnych przy-
padkow.

Paul Halmos, Selecta: Fxpository writing,
Springer Verlag 1983

Matematyka jest istotnym skiadnikiem naszej kultury. Ona
moze — 1 powinna — stanowié wazny element wyksztatce-
nia.

Abe Shenitzer, Teaching mathematics, z tomu
Mathematics Tomorrow, Springer Verlag 1981
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Co to jest matematyka? Czym
zajmujg sie matematycy?

Odkrywanie zwngzkow pomiedzy roznorodnymi obiektami
matematycznymi mozna porownaé¢ do odkrycia zwigzku po-
miedzy elektrycznos$ciqg a magnetyzmem w fizyce, czy tez —
w geologit — odkryciem podobienstwa pomiedzy wschodniq
linig brzegowqg Ameryki Poludniowej a zachodniq Afryki.
Emocjonalne znaczenie takich odkryé¢ w nauczaniu trudno
przecenié. To one uczg nas szukac v odkrywac cudowng har-
monie Wszechswiata.

Wiadimir I. Arnold (1937-2010),
O nauczaniu matematyk:, wyktad wygloszony
w Palais de Découverte w Paryzu w 1997 r.

W miare wyksztalcony cztowiek styszal cos o teorii wzglednosci i Einsteinie,
o DNA, o ewolucji i Darwinie, czy o tablicy Mendelejewa. Ale jego wiedza
matematyczna konczy sie na logarytmach, geometrii analitycznej badz po-
czatkach analizy, czyli na XVII w. A najglebsze znane ze szkoly twierdzenia
— twierdzenie Pitagorasa i wzér na objetosé¢ kuli — majg ponad 2200 lat.

Absolwent szkoty $redniej moze sobie wyobrazié¢, czym zajmuje sie fizyk, biolog
czy historyk. Ale nawet absolwent wyzszej uczelni nie bardzo wie, co wlasciwie
robi matematyk.

Ksiazka powinna da¢ pewne wyobrazenie o matematyce tworzonej przez ostat-
nie 300 lat, miejscami dochodzi do tematyki uprawianej wspotczesnie. Elemen-
tarny poziom wyktadu czyni ja dostepna dla ambitniejszego ucznia starszych
klas szkoty $redniej. Powinna ona zainteresowac takze nauczycieli, mitosnikéw
matematyki i poczatkujacych studentow.

XV
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Tematyka

Podobno Leibniz na serio zainteresowal sie¢ matematyka, gdy odkryt zadziwia-

jaca zaleznos¢
T 1 1 L 1 1 n
4 3 5 7

Zmaczna czes¢ ksiazki poswiecona jest materiatowi o podobnej urodzie.

Trzy poczatkowe czesci ksiazki (czesci I-111) daja dos¢é rzetelny obraz rachunku
rozniczkowego i catkowego, czyli analizy. Ukoronowaniem bedzie kilka réwnie
pieknych wzoréw i seria bardzo zréznicowanych jej zastosowan (czesé 1V).
Czytelnik zrozumie tez, dlaczego w wielu wzorach tak czesto spotykamy stale
e oraz w. Te poczatkowe czesci zblizajg nas do matematyki I potowy XIX w.

Na poziomie szkolnym matematyka jest w znacznym stopniu nauka o liczbach
i figurach. Kolejne dwie czesci poswiecone sg tej tematyce. Teoria liczb (czesé
IV) to krétki kurs elementarnej teorii liczb. Inaczej jest z geometria (czesé V):
znaczna czesS¢ klasycznej geometrii znana jest ze szkoly, wiec nasze wyktady
to tylko uzupetnienie o wybrane wyniki z ostatnich stuleci. Material przedsta-
wiony w tych dwu czeSciach to w wiekszosci matematyka XVIII-XIX w.

Czes¢ VI omawia tematyke lezacg na pograniczu kombinatoryki, geometrii,
teorii liczb i teorii gier. Wigckszos¢ materiatu pochodzi z okresu ostatnich 100
lat, jest tu tez wiele probleméw otwartych. Takze cze$é¢ ostatnia — poswiecona
teorii mnogosci i logice matematycznej — jest w miare wspotczesna.

Czy po lekturze ksiazki bedzie juz wiadomo, co to jest matematyka i czym
zajmuja sie matematycy? Niezupelnie! Swiat matematyki jest bardzo rozle-
gty i bardzo zréznicowany. Nawet wybitny zawodowy matematyk zna tylko
skromna jej czes¢. Krotka ksigzka moze wiec daé¢ pojecie o tym przebogatym
$wiecie, tylko w takim stopniu, w jakim wejscie na Sniezke daje pewien poglad
o wyprawie w Himalaje.

Strategie lektury

Czesci I-IV sa Scidle powiazane, trzeba je czytaé¢ z zachowaniem kolejnosci.
Przy lekturze dalszych czesci trzeba zachowaé porzadek wyktadow, ale kolejne
czesci moga by¢ czytane w dowolnym porzadku. Ich lektura nie wymaga tez
znajomosci wezesniejszych czesci, poza jednym wyjatkiem (wykl. 29).

Jednak lektura ksiazki z pelnym zachowaniem kolejnosci wyktadéw moze daé
pewne dodatkowe korzysci. Co prawda kolejnos¢ ta nie w pelni odpowiada
historycznej kolejnosci odkryé¢, ale moze daé¢ jakies wyobrazenie o tym, jak
matematyka sie rozwija.
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Ksiazki z matematyki nalezy czytac¢ powoli, zdanie po zdaniu, akapit po akapi-
cie. Czasem jednak niecierpliwy Czytelnik przyspiesza. Jest to dos¢ ryzykow-
ne, ale czasem ma uzasadnienie. Wszelkie rozumowania tatwiej Sledzi¢, gdy
temat naprawde nas interesuje. Czesto przy pierwszej lekturze warto pominaé
trudniejsze miejsca; stang sie jasniejsze, gdy lepiej zrozumiemy problematyke.
W szczegdlnosci, mozna pomingé¢ podrozdzialy oznaczone gwaiazdka.

Zadania

Zadania podstawowe — w wiekszosci niezbedne dla bezpiecznego posuwania
sie w glab materialu — oddziela od zadan uzupelniajacych potréjny sym-
bol karo. Te poczatkowe zadania ilustruja wprowadzane pojecia, techniki czy
twierdzenia. Wigkszo$¢ jest stosunkowo prosta.

Dalsze zadania ilustrujg zwiazki wylozonego materiatu z tematyka wyktadow
wczesniejszych 1 poglebiaja rozumienie poje¢. Zadania oznaczone gwiazdka sa
trudniejsze (i ciekawsze).

Niemal wszystkim zadaniom towarzysza szkice rozwiazan badz pelne rozwia-
zania. Wyjatkiem sa proste zadania rachunkowe; poprawno$é¢ rozwigzania Czy-
telnik moze sprawdzi¢ za pomoca programu Wolfram Alpha® lub innego po-
krewnego.

Dowody, a raczej wyjasnienia

Jednym z najczestszych pytan dziecka jest dlaczego? Dzigki odpowiedziom za-
czyna ono stopniowo rozumie¢ $wiat. W matematyce odpowiedzig na pytanie
dlaczego? jest dowdd albo kontrprzykitad. Niektore dowody w mojej ksiazce
maja wyrazne luki, zawsze zaznaczone. Wazniejsze dla mnie byto wyjasnienie
dlaczego zachodzi jaka$ zaleznos¢ niz przedstawienie petnego dowodu najezo-
nego technicznymi trudnosciami.

Mimo to pewne dowody moga sprawic¢ istotng trudnosé¢, ale juz sama préba
ich zrozumienia bywa ksztatcaca. Matematyka bez dowodéw jest jak opera bez
muzyki: mozna co prawda ograniczy¢ si¢ do $ledzenia samej akcji, ale nikt w
ten sposéb opery nie polubit.

Biogramy

W ksiazce przedstawiamy sylwetki najwazniejszych matematykéw zwiazanych
z wykladanag tematyka. Mam nadzieje, ze Czytelnik po przejrzeniu biogramdow
uzyska dos$¢ pelny przeglad najwazniejszych matematykow do konca XIX w.
Najwazniejszymi pominietymi postaciami sa zapewne Niels Abel i Evariste
Galois.
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Nazwiska wspotczesnych matematykow pojawiajag sie z rzadka, gdyz ich doro-
bek na ogdét nie jest zrozumiaty dla niespecjalisty. Ksiazke konczy krotki rzut
oka na osiggniecia polskiej szkoly matematycznej. Wystepujace tam nazwi-
ska w indeksie sg pominiete ze wzgledu na znikomy zwiazek tego rozdzialiku
z reszta tekstu.

AVRY

Ksiazka powstata na bazie Markowych Wyktadow z Matematyki i dwutomowe;]
syntezy Matematyka dawna i nowa. Prace nad tymi ksigzkami zaczatem w ro-
ku 2008, tak wiec niniejsza ksiazka jest ukoronowaniem 13 lat pracy. Przy tej
okazji dziekuje raz jeszcze wszystkim, ktérzy pomagali mi w pracy nad tym
cyklem, a takze Czytelnikom, ktorzy zauwazyli bledy czy potkniecia redak-
cyjne w moich ksigzkach i przekazali je Wydawcy lub mnie osobiscie. Ksiazka
zawdziecza tez wiele — czesto anonimowym — Internautom aktywnie dzia-
tajacych na forum Mathematics Stack Ezxchange. Dzieki nim odkrytem wiele
interesujacych zadan i pomystowych rozwigzan.

Jak pisalem we wstepie do Analizy, wiele zawdzieczam dwoém wspanialym
ksigzkom: Approximately calculus Shahriaria Shahriariego i Excursions in cal-
culus Roberta M. Younga. Te dwie ksigzki w znacznym stopniu ksztaltowaty
moj wlasny styl.

Przede wszystkim jednak chciatbym podzigkowa¢ moim Kolegom-Wydawcom:
Marianowi Gewertowi i Zbigniewowi Skoczylasowi. Dzigki ich wysitkowi wto-
zonemu w redakcje merytoryczng, graficzna i jezykowa, w wychwytywanie sub-
telnych btedéw, niezamierzonych niescistosci, niekonsekwencji czy potknieé je-
zykowych ksiazka lepiej wyglada i przyjemniej ja sie czyta. Marian Gewert jest
tez autorem rysunkéw.

Doswiadczenie i teoria prawdopodobienstwa podpowiadaja, ze wiele innych
btedéw — mam nadzieje, ze niegroznych — pozostato. Oczywiscie odpowiada
za nie wytacznie autor.

Wroctaw, sierpien 2021 Marek Zakrzewski
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Wyktad 1

Zasada indukcji,
sumowanie poteg i sSrednie

Twierdzenie matematyczne to koncowy produkt ztozonego procesu. Najpierw
trzeba jakas prawidtowos¢ czy zalezno$¢ odkry¢, potem doprecyzowac, wreszcie
udowodni¢. Do najwazniejszych technik dowodzenia nalezy zasada indukcji
matematyczne;.

1.1 Odkrywanie wzoréw i zasada indukcji

Odkrywanie wzorow - Zasada indukcji matematycznej - Zadania

Gdy siedmioletni Gauss mial obliczyé¢ sume liczb naturalnych od 1 do 100,
szybko odkryt, jak unikna¢ rachunkéw. Powtérzmy jego rozumowanie. Wy-
obrazmy sobie te liczby wypisane raz w porzadku rosnacym, a raz w porzadku
malejacym:

1 2 3 ... 98 99 100
100 99 98 ... 3 2 1

Suma liczb w kazdej z kolumn jest rowna 101. Kolumn jest 100, a wiec dwu-
krotno$¢ szukanej sumy to 100 - 101. Zatem suma to (100 - 101)/2 = 5050.
W podobny sposéb mozna pokazac, ze

n(n—i—l)'

1+24+3+...+n= 5

Pomyst ten znany byl juz w VIII w. uczonym z otoczenia Karola Wielkiego.
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Odkrywanie wzorow

Zalbézmy, ze nie mamy zadnego pomystu, jak wyglada wzor na sume poczatko-
wych liczb naturalnych S, = 1+2434...+n. Spdjrzmy na kilka konkretnych
przypadkow.

Mamy kolejno 1, 14+2=3, 14+2+3=6 itd. Spdjrzmy na te zaleznos¢:

1 2 3 4 5 6 ... n
T !
1 3 6 10 15 21 ... 7

Prawdopodobnie nie uda nam si¢ odgadna¢ tu zadnego ogdlnego wzoru. W ta-
kiej sytuacji mozemy nasz problem zmodyfikowac¢. Zbadajmy podwojenie szu-
kanej sumy:

1 2 3 4 5 6 ... n
R A !
2 6 12 20 30 42 ... 7

Teraz mamy juz spore szanse na odkrycie wzoru:
2=1-2, 6=2-3, 12=3-4, 20=4-5, 30=5-6, 42=6-7, ...

Mozemy przypuszczaé, ze podwojona suma S, jest réwna n(n + 1), a wiec
Sp = [n(n + 1)]/2. Niestety, takie eksperymentalne podejécie nie daje zadnej
pewnosci, ze hipoteza jest prawdziwa.

Wraz z rozwojem metod informatycznych coraz wiecej waznych odkry¢ uzyski-
wanych jest eksperymentalnie za pomoca komputera. Ale dowdd znajdujemy
niemal zawsze metodami tradycyjnymi.

A oto kilka dalszych podobnych pytan:
1 = 1,
1+3 = 4,
1+43+5 = 9,

1+34+5+...+(2n—-1) = ?

12 = 1
1°+2° = 9
124+224+3 = 36

134+254+334+ ... 4+n3 = 7
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1-1! = 1,

1-11'+2-21 = 5
1-11+2-21+3-31 = 23,
1-1'4+2-214+3-3'+...4+n-nl = ?

Zasada indukcji matematycznej

Rozwazmy wtasnosé T'(n) dotyczaca liczb naturalnych 0, 1, 2, 3, ... Aby prze-
konac¢ sie o jej prawdziwosci, mozemy zaczaé od sprawdzenia, czy zachodzi ona
dla poczatkowych liczb naturalnych:

), T(1), T?2), TOB),

W naukach przyrodniczych rozumowanie oparte na analizie czeSci przypad-
kéw nazywa sie indukcjg. Czasem dla podkreslenia faktu, ze nie obejmuje
ona wszystkich przypadkéw nazywamy ja indukcjg niezupeing. Sprawdzanie
przypadkéw moze wzmacniaé¢ naszg wiare w prawdziwos¢ twierdzenia, ale nie
zastapi dowodu.

Wyobrazmy sobie, ze o tozsamosci T'(n) umiemy pokazaé co$ wiecej. Potra-
fimy wykazaé, ze prawdziwa jest tozsamos$é T'(0), a takze wszystkie ponizsze

wynikania:
T0) = T(Q),
T = TQ),
T2 = T(3),
rE) = TM),

Skoro zachodzi T'(0) oraz wynikanie T'(0) = T'(1), to zachodzi tez T'(1). Na
mocy kolejnego wiersza zachodzi wéwczas takze T'(2) itd. W takim przypadku
wykazalibySmy oczywiscie prawdziwo$é T'(n) dla wszystkich liczb naturalnych,
ale dowdd taki trwalby nieskonczenie diugo.

Na szczescie w wielu przypadkach wszystkie dalsze wynikania mozna uzasad-
ni¢, postepujac wedtug tego samego schematu. Zamiast nieskonczenie wielu
wynikan, wystarczy sprawdzi¢, ze zachodzi T'(0) oraz ze dla kazdej liczby na-
turalnej k zachodzi wynikanie T'(k) = T'(k + 1). Rozumowanie takie stanowi
juz kompletny dowdd, a dotyczyé moze nie tylko tozsamosci, ale tez innych
wtasnosci liczb naturalnych. Punktem wyj$ciowym nie musi by¢ liczba O.
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TWIERDZENIE 1.1 (zasada indukcji matematycznej)

Niech T'(n) bedzie pewng wlasnosciq liczb naturalnych. Zalézimy, Ze:
1. dla pewnej liczby naturalnej ng zachodzi T'(ng);

2. dla kazdej liczby naturalnej k > ng zachodzi wynikanie

T(k)= T(k+1).
Wéwczas wlasnosé T(n) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n > ng.

Zasada indukcji matematycznej nazywana byta niegdys zasada indukcji zupel-
nej, gdyz w istocie sprawdza wszystkie przypadki.

PRZYKEAD 1.1 Za pomocg metody indukcji matematycznej wykaz tozsamosé

n(n+1)
—

RozwiAZANIE: Dowdd sktada sie z dwu krokéw.

1+42+...+n=

1. Krok poczatkowy: Dla n = 1 tozsamos¢ zachodzi, gdyz

1-2
l=—-:
2

2. Przejscie indukcyjne: Zatézmy, ze tozsamosé zachodzi dla dowolnej usta-
lonej liczby naturalnej k, tzn.

1
1+2+...+k=%.

Wykazemy, ze zachodzi tez dla k + 1, tzn.

1424kt (1) = EFDEFD)

2
Rzeczywiscie,
1+2+4. . +k+(k+1) =1+2+...+k+(k+1)22
k(k+1
:%4—(1{7%—1):
k(D) 20k+1) (b 1)(k+2)
2 2 2 '

Ro6wnosé oznaczona znakiem ind pokazuje przejscie, w ktérym skorzystaliSmy
z zatozenia indukcyjnego.

7 zasady indukcji matematycznej wynika, ze tozsamos$¢ prawdziwa jest dla
wszystkich dodatnich liczb naturalnych.
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Dowody indukcyjne moga wyglada¢ rozmaicie, ale ich zasadniczy schemat jest
niemal zawsze taki sam. Zwréémy jeszcze uwage na wyrédznione stowa dowolnej
ustalonej. Kto zastapi te stowa stowami dla wszystkich zdradza, ze nie rozumie
metody. Zastanéw sie, dlaczego.

Zauwazmy jeszcze, ze indukcja matematyczna jest metoda dowodzenia. Jednak
w zadnym stopniu nie podpowiada, jak odkry¢ dowodzone twierdzenie.

Zadania

1. Korzystajac z zasady indukcji matematycznej wykaz tozsamosci:

nn+1)(n+2)

a)1-24+2-3+...+n(n+1)= 3 ;

1 1 1
+ + +oit ———=Vn
1+v2  V2+V3 Vn—=T1+n

2. Odgadnij wzor na sume i wykaz jego prawdziwos$é

b) 1

AR

3. Wykaz, ze dla naturalnego n > 1 zachodzi nieréwnosc

1 1 1
4 — 4.+ —>n
NoRVE NT

4. Wykaz, ze dla n > 5 zachodzi nieréwnoéé 2™ > n?.

5. Rozwazmy funkcje f okreslong dla dodatnich liczb naturalnych warunkami f(1) = 1 oraz

n . 77
f (5) , jesli n parzysta;
f ( 5 ) , jedli n nieparzysta.

Hipoteza (postawiona przez Lothara Collatza w roku 1937, ale wciaz otwarta) glosi, ze dla
dodatnich liczb naturalnych n zachodzi réwnosé f(n) = 1. Pokaz, ze hipoteza Collatza jest
prawdziwa: a) dlan =1, 2, ..., 12; b) dla nieskoriczenie wielu liczb nieparzystych.

6.% Na stole znajduje sie pewna skonczona liczba kartek, a na kazdej zapisana jest jaka$
liczba naturalna. Kolejno wyrzucamy te kartki, przy czym jezeli wyrzucamy kartke z liczbg,
n, to mozemy dotozy¢ dowolng skonczong liczbe kartek z liczbami 0, 1, 2, ..., n — 1. Czy
takie postepowanie moze trwac nieskonczenie dtugo, czy tez musi sie kiedys skonczy¢?

1.2 Sumowanie poteg

Sumowanie kwadratow - Sumowanie innych poteg - Zadania

Znamy juz wzor na sume 1+ 2+ ...+ n. Teraz odkryjemy wzér na sume kwa-
dratéw liczb naturalnych i rozwazymy podobne zadanie dla wyzszych poteg.
Do tematu tego wraca¢ bedziemy w wielu dalszych wyktadach.
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Sumowanie kwadratow

Spréobujmy teraz wyprowadzi¢ wzor na sume kwadratow liczb naturalnych od
1 do n:
124224+ .. +n?=?

Naturalnym podej$ciem jest analiza konkretnych przypadkéw. Spodjrzmy na
poczatkowe sumy:

124+922=5 124224+3%2=14, 124+22+3%24+4%2=230,...

Chyba trudno odgadnaé tu jakas prawidtowosc.

Poniewaz znamy juz wzor na sume poczatkowych liczb naturalnych, wiec spro-
bujmy poréwnaé¢ sume kwadratéow 12 +22 + ... +n? zsuma 1 + 2+ ... + n.
Oto odpowiednie ilorazy:

124+2% 5 12422432 7 1242243244 9

1+2 3 1+2+3 3 1+2+3+4 37

Ostatni iloraz jest oczywiscie rowny 3, ale zapis w postaci utamka pozwala
tatwiej dostrzec ogdlng prawidtowos¢:

124224+ ... +n* 2n+1
1+2+...4n 3

A stad

2n+1 n(n+1)2n+1)

24+224+ . +n2=(1+2+...4n) 2 c

Osobna sprawa jest dowdd tego wzoru. Standardowy dowdd otrzymujemy za
pomoca indukcji matematycznej. Inny podpowiadamy w zadaniu 7.

Sumowanie innych poteg

Wzér na sume szeScianéw odgadnaé jest bardzo tatwo:
134+23=9=3% 13423433 =36=6°, 134+23+33+4%3 =100 =107, ...

Gdy zauwazymy, ze 3=14+2,6=1+2+3, 10 =142+ 3 + 4, to bez trudu
sformutujemy hipoteze

n?(n + 1)3

P+ 4+ +nP=(14+2+...40n) = 1
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Roéwnosé te tatwo udowodnic¢ za pomocg indukcji matematycznej. Ogolny pro-
blem znalezienia wzoru na sume

¥+ 2k 438+ 4+ nF

dla naturalnych wykladnikow k rozwiagzal Jacob Bernoulli. Wzoér ten (bez
dowodu) przytaczamy w zadaniu 19.5.

Spojrzmy jeszcze na przypadek wyktadnikéw catkowitych ujemnych. Problem
ma tu zupelnie inny charakter. Dla wyktadnika £ = —1 otrzymujemy

IR
Sttt

Sume te nazywamy n-tg suma harmoniczng (badz liczbg harmoniczng)
i oznaczamy symbolem H,,. Dokladnego wzoru dla liczby H,, nie znamy. Ale
szacowaniem sum takich jak powyzsza, czy analogiczna dla odwrotnosci kwa-
dratéw, zajmiemy sie w dalszych czesciach ksigzki.

Zadania

7. Wyprowadz wzor na sume kwadratéw liczb naturalnych od 1 do n korzystajac z tozsamosdci

(k+1)° — k* = 3k* + 3k + 1.

8. Sprawdz, ze zachodzi tozsamosé

k(k+1)\°  [k(k-1) Q_kg
2 a 2 -

Wyprowadz stad wzér na sume szeScianéw liczb naturalnych od 1 do n.

AR

9. Liczbe postaci T, = n(n + 1)/2 nazywamy n-ta liczba tréjkatna. Wykaz, ze:
a) suma dwu kolejnych liczb tréjkatnych jest kwadratem liczby naturalnej;
b) zachodzi tozsamosé

n(n+1)(n+ 2)'

T™nW+T5+...+T, = 5

10. Znajdz wzér na sume
P+32+5+...+(2n—1)°

i uzasadnij jego poprawnosé.
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1.3 Srednie 1 nieréwnosci

Trzy Srednie - Jeszcze jedna Srednia - Dowdd nieréowno$ci miedzy Srednimi -
Zadania

Nierownos¢ taczaca trzy srednie: arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna
ma wiele zastosowan, w szczegdlnosci w geometrii. A jej dowdd jest interesu-
jacym przyktadem nietypowej indukcji.

Trzy Srednie

Powszechnie znana jest Srednia arytmetyczna liczb x1, zo, ..., x, okreslana
wzorem

1+ T2+ ...+ 2Tp

n
Dla liczb dodatnich okreslamy $rednig geometryczng

G = Yri29...2,,

a takze Srednig harmoniczng

A=

n
1 1 1=
E—l‘x—Q—i—...—l‘E

Wszystkie te srednie znane byty juz starozytnym Grekom.

H =

TWIERDZENIE 1.2 (nieréwno$¢ miedzy srednimi)
Pomiedzy sredniq arytmetyczng A dowolnych liczb dodatnich, ich Srednig geo-
metryczng G oraz ich $rednig harmoniczng H zachodzi podwdjna nierownosé

A>G> H.
Obie nierownosci stajg sie rownosciami tylko, gdy wszystkie liczby sq rowne.
Spéjrzmy na te Srednie dla liczb 1,2,...,n:
g l¥2+. 4 LUAS)
n n 2
G = T2 n=
B n
- 1 1°
14 5+ ...+

W mianowniku sredniej harmonicznej pojawia sie wspomniana juz wczesniej
n-ta liczba harmoniczna H,,. Gdy poznamy oszacowanie tej sumy, otrzymamy
tez posrednio oszacowanie powyzszej éredniej harmonicznej. Srednia geome-
tryczng oszacujemy w zadaniach po wyktadzie 13.
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Jeszcze jedna Srednia

W teorii prawdopodobienstwa istotna role odgrywa srednia kwadratowa.
Srednig kwadratowg liczb =1, xo, ..., x,, nazywamy liczbe

K:\/x%—kx%—l—...—l—x%.
n

Jest ona wieksza badz rowna Sredniej arytmetycznej. Dowoéd podpowiadamy
w zad. 17.

Dowdd nieré6wnoéci miedzy srednimi*

Niech T'(n) oznacza, ze Srednia arytmetyczna n liczb nieujemnych jest wiek-
sza badz rowna ich Sredniej geometrycznej. Najpierw udowodnimy, ze T'(n)
zachodzi dlan = 2,4, 8, ..., potem zas wykazemy, iz T'(n) implikuje T'(n—1).
Wynikaé stad bedzie, ze T'(n) zachodzi dla dowolnej liczby naturalnej. Na
przyktad prawdziwos¢ dla n = 13 wynika¢ bedzie z ciagu implikacji:

T2)=T(4) = T(8) = T(16) = T(15) = T'(14) = T'(13).
Dla n = 2 nieré6wno$é jest oczywista. Skoro (z — y)? > 0, to

x2+y2
2

= 2y.

Podstawiajac a = 22, b = y? otrzymujemy

“;%@.

Pokazemy teraz wynikanie T'(n) = T'(2n). Aby uniknaé¢ nadmiaru symboli
zrobimy to na przykladzie wynikania 7'(2) = T'(4). Skorzystamy dwukrotnie
z nieréwnosci miedzy $rednimi dla n = 2. Mamy

atbtcetd S+ VabtVed
4 2 7 2 ~

> \Vab - Ved = \/Vabed = Vabed.

Pozostaje wykazaé, ze dla n > 2 zachodzi wynikanie T'(n) = T'(n—1). Znéw,
aby uprosci¢ zapis, zrobimy to dla n = 4. Mamy

at+btc a+btetrte a+b+c
3 4 > \faber 5
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wiec
<a+b+c>4 ! a+b+c
Z aocC y
3 3
a stad
b 3
(%) > abe

Podnoszac obie strony do potegi 1/3 otrzymujemy zadang nieréwnosé.

Dowdd ten pochodzi od Augustina Cauchy’ego. W zad. 14. podpowiadamy,
jak wykaza¢ nieréwnos$¢ pomiedzy srednia geometryczng i harmoniczna.

Zadania

11. Sprawdz, ze $rednia geometryczna dwu liczb dodatnich jest srednia geometryczna ich
Sredniej arytmetycznej i harmonicznej. Czy jest tak dla trzech i wiecej liczb?

12. Pitagorejczykom zawdzieczamy spostrzezenie, ze w szeScianie liczba wierzchotkéw jest
srednia liczby Scian i liczby krawedzi. O jakiej sredniej tu mowa?

13. Sprawdz, ze w ciggu 1,1/2,1/3,1/4, ... kazdy wyraz jest $rednig harmoniczna dwu sa-
siednich.

O
14. Pokaz, jak z nieréwnosci G < A wywnioskowa¢ nieréwnosé¢ H < G.
15. Wykaz na dwa sposoby, ze dla dodatnich x1, x2, ..., £, zachodzi nieréwnosé
1 1 1
(x1+z2+ ...+ T0) (—+—+...+—> >n?
T1 T2 Tn

a) korzystajac z nieréwnosci miedzy srednimi;

b) nie korzystajac z niej.

16. Uzasadnij, ze odcinki DO, CE, CF i DE réwne sg odpowiednim érednim odcinkéw
o dtugosciach z, y.

D
C
F
A 0 E B
T :C T y 1
17*. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., b, zachodzi

nieréwnosé

(a1by + asbs + ... anbn)> < (af + a3 + ...+ a2)(b] +b5+ ... +b2)
zwana nieréwnoscig Cauchy’ego - Buniakowskiego - Schwarza albo krécej nieréwno-
Sciag Cauchy’ego - Schwarza. Wywnioskuj stad, ze $rednia kwadratowa dowolnych n liczb jest
wigksza badz roéwna ich $redniej arytmetyczne;j.
Wsk.: Rozwaz wyréznik tréjmianu (a1x + b1)2 + (ag2z + 62)2 +...+ (anz + bn)z.



Wyktad 2

Granica ciggu

Spéjrzmy na trzy wzory na sumy poteg:

1
1+2+...+n:@,

nn+1)(2n +1)
6 ;

n?(n +1)>2

—

Wzory dla dalszych poteg staja sie coraz bardziej skomplikowane. Czesto bar-
dziej przydatny okazuje sie prostszy wzor przyblizony:

124224+ . +n?=

13+ 4. +nd=

2

1+2—|—...+n%%,
3
12+22+...+n2%%,
n4

13+23+...+n3zz.

Nietrudno odgadnaé¢, ze w ogdlnym przypadku otrzymamy

L nk;—i—l

1549k 4. ~ .
+2"+...+n P

Zauwazmy, ze przyblizony wzor jest tu bardziej czytelny, a takze tatwiejszy do
odkrycia.

Przyblizone wzory dla funkcji, sum itp. nazywamy aproksymacjami. Spro-
bujmy teraz nadac Scisty sens symbolowi ~ w powyzszych wzorach.

12
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2.1 Intuicje i rachunki

Pojecie granicy i najprostsze przypadki - Granica ciggu geometrycznego i ciqgi
rozbiezne - Rzedy wielkoSci © asymptotyczna réownosé - Zadania

Formalna definicja granicy ciggu pojawila si¢ przynajmniej 2000 lat pdzniej
niz samo pojecie. Nie styszeli o niej ani Archimedes, ani Newton czy Euler.
Mozna wiec zatozy¢, ze podstawowy kurs analizy tez sobie poradzi operujac
wyltacznie okresleniem intuicyjnym.

Pojecie granicy i najprostsze przyktady

Spojrzmy na kolejne wyrazy ciaggu a,, = 2n/(n + 1):

1, 1 ~ 1,33, 6 =1,5, 5 = 1,6, 10 ~ 1,60,
3 4 5 6
Jezeli wraz ze wzrostem n (gdy n dazy do nieskonczonosci) wyrazy ciagu a,
staja sie dowolnie bliskie pewnej skonczonej liczbie g, to méwimy, ze ciag a,
ma granice g albo ze jest zbiezny do g¢. Symbolicznie:

lim a, =g albo krécej a, — g.
n—oo

Tu mamy
2 2 1 2
o= 20 _2ntD ~2-0=2.
n+1 n+1 n+1
Gdy méwimy o zbieznosci ciggdw, to zawsze zakladamy, ze n dgzy do nieskoni-

czonosct, nawet gdy nie jest to zaznaczone.

W obliczeniach korzysta¢ bedziemy z podstawowych intuicji. Jest dos¢ oczy-
wiste, ze przy n dazacym do nieskonczonosci, granica takich ciagéw jak
2 5 1

an = —, n — ) Cn = —5,
n n—+ 2 n?

jest zero. Ponadto granica sumy dwu ciaggoéw jest suma ich granic. Analogiczne
wtasnosci zachodza tez dla granic réznicy, iloczynu i ilorazu ciagow.

TWIERDZENIE 2.1 (arytmetyka granic skonczonych)
Zatozmy, zZe ciqgi a, oraz b, majq granice odpowiednio a oraz b. Wowczas:

nh—{%o(a” +b,) =a+b, nll)ngo(an —by) =a — b, nh_)ngo(anbn) = ab.

Jezeli ponadto b # 0, to takze
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Spdéjrzmy na przykladowe zastosowania tego twierdzenia.

PRzZYKELAD 2.1 Oblicz granice ciaggow:

_3n—|—1' 2n2 — 6n

n— 5_ = b bn:
a) an =g ) n? 11

RozwiAZANIE: W obu przyktadach przeksztalcimy wyraz ciagu w ten sposob,
ze jego wartos¢ nie zmieni sie, ale z przeksztalconej postaci tatwiej bedzie
wyznaczy¢ granice.

a) Podzielmy licznik i mianownik utamka przez n i przejdzmy do granicy:

. 3n+1 . 3+ 340
Lim = lim L=
n—oo 2n + 5 n—>002+R 240

b) Podobnie, ale tym razem licznik i mianownik utamka dzielimy przez n?:

. 2m2 —6n o 2-8 9 9
im —————— = lim 711 — —
n—oo n? 41 n—ool4 % 140

Granica ciggu geometrycznego i ciagi rozbiezne
Przyjrzyjmy sie ciagom geometrycznym a, = (1/2)" oraz b, = (—2/3)™:

111 2 4 8§ 16 32
2747 8 167 3797 277 647 2437

Intuicyjnie jest jasne, ze obydwa daza do zera. Te intuicje sg trafne. Odnotujmy
zatem to spostrzezenie jako osobne twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.2 Jezeli|q| < 1, to cigg geometryczny q" jest zbiezny do zera.

Nie kazdy ciag ma granice. Na przyktad ciag a,, = (—1)" ma wyrazy na prze-
mian —1 oraz 1, wiec nie ma zadnej liczby, do ktérej te wyrazy by si¢ zblizaty.
Podobnie jest z ciagiem a,, = (—2)", ktéry oscyluje pomiedzy coraz wiekszymi
liczbami dodatnimi i coraz wigkszymi (co do wartoéci bezwzglednej) liczbami
ujemnymi. Ciagi, ktére nie maja skonczonej granicy nazywamy rozbieznymi.

Posréd ciagéw rozbieznych na osobng uwage zastuguja dwa szczegélne typy.
Ciagi takie, jak np. a, = n? czy b, = 2" daza do plus nieskonczonosci. Sym-
bolicznie zapisujemy to

2

lim n* = oo, lim 2" = cc.
n—oo n—oo
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Z kolei ciagi takie, jak a, = —n czy b, = —2" daza do minus nieskonczonosci.
Symbolicznie:

lim (—n) = —o0, lim (—2") = —o0.

n—oo n—oo

Takie nieskonczone granice nazywamy niewlasciwymi, a o samych ciggach
moéwimy, ze sa rozbiezne do plus albo minus nieskonczonosci.

W wielu obliczeniach wykorzystujemy wazng wtasnosé ciggéw rozbieznych do

plus badZ minus nieskonczonosci.

TWIERDZENIE 2.3 Jezeli cigg |ay,| jest rozbiezny do nieskoniczonosci, to

1
lim — = 0.
n—0oo q,,

Rzeczywiscie, jezeli wartosci |a,,| wraz ze wzrostem n przyjmuja dowolnie duze
wartosci dodatnie, to ich odwrotnoéci 1/|a,| staja sie dowolnie bliskie zera.
A woéwczas takze ciag 1/a, dazy do zera.

PRZYKEAD 2.2  Oblicz granice ciagu a, = vVn? +n — n.

ROZWIAZANIE: Zastosowanie twierdzenia o granicy roznicy ciggdéw nie jest
tu mozliwe, gdyz ani cigg vn? + n, ani cigg n nie maja granicy skonczone;j.
Aby wyznaczy¢ granice tego ciggu, przeksztalémy go korzystajac ze wzoru na
réznice kwadratow:

(Vo n—n) (Va2 Tn+n) .
V2 fn+n Vil tn4n

W mianowniku mozemy wyciagnaé¢ n przed nawias:

1 1 1
Vn?+n+n=4/n? (14—%)—i—n:n\/l—i—ﬁ—l—n:n@/l—i—g#—l).

Zatem

an =Vn?2+n—n=

n n 1 1 1
a/n: = =

— = —.
Veltnan o p(Jielan) fielen L2

Zauwazmy, ze 7 pozoru oczywiste podejscie

lim a, = lim (\/n2+n—n> = 00 — 00,
n—oo n—oo
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daloby btedny wynik zero. Na ogét nie mozna stosowaé twierdzen o arytme-
tyce granic dla granic nieskonczonych. Sa jednak wyjatki. Dwa najwazniejsze
to:

00+ 00 =00, 0000 = 0.

Formalnie: suma oraz iloczyn ciggéw rozbieznych do oo tez jest ciagiem roz-
bieznym do oo.

Twierdzenie o trzech ciggach i zbiezno$¢ pierwiastkéw
Nastepujace twierdzenie jest do$¢ oczywiste, ale bardzo uzyteczne:

TWIERDZENIE 2.4 (o trzech ciggach)
Jezeli a,, < b, < ¢, oraz

lim a, = lim c,,
n—oo n—oo

to ta wspolna granica jest tez granicg ciggu by,.

Za pomoca kalkulatora tatwo znalezé granice ciagu a, = {/2. Obliczajac war-
tosci pierwiastka np. dla n = 100, n = 1000 bez trudu odgadniemy, ze granica
ta bedzie 1. Pokazemy teraz, jak to przypuszczenie udowodnic.

Niech /2 =1+ r,. Wéwczas r, > 0. Wykazemy, ze r, — 0. Przypomnijmy
poczatek wzoru Newtona dla (1 + z)™:

(1+2z)"=1+nz+ (Z)xz—i—
Podstawiajac x = r, otrzymujemy
n/a\ ™ n
2 = (\/§> =(1+r)"=1+nr, + <2>r%+...>1+nrn,

gdyz dla dodatniego r, wszystkie dalsze wyrazy tez sa dodatnie. Tak wiec
1> nry,, skad
1
0<r, < -—.
n
Poniewaz skrajne ciagi daza do zera, wiec takze r,, dazy do zera, a stad

Vo=1+r, —>1+0=1.

W podobny sposéb mozna udowodnié, ze zachodzi ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.5 Dla dowolnego dodatniego a

lim Va =1.

n—oo
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Rzedy wielkosci i asymptotyczna ré6wnosé

Niech f(n) oraz g(n) beda wielkosciami dodatnimi. Méwimy, ze f(n) jest
rzedu g(n), jesli granica f(n)/g(n) jest liczba skonczona rézng od zera. Np.
n(n + 1)/2 jest rzedu n?, gdyz

: —n(nQH) . nn+1) 1
lim = lim ——~ = —.
n—oo n2 n—00 2In2 2

Jesli granica f(n)/g(n) przy n dazacym do oo jest réwna 1, to méwimy, ze
f(n)ig(n) sa asymptotycznie réwne i piszemy f(n) ~ g(n).

Zadania

1. Oblicz granice ciggdw

1424..4+n 123" 4 231
_ . b) b, = : = /n? _JnZ —n.
T2+ .o P 3127 ¢) en =Vn?+n—n?—n

2. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach oblicz granice ciagow:

a)an=3Yn2+n+1;b)b, = 2" £37;,¢c)cn = V2" +n2;d)dp = V1 +2+... Fn.
VAR

3. Korzystajac ze wzoru na obwdd okregu lub pole kota znajdz granice ciagu a, = nsin(w/n).

4. Wykaz, ze

a) an

lim ¥n=1.

n— o0

5. Wykaz, ze n® jest rzedu nizszego niz 2".

Podobnie jest dla n” dla dowolnego k > 0.
Wsk.: Ze wzoru dwumianowego Newtona wynika, ze zachodzi tozsamo$é

(g)+(q)+...+(g)+...+(g) _y

Zatem dla n > 4 mamy (Z) < 2™,

2.2 Troche teorii i algorytm Herona
Zbieznos¢ i ograniczonos¢ - Heron, rekursja i pierwiastki - Zadania

Pokazemy tu, dlaczego w niektérych rachunkach istotna role odgrywaja twier-
dzenia o istnieniu. A ponadto poznamy zdumiewajaco prosty algorytm obli-
czania pierwiastkow, znany Heronowi (I w. n.e.), a mozliwe, ze nawet Babi-
lonczykom — 4000 lat temu.
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Zbieznos¢ a ograniczonoscé

Zauwazmy, ze cigg nieskoniczony a, to funkcja na N okreslona wzorem f(n) =
an. Mozemy zatem méwi¢ o wykresie ciggu: ztozony on jest z wszystkich punk-
téw postaci (n,a,). Takie geometryczne spojrzenie na ciag bywa uzyteczne.

Moéwimy, ze ciag a, jest ograniczony, jezeli wszystkie jego wyrazy lezg w
pasie ograniczonym prostymi y = m (ograniczenie dolne ciagu) oraz y = M
(ograniczenie gérne ciagu).

Zauwaz, iz zbieznos¢ ciggu geometrycznie oznacza, ze dalekie wyrazy ciagu
leza w poblizu pewnej prostej. Ograniczonos$¢ oznacza tylko, ze wyrazy ciggu
mieszcza si¢ w pewnym pasie ograniczonym prostymi. Tak wiec zbieznosé jest
warunkiem mocniejszym niz ograniczono$¢. Wyraza to ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.6 Kazdy cigg zbieiny jest ograniczony.

Twierdzenie odwrotne nie zachodzi, o czym $wiadczy ciag a, = (—1)" — jest
ograniczony, ale nie jest zbiezny. Zachodzi jednak twierdzenie nastepujace:

TWIERDZENIE 2.7 (Cigg monotoniczny © ograniczony jest zbiezny.

AGn

M
gf——

3Y

1 2 3 45 6

Rysunek powinien przekonaé o intuicyjnej oczywistoéci tego twierdzenia. Sci-
sty dowdd nie jest trudny, ale odwotuje sie do formalnej definicji granicy.

Heron, rekursja i pierwiastki

Jak juz wspominaliSmy, bardzo pomystowy algorytm obliczania pierwiastkéw
kwadratowych znany byt Heronowi, prawie dwa tysiace lat temu. W literatu-
rze znany jest jako algorytm Herona badz algorytm babilonski, gdyz istnieja
poszlaki (dos¢ stabe), ze mogli go znaé¢ juz Babilohczycy.

Obliczymy ta metoda v/2. Algorytm Herona polega na wyznaczaniu kolejnych
wyrazow ciggu zadanego warunkami
an + %

a1 =2, Gpy1= 5
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Sama idea tego algorytmu jest prosta: gdy wyraz a,, przybliza v2 od dotu, to
2/ay, przybliza go od gory. Okazuje sie, ze wyraz a,41 bedacy srednia arytme-
tyczna tych dwu liczb jest przyblizeniem (duzo!) lepszym niz poprzednie.
Skad wiemy, ze w granicy musimy dostaé¢ rzeczywiscie /2. Na razie zatézmy,
ze granica istnieje i jest rowna g. Wowczas

an+2Z g+
— .

Qn+1 = 2 9
Ale apy1 — g, gdyz ap11 jest to ciag a, przesuniety o jeden wyraz. Zatem
9ty
g - 2 *
Stad ¢> = 2. Poniewaz ciag o wyrazach dodatnich nie moze mieé¢ granicy

ujemnej, wiec g = v/2.

Ze ciag ten rzeczywiscie ma granice jest oczywiste dla kazdego kto prébuje
wykona¢ te rachunki — ten ciag zbiega bardzo szybko: juz piaty wyraz da-
je przyblizenie z btedem !07'. Ale dowdd istnienia granicy nie jest trudny.
Wykazemy, ze ciag ten jest monotoniczny i ograniczony. Obydwa warunki wy-
kazujemy korzystajac z indukcji matematycznej.

1. Ciag a, jest ograniczony z dotu przez v/2.
Mamy a; = 2 > v/2. Zalézmy, ze a,, > v/2. Woéwczas

n+ = 242 2—2v/2a,, +2 —/2)?
a/n_’_l—\/i:%—\/i:an_'_ _\/ﬁza” \/_Cbn+ _ (an \/_) >0,

2a, 2a, 2a,
wiec ant1 > V2. Na mocy zasady indukcji wszystkie wyrazy ciggu sa wieksze
od V2.
2. Ciag a,, jest malejacy.
Rzeczywiscie, skoro a, > v/2, to

an + = a2 +2 2-d

an—i—l_an:T_an: ap =

< 0.

2a, 2a,

Zadania
6. Zmodyfikuj algorytm Herona tak, aby za jego pomoca znalezé przyblizona wartosé /2.

7. Dla ustalonego x > 0 rozwazmy ciag

n

x
an = —.
n!

a) Pokaz, ze poczawszy od pewnego miejsca jest on malejacy.

b) Wywnioskuj stad, ze ma granice i pokaz, ze jest ona réwna zeru.
Oznacza to, ze " jest rzedu nizszego niz n!.
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AR

8. Rozwazmy cigg okreslony warunkami a1 = /2 oraz any1 = 2+ an. Wykaz, ze jest
zbiezny i pokaz, ze jego granica jest réwna 2. Uzyskany wynik zapisuje sie niekiedy w postaci

\/2+\/2+\/2+\/2+...=2.

an:(l—{—l)
n

jest ograniczony z gory i rosnacy, a wiec zbiezny. Stata e definiuje sie zazwyczaj jako liczbe
bedaca granica tego ciggu. U nas e pojawi si¢ naturalnie w kontekscie réwnan rézniczkowych.
Wsk.: Dla dowodu monotonicznosci rozwaz liczbe 1 oraz n innych liczb i skorzystaj z nie-
réwnosci miedzy srednimi.

9.% Wykaz, ze ciag

2.3 Kolo, kula i liczba =

Dwa Eklasyczne wzory - Objetosé kuli - Pole powierzchni kuli - Zadania

Zwiazek pomiedzy polem kota a jego obwodem zrozumiany zostatl bardzo wcze-
$nie. Technicznym problemem byto jedynie wyznaczenie wartosci m z odpo-
wiednig doktadnoscig. Kwestia ta zajmiemy sie w dalszej cze$ci wyktadu.

Obliczenie objetosci kuli to zagadnienie znacznie trudniejsze. Wzor ten — w
postaci geometrycznej — odkryl dopiero Archimedes.

Dwa klasyczne wzory

Liczbe 7 okresla sie jako stosunek obwodu okregu do jego Srednicy. Z samej
definicji m wynika, ze pomiedzy obwodem L okregu, a jego srednica 2r zachodzi
zaleznosé L/2r = m, skad znany wzor na obwdd okregu

L = 27r.

Wzér na pole kota wyprowadzi¢ nietrudno.

Koto mozna przybliza¢ za pomoca wpisanych w niego wielokatow foremnych.
Kazdy taki wielokat dzieli sie na n trojkatow réwnoramiennych, o podstawie
a,, oraz wysokosci h,,. Wraz z n dazacym do nieskonczonosci, iloczyn na,, dazy
do obwodu okregu, a wysokos$¢ h,, do jego promienia.

an
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Zatem pole P kota o promieniu r jest réwne potowie iloczynu promienia r

przez obwdd kota 27, czyli 2.

W powyzszym rozumowaniu znéw stykamy sie z przejSciem do granicy: roz-
wazamy, jak zmienia si¢ obwod wielokata foremnego wpisanego w okrag, gdy
liczba bokéw dazy do nieskonczonosci. Korzystajac z symbolu granicy mozemy
to rozumowanie zapisa¢ krocej:

Oczywiscie, aby korzystac¢ z tych wzoréw musimy wyznaczy¢ przyblizong war-
tos¢ m. Zajmiemy sie tym w zadaniach, a powazniej w wykladzie 16.
Objetosé¢ kuli

Pokazemy teraz, jak wykorzysta¢ wzor na sume kwadratow do wyprowadze-
nia wzoru na objetos¢ kuli. Zacznijmy od wyprowadzenia wzoru na objetosé
potkuli o promieniu 1.

Podzielmy poétkule na n plastréw o jednakowej wysokosci. Objetosé kazde-
go z plastréw mozna oszacowaé poréownujac ja z objetoscia walca wpisanego
w plaster i objetoscia walca na nim opisanego.

Kazdy z walcéw ma wysokosé 1/n. Promienie walca wpisanego w i-ty plaster
oraz walca na nim opisanego to odpowiednio

-\ 2 N
r, = 1—(1) oraz Ri:\/1—<Z 1).
n n

Ze wzoru na objeto$¢ walca wynika zatem, ze objetosc¢ i-tego plastra opisanego

jest rowna
i—1\?%| 1
Vi=m|1— =
= -5
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Stad otrzymujemy goérne oszacowanie na objetos¢ potkuli V:

V<w{[1—<%>2]+[1—<%)2]+...+[1—<”;1)2H.%:

:W[1_02-|-12—|—...—|—(n—1)2 1] :Wll_(n—l)n@n—l)l.

n2 n 6n3
Podobnie mozemy otrzymac¢ oszacowanie dolne na V', poréwnujac objetosci
plastréw z objetosciami walcéw wpisanych.

Po prostych przeksztalceniach otrzymamy podwojng nieréwnosé

T 1 1 T 1 1
—— {1+ - 1+ — ——|1-= 1——.
m 3 (+n><+2n)<v<ﬂ 3 < n)( 2n>

Pozostaje zauwazy¢, ze gdy podzial na plastry jest odpowiednio drobny (tzn. n
dostatecznie duze) utamki 1/n oraz 1/2n przyjmuja wartoéci dowolnie bliskie
zeru. Zatem obydwa wyrazenia ograniczajace V zblizaja sie dowolnie blisko
do 27 /3. Taka jest zatem objeto$é¢ rozwazanej pétkuli. Stad objetosé kuli jed-
nostkowej to 4w /3.

Kazde dwie kule sg podobne. Skala podobienstwa kuli o promieniu R do kuli
jednostkowej jest stosunek ich promieni, czyli R. Stosunek ich objetoéci to R3,
skad znany wzoér na objetoéé kuli V = 47 R3/3.

Wzér na objetosé kuli to zapewne jedyne twierdzenie geometrii, ktoérego nie
znat Euklides, a dzi$ zna przecigtny uczen szkoty sredniej. Odkryt go dopiero
Archimedes, zyjacy jedno-dwa pokolenia pézniej. Grecy nie znali algebry, wiec
formutowal on ten wzér w jezyku geometrii (p. zad. 11).

Pole powierzchni kuli

Obliczajac pole kota aproksymowalismy je za pomoca wielokatéow foremnych,
z ktorych kazdy jest suma trojkatow. W podobny sposéb mozna wyprowadzié
znany wzOr na pole powierzchni kuli. Jednak Sciste uzasadnienie poprawnosci
tego wyprowadzenia nie jest tatwe. Ograniczymy si¢ wiec do naszkicowania
zasadniczej idei.
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Kule mozna aproksymowaé¢ za pomocg bryt zlozonych z ostrostupow, jak po-
kazuje rysunek.

7T
T

F.aczna objetosé tych ostrostupdéw wynosi
1
3

Gdy podstawy ostrostupow sa coraz drobniejsze, taczna suma ich podstaw
dazy do pola S powierzchni kuli, wysokos¢ kazdego z ostrostupow dazy do

1 1
h1 P, + §h2P2 + ...+ ghnpn

promienia R kuli, a taczna objetos¢ ostrostupow do objetosci kuli. Zatem w
granicy otrzymujemy

4 1
§7TR3 = §RS’ skad S = 47 R?.

Zadania

10. Znajdz stosunek objetosci kuli do objetosci walca na niej opisanego. Analogiczne zadanie
dla pola powierzchni.

11. Archimedes wykazal, ze suma objetosci stozka o wysoko$ci d i promieniu podstawy d oraz
kuli o érednicy d jest réwna potowie objetosci walca o wysokosci d i promieniu podstawy d.
Wywnioskuj stad wzor na objetos¢ kuli.

12. Posréd ponizszych liczb znajdz najlepsze przyblizenie m:

22 — 9 9
7; 107 \/5"‘\/5, g+ g

13. Obwod okregu jest wiekszy od obwodu szeSciokata foremnego wen wpisanego i mniej-
szy od obwodu szesciokata foremnego na nim opisanego. Jakie oszacowanie m mozemy stad
wywnioskowac?

14. Egipcjanie przyjmowali, Ze pole kota jest rowne kwadratowi 8.9 jego $rednicy. Przy jakiej
wartosci m wzér ten bytby doktadny? Czy daje on pole z nadmiarem czy z niedomiarem?

15. Niewymiernos$é 7 wykazat Johann Lambert, a niewymiernoéé 72 Adrien-Marie Legendre.
Ktéry z tych wynikéw jest wezesniejszy? Whrew pozorom to nie jest pytanie z historii.

AR
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16.* Niech a,, dla n > 2 oznacza dlugo$é boku 2"-kata foremnego wpisanego w okrag jed-
nostkowy.
a) Wykaz, ze

an+1 — 2 — 4—0%, as = \/5

b) Znajdz granice

lim 2"a,,.
n—oo

2.4 Archimedes

Archimedes (ok. 287 p.n.e. - 212 p.n.e.), powszechnie uchodzi za naj-
wiekszego matematyka starozytnosci. Niemal cale zycie spedzit w Syrakuzach
na Sycylii (w owym czasie byta to grecka kolonia), choé¢ przez jakis czas prze-
bywal prawdopodobnie w Aleksandrii — najwazniejszym centrum naukowym
epoki. Tam mégl spotkaé¢ Eratostenesa i innych nastepcow Euklidesa. Zginal
z reki rzymskiego zolnierza podczas oblezenia Syrakuz. Archimedes przeszed?
tez do historii jako wielki wynalazca (m.in. Sruba Archimedesa) i oczywiscie
fizyk (Eurekal).

Jego dorobek matematyczny obejmuje m.in. wspomniang w tekscie metode
przyblizania 7, obliczenie pola odcinka paraboli, a przede wszystkim odkry-
cie metody obliczania objetosci kuli. Archimedes odkryt te metode za pomo-
ca bardzo finezyjnego rozumowania, wykorzystujac prawo dzwigni. Pdzniej,
w rozprawie O kuli 1 walcu dal Sciste, geometryczne wyprowadzenie swojej
metody pokazujac, ze objetos¢ kuli to 2/3 objetosci opisanego na niej walca.
Wynik ten byt dla Archimedesa zrédlem szczegdélnej dumy. Archimedes zyczyt
sobie, aby motyw kuli wpisanej w walec umiesci¢ na jego grobie. Grob taki
widzial w Syrakuzach jeszcze Cyceron okoto roku 75 p.n.e.





