ANALIZA
MATEMATYCZNA 2






Marian Gewert Zbigniew Skoczylas

ANALIZA
MATEMATYCZNA 2

Przyktady i zadania

Wydanie dwudzieste zmienione

@

Oficyna Wydawnicza GiS
Wroctaw 2019



Marian Gewert Zbigniew Skoczylas

Wydzial Matematyki Wydzial Matematyki
Politechnika Wroctawska Politechnika Wroctawska
marian.gewert@pwr.edu.pl zbigniew.skoczylas@pwr.edu.pl

Projekt oktadki:
IMPRESJA Studio Grafiki Reklamowej

Copyright (©) 1993 — 2019 by Marian Gewert i Zbigniew Skoczylas

Utwor w calosci ani we fragmentach nie moze by¢ powielany ani rozpowszechniany
za, pomoca urzadzen elektronicznych, mechanicznych, kopiujacych, nagrywajacych i
innych. Ponadto utwor nie moze by¢ umieszczany ani rozpowszechniany w postaci cy-
frowej zaréwno w Internecie, jak i w sieciach lokalnych, bez pisemnej zgody posiadacza
praw autorskich.

Sktad wykonano w systemie I TEX.

ISBN 978-83-62780-63-1

Wydanie XX zmienione, Wroclaw 2019
Oficyna Wydawnicza GiS, s.c., www.gis.wroc.pl
Druk i oprawa: Drukarnia I-BiS, sp. z 0.0., A.Bieronski, P.Bieronski, sp. jawna




Spis tresci

Wstep

1 Calki niewlasciwe
Calki niewlasciwe pierwszego rodzaju . . . . . . . .. .. .. ... ..
Kryteria zbieznosci calek niewtasciwych pierwszego rodzaju . . . . . . . ..
Zbiezno$é¢ bezwzgledna calek niewlasciwych pierwszego rodzaju . . . . . . .
Calki niewlasciwe drugiego rodzaju . . . . . . . . . .. ... L.
Kryteria zbieznosci calek niewtasciwych drugiego rodzaju . . . . . .. . ..

2 Szeregi liczbowe, potegowe i Fouriera
Definicje i podstawowe twierdzenia . . . . . . . . .. ... ... L.
Kryteria zbieznosci szeregdow . . . . . . ... L oo
Zbieznosé bezwzgledna szeregdw . . . . ... Lo
Szeregi potegowe . . . . ... L.
Szeregi Fouriera . . . . . . . . . . L

3 Rachunek rézniczkowy funkcji dwéch i trzech zmiennych
Funkcje dwéch i trzech zmiennych . . . . .. ... o000
Granice funkcji w punkcie . . . . ..o Lo
Pochodne czastkowe funkeji . . . . . ... o oo
Rézniczka funkeji . . . . o oL oo
Pochodne czastkowe funkcji ztozonych . . . . . .. ..o
Pochodna kierunkowa funkeji . . . . . ... o000
Wzér Taylora. Ekstrema funkeji . . . . . .. ... 0oL
Funkcje uwiklane . . . . . .. . Lo
Mnozniki Lagrange’a . . . . . . . . . ...
Metoda najmniejszych kwadratow . . . . . . . . ... oL

4 Calki podwdjne
Calki podwdjne po prostokacie . . . . . . . ... ...
Calki podwéjne po obszarach normalnych . . . . .. ... .. .. ... ...
Zamiana zmiennych w calkach podwéjnych* . . . . . . ... ... ... ...
Wspéblrzedne biegunowe w catkach podwéjnych . . . . .. . ... ... ...



Zastosowania catek podwéjnych w geometrii . . . . . . . ... ... 172

Zastosowania calek podwojnych w fizyce . . . . . . .. ... oL 185
5 Calki potrdjne 195
Calki potrojne po prostopadtoscianie . . . . . . . . .. .. oL 195
Calki potrojne po obszarach normalnych . . . . . . ... ... ... ... .. 197
Zamiana zmiennych w calkach potréjnych* . . . ... .. ... ... ... 208
Wspotrzedne walcowe w caltkach potréjuych . . . . .. .. ... 0oL 212
Wspblrzedne sferyczne w catkach potréjnych . . . . ... . ... ... ... 217
Zastosowania catek potréjnych . . . . .. ... o oL 222
Zbiory zadan 239



Wstep

Niniejszy zbiér zadan jest druga czescia zestawu podrecznikéw do Analizy mate-
matycznej 2. Podreczniki te sa przeznaczone gloéwnie dla studentéw politechnik, ale
moga z nich korzystaé takze studenci uczelni ekonomicznych, pedagogicznych i rolni-
czych oraz niektérych wydzialéw uniwersytetow.

Przyklady i zadania z tego zbioru obejmuja catki niewtaéciwe, szeregi liczbowe, po-
tegowe i Fouriera oraz rachunek rézniczkowy i caltkowy funkcji wielu zmiennych wraz
z zastosowaniami. [lustrujg one material teoretyczny przedstawiony w pierwszej czesci
zestawu pt. ,Analiza matematyczna 2. Definicje, twierdzenia, wzory’. Zbior zawiera
przyktadowe zadania z pelnymi rozwiazaniami oraz podobne zadania przeznaczone do
samodzielnej pracy. Przyktady poprzedzono wiadomosciami i wzorami potrzebnymi
do ich rozwiazania. Do wszystkich zadan podane sg odpowiedzi lub wskazdwki.

Przyktady i zadania w zbiorze sa podobnych typéw oraz maja zblizony stopien
trudnosci do zadan, ktore studenci rozwiazuja zwykle na kolokwiach i egzaminach.
Oryginalne zestawy zadan ze sprawdzianéw z poprzednich lat mozna znalezé w trze-
ciej czesci zestawu pt. ,Analiza matematyczna 2. Kolokwia i egzaminy’. Studentéw
zainteresowanych rozwiazywaniem trudnych i nietypowych zadan zachecamy do za-
poznania sie z ksiazka ,, Studencki konkurs matematyczny. Zadania z rozwigzaniams’ .

Do obecnego wydania dodano przyktady i zadania dotyczace szeregéw Fouriera
oraz metody najmniejszych kwadratéw. Ponadto zmieniono uklad typograficzny ksiaz-
ki, dotaczono wiele nowych rysunkéw i poprawiono zauwazone btedy i usterki.

Dziekujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki Wro-
ctawskiej za uwagi o poprzednich wydaniach. Dziekujemy rowniez naszym Studentom
za wskazanie bledow w odpowiedziach do zadan. Czytelnikéw prosimy o przesytanie
uwag o podreczniku oraz informacji o zauwazonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas






Catki niewtasciwe

Catki niewtasciwe pierwszego rodzaju

P Przyktad 1.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé calek niewtasciwych pierw-
szego rodzaju:

oo o0 -1
dz xrdx dx dx
(a)/ﬁa (b) /x2+4’ (c) /ﬁ? (d) /ma
3 0 —o0 — 00
(e) e “dx; (f) [ zcosz®dzx; (g) Ty (h) zln (2% +1) dz.
e
—00 \/; 0 —0o0

Rozwigzanie. Caltke niewlasciwa funkeji f na przedziale nieograniczonym [a,c0) lub
(—00, b] okreslamy odpowiednio wzorami:
b

&3] T b
/f(x) dr = lim /f(x) dz, / f@)de = lim f(x)de.
T—o0 S——o0

a a —o00 S
Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest rowna oo lub —oo, to méwimy, ze caltka jest rozbiezna
odpowiednio do oo lub —oo. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka jest roz-
biezna. Calke niewlasciwa funkcji f na prostej (—oo, 00) definujemy jako sume catek
niewltasciwych na przedzialach (—oo, a], [a, 00), gdzie a oznacza dowolna liczbe. Zbiez-
nos$é tej calki ustalamy w zaleznoéci od zbieznosci catek na pélprostych. Jezeli obie
calki sa zbiezne, to mowimy, ze calka jest zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest roz-
biezna do —oo lub oo, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub
00, to méwimy, ze calka jest rozbiezna do —oo lub co. W pozostalych przypadkach
moéwimy, ze catka jest rozbiezna.

» (a) Mamy
Ood—gc—hm % i _—1T—lim SN
2t Tooo ) 2* Tooo |33, Toeo\ 373 81) 81
3 3
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zatem rozwazana calka jest zbiezna.

» (b) Mamy
00 T . _—
rdr rdr catkowanie przez podstawienie
/ 5 = / 3 t::c2+4; dt = 2z dx
) it THOOO A4 gm0, t=4 o=T, t=T2+4
T% +4
1 . dt T2 44
:§TIE>I<1>O / ~ =3 lim [InJ¢[],
4

= % lim [In (724 4) — In4] :%(oo—lnél):oo

T—o0
Otrzymalismy granice niewlasciwa oo, wiec rozwazana catka jest rozbiezna do oo.
» (c) Mamy

/ T dx catkowanie przez podstawienie
— = lim /7 t=3x—5; dt=3dr

V3z —5 §mmee ) V3t —5|3=5 t=35-5 z=-1, t=-8
— 00

-8

1 dt 1 3,="
- - L2 gim |22
3 Sj»riloo % 3 41> (o) |:2 :|35—5
35-5
~ L1 jim [e/(—8)2 — /(35— 5)2} Ll .
2 S——c0 2

Otrzymalismy granice niewltasciwa —oo, wigc rozwazana calka jest rozbiezna do —oo

» (d) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—o0, 00), otrzymamy

2249 x2—|—9
—00 — 00 0

Poniewaz

/ dx
249

catkowanie przez 3dt
podstawienie = / 02 L a

1 dt 1 1
= / arctgt+C—§arctg3+C

3/ 2 +1 3
wiec
0 e’} 0 T
/ dx n / dx . dx 4 / dx
= lim im
x2—|—9 x2+9 S——o00 x2+9 T—o0 x2—|—9
—o0 0 S 0

0 T
— li 1 t, E + li 1 t, E —
= HEI 3&1"6 g3 ; Tl—rgo 3&1"6 g3 =
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_11, tS—|—11' tT_1(7T+7T
T3l \ Ty ) Ty (M3 ) T 3\g T

Zatem rozwazana calka jest zbiezna.

» (e) Przyjmujac jak powyzej a = 0, otrzymamy

o) 0 [e%s) 0 T
/ e 2 dy = / e~ dy + /e_QI dr = lim e~ dy + Tlim e 2 dy
—o0 —o0 0 S 0
0 T
1 1
= lim [——e‘zr} + lim { — —e_zx}
S——00 2 s T—o0 2 0

1 1 1 1 1 1
=gl (5625 - 5) + fim (5 - 56”) = (“‘5) + <§‘°> = oo

Poniewaz pierwsza z granic jest rowna oo, a druga jest skonczona, wiec rozwazana
caltka jest rozbiezna do cc.

» (f) Mamy
oo T ) o T2
catkowanie przez podstawienie 1
/a:cosa:de: lim xcosz? dx t=a2; dt=2zdx = lim —costdt
—00 z=ymt=m v=T,t="T>2 T—oo ) 2
NG G "
1 ™ 2 1 2
=— lim [sint} = — lim (sinT — sin7r) = — lim sinT"“.
2 T—oo T T—o0 T—oo
Granica Tlim sin T2 nie istnieje, gdyz np. dla ciagéw T, = v/nm, T, = \/(7/2) + 2n,
— 00

rozbieznych do co, mamy odpowiednio
A\ 2 i\ 2 ™
lim sin (Tn) = lim sinnm =0, lim sin (Tn) = lim sin (— + 2n7r) =1.
n—oo n—oo n—oo n—oo 2

Zatem badana catka jest rozbiezna.

» (g) Mamy
o0 T . . el
e” dx e® dy | calkowanie przez podstawienie dt
/ = lim/i t=e%; dt =edx =1 /—
2x 2z ! 2
gl Toee et AL a0 =l =T =T Tooo) 241

e
:1'[tt}:1‘ tgel —arctgl] =
lego arctg . Tgr;o[arc ge arcg]

™
1 .

S

T
2
Zatem badana catka jest zbiezna.

» (h) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—o0, 00), otrzymamy

00 0

/xln(x2+1) dr = /xln(x2+1) dx+/x1n(x2+1) dzx.
0

—0o0 — 00
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Pokazemy, ze druga z calek jest rozbiezna do co. Mamy

T
calkowanie przez podstawienie

xln(x2—|—1) dr = lim xln(x2—|—1) dzr t=ax24+1; dt =2zdx
THOOO x=0,t=1; c=T,t=T2+1
T2 41

1 catkowanie przez czesci
= lim B / Intdt| wu(t)=1Int, v'(t) =1

0\8

T—o0 J w'(t) =1/t, v(t) =t

T2 41

1 T?+1
— = lim {tlnt} - / dt
2 T—oo 1

1

= lim [(T?+1)In (T%+1) — T?]
= & Jm {(7741) [l (T%41) ~1] + 1} = oo,

7 nieparzystosci funkcji podcatkowej wynika, ze

0

/ zln (x2 + 1) dr = —oo.

— 00

Otrzymalismy wyrazenie nieoznaczone —oo+ 00, zatem badana catka niewladciwa jest
rozbiezna.

> Zadanie 1.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé catek niewlaéciwych pierw-
szego rodzaju:

/ P (b) /2 dz; (c) /xsmxdx;
1 0 ™
rod rod [ d
x x x
@) / x? 4+ 4 ©) / V3 +5’ ® / 2% —4x +13’
0o 1 —0
00 e} 2d —1
9 3 . €T T . .
(g) / z“e”® dx; (h) /xG T (i*) / (m —arcctgz) dx.
oo 0 —o0

Odpowiedzi. (a) 1/3; (b) 1/1n2; (c) rozbiezna; (d) w/4; (e) oo; (f) 7/3; (g) oo; (b*) 7/6;
(i*) co.
Kryteria zbieznos$ci catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

P Przyktad 1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$é calek
niewltasciwych pierwszego rodzaju:
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—w . 9 xdx 2””—|—1 T —|—2x—|—3
a) [ e 7sin” xdx; ;
22 — arctgx tga: 4x a:4+x3—|—1
0 2 0 1

Rozwigzanie. Kryterium poréwnawcze. Niech funkcje catkowalne f i g spelniaja dla
kazdego © > a nieréwnosci 0 < f(z) < g(z). Wowczas:

(1) jezeli catka / ) dx jest zbiezna, to caltka /f dx takze jest zbiezna;

o0

(2) jezeli catka /f(x) dzx jest rozbiezna do oo, to calka /g(x) dx takze jest rozbiezna

a
do co.

dx
Ponadto w rozwiazaniach wykorzystamy fakt, ze calka niewlasciwa postaci / —
x

a

(a > 0) jest zbiezna dla p > 1 i rozbiezna do oo dla p < 1.
» (a) Dla kazdego x > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

0< e Tsin’x e ”.

Ponadto calka / e~ *dx jest zbiezna, gdyz
0
o) T
/e*gc dr = lim e ¥dx = lim [—e*ﬂOT = lim [1 - e*T} =1.
T—o0 T—o0 T—o0
0 0

Zatem z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika zbieznosé badanej calki.

» (b) Dla kazdego x > 2 prawdziwe sa nieréwnosci

T T

1
=—-2>0.
22 —arctgr ~ x2—-0 x

dx
Ponadto z podanego na wstepie faktu wynika, ze calka / — jest rozbiezna do oo.
x

Zatem z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika rozbiezno$é badanej catki
do oo.

» (c) Dla kazdego = > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

27+1 2% +1

=27 447"
4z +1 4 +

0<
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Calki niewlaéciwe/2*”” dz, /470@ dx sa zbiezne, gdyz
0 0
%3] T T
e g e 2770 1 1
[ o= i [rmrae= i |-25] < m po -2 = o
0 0
oraz
x T
4= 1 1
47%de = i 47 %dx = i - = lim —[1-47T) = —.
s = gim [aae = i | <i] < im —a T -

Zatem 7z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika zbieznosé badanej calki.
» (d) Dla kazdego x > 1 prawdziwe sa nieréwnosci

2 +2x+3 2 + 222 + 322 6

St ra3 1l S 244040 22

o0
6dx
Z podanego na wstepie faktu wynika, ze catka / —5— Jest zbiezna. Zatem na mocy
x
1
kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) rozwazana calka takze jest zbiezna.

> Zadanie 1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé catek nie-
wlasciwych pierwszego rodzaju:

(a) 7\;{3; (b)/igli)ﬁﬁ; / 1+Smm Z;
10 ™
0 oo 0o
2% dx zdr (V2 + cosz) dx
““ZO PREY O/¢—1 <f>2/T

Odpowiedzi. (a); (f) rozbiezna; (b); (c); (d); (e); zbiezna,

P Przyktad 1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych pierwszego rodzaju:

T & dy T ads Ooarctgxdx Oo\/de
(a)/?>e4””—57 (b)/x2—|—cosx / c+1 (d) /x2—|—4'
1 ™ 0 2

Rozwigzanie. Kryterium ilorazowe. Niech funkcje f i g beda dodatnie (ujemne) na
pélprostej [a, 00) oraz niech spelniaja warunek

i @)

m ——= =k, gdzie 0 < k < o0.
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Woéwezas calki niewladciwe funkcji f, g sa jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do
00 (—00).
» (a) Zauwazmy, ze dla duzych z mamy

6390 631

3¢it 5 3elr | 3er

Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym

fla) = — () = -
x —3e4w_5 oraz g\xr —3e$,
otrzymamy

631 )

- f(2) 3¢dr —5 _ . 3t e 3 3
k=1 — =1 — = =] — = 1 = =1.
000 g(x) wose L ale3eld 5 eh anee3be i 30

3e®

[d
Poniewaz catka / & jest zbiezna (Przyklad 1.2 (a)) oraz 0 < k < oo, wiec na mocy
eZE
1

kryterium ilorazowego badana calka takze jest zbiezna.

» (b) Zauwazmy, ze dla duzych  mamy

x T
22 +cosz a2 @
Zatem w kryterium ilorazowym przyjmujemy
T 1
r)=———— oraz T) = —.
F@) = 5 eosa 9(x) =~
Wtedy
_r 2
x 2 : 2 T 1 1
k= tim L) gy 2beosT _ gy, T T g osT = —1
x—00 g(gj) x—00 1 T—00 $2+COS$ : 2 z500 1+ 1—|— 0
- 2
x

rd
Poniewaz calka /_x jest rozbiezna do oo (Przyklad 1.2 (b)) oraz 0 < k < oo, wiec
x

z kryterium ilorazowego wynika, ze badana catka takze jest rozbiezna do oo.

» (c) Poniewaz lim arctgz = 7/2, wiec dla duzych  mamy
Tr—00
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Zatem przyjmujemy

arctgx ™
f(x) = T+ 1 oraz g(ﬂ]’) = m
Wtedy
arctgax T
f= tim L0 TRl oy, MO 2
z—oo g(x) @00 z—00 T T
2(z+1)
dr . - .
Catka jest rozbiezna do oo, gdyz
z+1
0
0o T
dx . T :
= lim [ln|x+1|} = lim nh(T+1)=
x+1 T—>oo T—00 0 T—o00
0 0

Ponadto 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego wynika, ze badana catka takze jest
rozbiezna do oc.

» (d) Zauwazmy, ze dla duzych x mamy

Voo Voo 1
22447 22 zJr

Zatem przyjmujac

N 1
flx) = 214 O g(x):m,
otrzymamy
Vi ,
2 2 1
k= dim 20 g Ay T =— =1
2

7 faktu podanego na wstepie Przyktadu 1.2 wynika, ze calka postaci

\/_ x3/2
jest zbiezna. Ponadto 0 < k < oo, wiec z kryterium 1lorazowego WIllObkuJeIIly, ze
badana calka takze jest zbiezna.

> Zadanie 1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbiezno$é catek niewla-
Sciwych pierwszego rodzaju:

oo

(a) m%% (b) ]1w; /sm —
5

—o0 1
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T a?de 7 oo

' f) [ 27sin37" dax.
/x3—smx / x221+1 ; ()/ sin37* dx
1 4 )

Odpowiedzi. (b) rozbiezna do —oo; (d) rozbiezna do oo; (a); (c); (e); (f) zbiezna.

Zbiezno$¢ bezwzgledna catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

P Przyktad 1.4. Zbadaé zbiezno$é i zbieznosé bezwzgledna calek niewlasciwych:

sin® x dx T cos T dx sin z dx
222 (b . dr; (d* .
(a)/ o ( )/(x2—1)37 (c) /xcosx ;o ( )/ "
1 2 71'/2 T

Rozwigzanie. Méwimy, ze catka / f(z) dz jest zbiezna bezwzglednie, jezeli / |f(x)| dx

a a
jest zbiezna. Dowoduzi sie, ze jezeli caltka niewlasciwa jest zbiezna bezwzglednie, to jest
zbiezna.

» (a) Dla kazdego = > 1 prawdziwe sa nieréwnosci

sin® x

1
x oS-
22

o

2

o0

Ponadto catka / — Jest zbiezna. Z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1, str.
x
1

o0 o0
. 3
sin® sin® x dx
13) wynika, ze catka / dz jest zbiezna. Stad caltka /72 jest zbiezna
x
1
bezwzglednie, a wiec rowmez zbiezna.
» (b) Zauwazmy, ze dla kazdego = > 2 zachodza nieréwnosci
T CosT x
2 3 2 3
(2 —1) (2 —-1)
T zd
xdx
Ponadto catka / ————— jest zbiezna, gdyz
(22 —1)
2
00 T ) o T2 -1
T dCC T dx calkowanie przez podstawienie 1 dt

/ = lim /73 t=a2—1; dt=2zxdx = — lim / =

) T—oo) (22 —1)° | z=2 t=3; 2=T, t=T2 -1 2T—o0 J t

T2 -1
1 1 1 . 1 1 1
:—lgn o3 :—1£n 3 T oz T
2 T—oo 2t2 |4 4T-00\9 (T2 1) 36

Zatem, analogicznie jak w poprzednim przyktadzie, na mocy kryterium poréwnaw-
czego, badana catka niewlasciwa jest zbiezna bezwzglednie, a wiec réwniez zbiezna.
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» (c) Pokazemy, ze badana calka jest rozbiezna. Mamy

oo T . .
catkowanie przez czesci
/ rcosxdr = lim xcoszdx| u(z) =z, v'(z) =cosx
T—oo u'(z) =1, v(z) =sinx
/2 /2
T
. . T .
= lim [a: sin x} .= sinzdx | =
T—o0 2
/2

= lim [zsinz + cos x]z = lim {(TsinT +cosT) — E} )
T—o0 2 T—o0 2

Zauwazmy teraz, ze granica Tlim (T'sinT + cosT) nie istnieje, gdyz np. dla ciagéw
—00

T, = 2nm, T,;/ = (2n + 1), rozbieznych do oo, mamy odpowiednio

n—oo n—oo

lim (T;I sin T,; + cos T;l) = lim (2n7r sin(2n7) + cos(2n7r)) =1
—_— Y
-0 =1

oraz

lim (T,;, sinT, + cos T,;,) = lim ((2n + D)7sin ((2n+)7) 4+ cos ((2n + 1)77)) =—1,

n—oo n—oo

=0 =1
o0
wiec badana calka jest rozbiezna. Pokazemy, ze rowniez catka / |z cos x| dz nie jest

/2
zbiezna. Gdyby bowiem calka ta byla zbiezna, to wobec podanego na wstepie faktu
o0

bytaby zbiezna takze catka / x cos z dx, co jak pokazaliémy powyzej nie zachodzi.
w/2
» (d*) Pokazemy, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie, ale jest zbiezna. W

rozwiazaniu wykorzystamy nier6wnos¢ |sin x| > sin? x zachodzaca dla kazdego = € R
oraz okresowo$¢ funkeji sin® z. Stosujac te nieréwnosé otrzymamy

/

™

2m 3T A7

2 .2 .2 )
dx>/s1n xdx:/sm xdm+/81n xdx+/bln xda:—i—...
T T T T

™ 27 3

sinx

T

3 4T

2 .2
le X sin- x
/ 3 da:+/ i dr + ...
3r

7
( (1 o1 )
sinzdz | - ——|———|———|—...
3
T
2

Liiivly ) e
T \2 3 4 '

WV
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To oznacza, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie. Uzasadnienie jej zbieznosci

jest bardziej skomplikowane. Wymaga zastosowania twierdzenia Dirichleta. Twierdze-

nie to orzeka, ze jezeli funkeja g ma ciaglta pochodna na przedziale [a, 00) oraz maleje

do 0, gdy = — o0, a funkcja ciagla f ma ograniczona funkcje pierwotnag na [a, c0), to
o0

calka niewlasciwa / f(x)g(x) dx jest zbiezna. Latwo sprawdzié, ze funkcje g(x) = 1/,

a
f(z) = sinz spelniaja na przedziale [r,00) zalozenia twierdzenia Dirichleta. Zatem
rozwazana catka jest zbiezna.

[> Zadanie 1.4. Zbadaé zbiezno$é i zbiezno$é¢ bezwzgledna calek niewlasciwych:

7 sin 3z dx r i z?sine dz
@ [FET o / ceostade () [T
" 0
0 d 002 d 7 d
cosz dx Tcoswdr cosTax
(d) /27; / 2 (f*)/ '
22 + 1 4% +sinx’ VT
. 0 /2

Odpowiedzi. (a); (c); (d); (e*) zbiezna bezwzglednie; (b) rozbiezna; (f*) zbiezna, ale nie
zbiezna bezwzglednie.
Catki niewtasciwe drugiego rodzaju

P Przyktad 1.5. Korzystajac z defnicji zbadaé zbieznoéé calek niewlasciwych dru-
giego rodzaju:

37/2 1 1
(a) / dr r (©) / dx
sin z’ N x2—1’
T 0 —1
/2 3/m 4
() / cosTdr /—sm—dw (f)/ dx
Y1 —2sinz’ 2—x’
0 1

Rozwigzanie. Niech funkcja f okreslona na przedziale (a, b] bedzie nieograniczona tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Caltke funkcji f na przedziale (a,b] definiu-

jemy wzorem:
b b
[ t@yde= fim_[ f@)do
a A

Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to méwimy, ze calka jest roz-
biezna odpowiednio do oo lub —oco. W pozostalych przypadkach moéwimy, ze catka
jest rozbiezna. Analogicznie definiuje sie calke funkcji f okreslonej na przedziale [a, b)
i nieograniczonej tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu b.
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Niech funkcja f okreslona na przedziale (a,b) jest nieograniczona tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu a i na lewostronnym sasiedztwie punktu b. Wtedy caltke
funkcji f na przedziale (a,b) definiujemy wzorem

b d b
/ f(x) da = / f(x)de + / f() d,
a a d

gdzie d jest dowolnym punktem przedzialu (a,b). Zbieznosé tej calki ustalamy w za-
leznodci od zbieznosci calek na przedzialach (a,d], [d,b). Jezeli obie calki sa zbiezne,
to méwimy, ze catka jest zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest rozbiezna do —oo lub
00, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub oo, to méwimy, ze
calka jest rozbiezna do —oo lub co. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka
jest rozbiezna. Niech teraz funkcja f okreslona na zbiorze [a, ¢) U (¢, b] bedzie nieogra-
niczona tylko na obu jednostronnych sasiedztwach punktu c. Wtedy catke funkcji f
na przedziale [a, b] okre§lamy wzorem

jf(x)dx:/cf(x)dx+jf(x)dx.

Zbiezno$¢ tej calki ustalamy tak samo jak zbieznosé calki na przedziale (a,b).

» (a) W przedziale (m,37/2] funkcja f(z) = 1/sin®z jest nieograniczona tylko na

prawostronnym sasiedztwie punktu 7. Mamy bowiem lim ——5— = co. Zatem
rz—mt SIn” T
3n/2 3n/2
dx . dx . 3m/2 .
5— = lim 5— = lim [—ctge]’,'" = Algfrl+ (0+ ctg A) = oo,

sin“ x A—mt sin“x  A—nt
T A

czyli badana calka jest rozbiezna do co.
» (b) W przedziale [0, 1) funkcja f(z) = 1/v/1 — x jest nieograniczona tylko na lewo-

stronnym sgsiedztwie punktu 1. Mamy bowiem lim - : = 00. Zatem
r—1— — X
1 B ) L 1-B
/ dx dz catkowanie przez podstawienie —dt
= lim / t=1—z; dt = —dx = lim
) Vi—z Bl V1—2|g=0,t=1 2=B,t=1-B 51 Vi

) 3 54" 3 3
= lim t73dt = lim {—t /3} == lim (1 - —B)2) =

BH1—1_B B—1- |2 1-B B—1- 2
Badana catka jest zbiezna.

> (c) W przedziale (—1, 1) funkcja podcatkowa f(z) = 1/ (z* — 1) jest nieograniczona
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na prawostronnym sasiedztwie punktu —1 oraz na lewostronnym sasiedztwie punktu
1, gdyz mamy

1
= —o00, lim

1m o 7 = B = —0OQ.
z——1+ x* — 1 z—1—- 2% — 1

Zatem przyjmujac w okresleniu calki niewlasciwej za miejsce podzialu a = 0 otrzy-
mamy

1 0 1
/ dx / dx / dx
= + _
2 —1 2 —1 2 —1
-1 -1 0
Zbadamy z definicji zbieznoé¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku rownosci. Mamy
; dx g dx rozklad na utamki proste
/ 5 = lim 5 11 ( 11 )
J 4 —1 B—>1*0x—1 21 2\z_1 211
z B
1 1 1 1
= -1 ) dw =< i {1 —1-1 1}
2Bl—>nll/<fv—1 x+1> v=g g |l =1 -hje 4]
0
1 I 1 B-1 1 .. 1 1-B
= — lim In =— lim In = —
2 B—1- B+1 2B—1- 1+ B

7 parzystoéci funkcji podcatkowej wynika, ze takze

0

dx
221 >

-1

Zatem badana catka jest rozbiezna do —oc.
» (d) W przedziale [0,7/2] funkcja podcatkowa f(z) = cosz/V/1 — 2sinz jest nie-
ograniczona na obu jednostronnych sasiedztwach punktu 7/6. Mamy bowiem

. cosx . cosx

lim ————= =00, oraz lim —— = —0.

z—=—= /1 —2sinz a—Z+ /1 —2sinzx
Wiec rozwazana caltka niewlasciwa jest okreslona wzorem

/2 /6 /2
cosx dr cosx dr cosxdr

_mem + .
J1 —2sinz J1 —2sinx V1 —2sinx
0 0 7/6

Zbadamy zbieznos¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku réwnosci. Najpierw jednak
cosx dx

obliczymy caltke nieoznaczon ———— Mam
Yy cafie ] T —2sma Y
catkowanie
cosw dx przez podstawienie | _ 1 dt _ _1 ] § /2 +C

VI-2sing | t=1- 2sin 2/ i 2 2

t = —2cosxdx
= —Z?/(l —2sint)* + C.
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Zatem dla pierwszej calki niewlasciwej mamy

/6 B
/ cosz dz / cosz dx 3 [ s/ }
= — (1-2sinx)
V/1—-2sinz 2smx %* 31—2smx 4 %
0 0
_ .3 lim [ (1 —2sin B)® 1] §
B—Z- 4’

Dla drugiej catki niewladciwej mamy

/2 w/2
/ cos dx 5 / cos T dx . { (1-2 ]
——— = lim —————=—— lim |4/(1—2sinx)
V1—2sinz  A-Z+ \3/1—2smx 4AH"+
w/6 A
3 3
S ey
. . 3 3
Stad badana catka jest zbiezna do 1 + 1) = 0.
» (e) Funkcja f(z) = (1/2?) sin (1/z) na przedziale (0,3/n] jest nieograniczona tylko
2
na prawostronnym sgsiedztwie punktu 0, bo dla ciggu z, = —————— ——0" mamy
m(1 + 4n)
1+4n)\? 1+4
nhjgo ) _sin . _ 7}1_{20 (77( -;— n)) sin ( ;— n)
<7T(1 +4n) m(1+4n)
) 7(1+4n)\*
= lim 5 sin (— + 2n7r)
(1 +4n)\’
= lim ( 5 ) =00

Zatem badang catke okreslamy wzorem
3/ 8/ catkowanie przez podstawienie
/ —sm—d;v lim / —sm—dx t=1/z; dt =—(1/2%) dz
A—0t

z=A, t=1/A; v=3/m, t=7/3

7'r/3
. . /3 1 .
= — / sintdt = lim [cost} = —— lim cos—.
A—0 1/A 2 A—0+ A

174
Poniewaz granica Alim+ cos(1/A) nie istnieje, gdyz np. dla ciagow A, = 1/(2nm),
—0

A;; = 2/(m + 2nm), zbieznych do 07, mamy odpowiednio

n—oo n—oo n—oo n—oo

1 1
lim COSA_;L = lim cos2nm =1, lim cos e = lim cos (g +n7r) =0,
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wiec badana calka jest rozbiezna.

> (f) W przedziale [1,4) funkcja f(z) = 1/(2— \/z) jest nieograniczona tylko na
lewostronnym sasiedztwie punktu 4. Mamy bowiem

lim

1
z—d— 2 — \/E

Zgodnie z definicja calki niewladciwej otrzymamy

= Q.

4 B . . VB
dx dx catkowanie przez podstawienie ot dt
/ = lim z=1t>(t >0); dz=2tdt = lim —
1 -V BH471 2-Vx z=1,t=1; =B, t=vB BH471 2t
VB

_9 VB
lim 2/ 2 1) dt=2 lim [—21n|t—2|—t}
B—d— t—2 B—d4- 1
1

2 lim (—2111‘\/?—2‘—\/?“) -

B—4—
Zatem badana catka jest rozbiezna do oco.

> Zadanie 1.5. Korzystajac z definicji zbadaé zbiezno$é catek niewlasciwych dru-
giego rodzaju:

0 ™ 3
dz dz dz
W[ o [ih o[
—1 /2 2
/lnxdx () / 2% dx jsmlnxdw
97 g8’
0 3 0
Odpowiedzi. (a) 5/3; (b) oo; (¢) —oo; (d) —oo; (e) oco; (f*) rozbiezna.

Kryteria zbieznos$ci catek niewtasciwych drugiego rodzaju

P Przyktad 1.6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$é calek
niewtasciwych drugiego rodzaju'

1 L 72
(a)b/(l—’—% /m (C)O/%; (d)ﬂéwtgxdx.

Rozwigzanie. Kryterium porownawcze. Niech funkcje f i g beda nieograniczone w prze-
dziale (a, b] tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a oraz niech dla kazdego z z
tego przedzialu spelniaja nieréwnosci 0 < f(z) < g(z). Wowczas:

b b
(1) jezeli catka /g(x) dx jest zbiezna, to takze calka /f(x) dx jest zbiezna,

a a
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b b
(2) jezeli catka /f(x) dzx jest rozbiezna do oo, to takze calka /g(x) dzx jest rozbiezna

a
do oo.

Ponadto w rozwiazaniach wykorzystamy fakt, ze calka niewlasciwa drugiego rodzaju
b

d
postaci / —f (b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do oo dla p > 1.
x
0
» (a) W przedziale (0,1] funkcja (1 + sinz) /y/z jest nieograniczona tylko na pra-
wostronnym sasiedztwie punktu 0. Zauwazmy, ze dla kazdego x > 0 prawdziwe sg

nieréwnosci
1+sinx 1+1 _ 2

T SVE &

0<

1
dz
Ponadto, catka niewlasciwa / T jest zbiezna, co wynika z podanego na wstepie
x
0

faktu. Zatem z kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) wynika, ze badana calka jest
takze zbiezna.

» (b) W przedziale (0, 2] funkcja 1/3/2* + = jest nieograniczona tylko na prawostron-
nym sasiedztwie punktu 0. Zauwazmy, ze dla x > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

1 1 1

0< < = —.
Vet 4z V0+ax o

2
dx
Poniewaz z podanego na wstepie faktu wynika, ze calka / ? jest zbiezna, wiec
Jx
0

wobec kryterium poréwnawczego zbieznosci (1) takze badana calka jest zbiezna.
» (c) W przedziale (0, 1] funkcja e* /(x—1)? jest nieograniczona tylko na lewostronnym
sasiedztwie punktu 1. Dla kazdego 0 < x < 1 prawdziwe sg nieréwnosci

1 el e

S T o1 S EoE

1
d
Ponadto, catka niewtasciwa / ﬁ jest rozbiezna do oo, gdyz
T —
0

1 B 5
/L— lim _dr lim [ — dim (1 =00
(z—1?% B->1-J) (@—-12 B-1-|z—1], B-1-\B-1 -
0 0

Zatem z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika, ze badana calka jest takze
rozbiezna do oo.
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» (d) W przedziale [r/4,7/2) funkcja x tgx jest nieograniczona tylko na lewostron-
nym sasiedztwie punktu 7/2. Zauwazmy, ze dla 7/4 < x < w/2 prawdziwe sa nieréw-
nosci
T
0< Ztgx < ztge.

/2

Uzasadnimy teraz rozbiezno$¢ catki niewlasdciwej / tg xz dr. Mamy

w/4
w/2 B B ,
. sin x . cosz) dx
tgxdr = lim dr=— lim Q
B—ZI- cosx B—ZI- Ccos X
/4 w/4 w/4

— lim [In|cosz|]
BH%f

2
lim [1n§—ln|cosB| = 0.

B —_—
w/4 B—Z-

Z kryterium poréwnawczego rozbieznosci (2) wynika rozbieznosé badanej catki do oo.

> Zadanie 1.6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé catek nie-
wlasciwych drugiego rodzaju:

7 1 ferd [ cos?zd
er dx cos® xdx
(a) /ﬁamtg;dfm (b)/ . (©) | w—:
0 0
4

0
2 3
W [ = (e*)o/%; (f*)l/%.

0

Odpowiedzi. (a); (c); (d); (e*) zbiezna; (b); (f*) rozbiezna do oco.

P Przyktad 1.7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych drugiego rodzaju:

™ ™
sin z dx

(e* —1) dw dr
(a) W, (b) /T’ (c) /m, (d)
0 0 0

Rozwigzanie. Kryterium ilorazowe. Niech funkcje dodatnie (ujemne) f i g beda nie-
ograniczone w przedziale (a, b] tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Ponadto
niech spelniajg warunek

vV dx
In(1+ 3z)’

o\.&

f(x)

lim+— =k, gdzie 0 < k < o0.

a—at g(z)

Woéwezas calki niewlasciwe drugiego rodzaju funkeji f, g na przedziale (a, b] sa jed-
noczesénie zbiezne albo rozbiezne do oo (—o0). Prawdziwe sa takze analogiczne twier-
dzenia dla calek niewlasciwych na przedziale [a, b).
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Ponadto ponownie przypomnijmy fakt, ze catka niewlasciwa drugiego rodzaju postaci

(b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do oo dla p > 1.

*
o\o‘
&|&.
SR

» (a) W przedziale calkowania funkcja sin x/v'23 jest dodatnia i nieograniczona tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

lim

z—0+ 23

1m
z—0+ 3x2

sinx[o} " .. Ccos X
0

Poniewaz lim e 1, wiec dla z bliskich 0 mamy
x

z—0
sinx sinx 1 1 1
f@) Va3 NG NCEvE

Funkcja 1/y/x jest w przedziale calkowania dodatnia i nieograniczona tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym g(z) =

1/v/z, otrzymamy

sinx
= )
k= lim 18 _ gy V2 g, ST
a—0t g(x) a0t 1 20t T

1
dx

Poniewaz catka / T jest zbiezna (x) oraz 0 < k < 0o, wiec z kryterium ilorazowego
x

0
wynika, ze badana catka takze jest zbiezna.

» (b) W przedziale catkowania funkcja (e” — 1) /z* jest dodatnia i nieograniczona
tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

x

= lim — = 0.

lim 3
z—0+ 4o

z—0+ x?

€$—1_|:0:|H e
Lo

x

Poniewaz lim =1, wiec dla z bliskich 0 mamy

z—0

Funkcja 1/ z3 jest w przedziale calkowania dodatnia i nieograniczona tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym g(z) =
1/23, otrzymamy
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1
dx
Poniewaz calka / — Jest rozbiezna do oo (%) oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium
x
0

ilorazowego wynika, ze badana catka takze jest rozbiezna do oco.

» (c) W przedziale catkowania funkcja 1/(1 + cosx) jest dodatnia i nieograniczona
tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu m. Przeksztalcimy caltke niewtasciwa w ten
sposéb, aby funkcja podcatkowa byla nieograniczona na prawostronnym sasiedztwie
punktu 0 zamiast lewostronnym =. Podstawiajac ¢ = 7 — z otrzymamy

™ K

/ dx _/ dt
1+cosz J 1—cost

0 0

Funkcja f(t) = 1/(1 — cost) jest na przedziale calkowania dodatnia i nieograniczona

tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0. Ze wzoru Maclaurina funkcji cost i
2

t
n = 3 dla ¢t bliskich 0 mamy cost ~ 1 — 5 Funkcja 1/t? w przedziale catkowania

jest dodatnia i nieograniczona tylko na prawostronnym punktu 0. Zatem przyjmujac
w kryterium ilorazowym g(t) = 1/t2, otrzymamy

1
t _
k= lim f(): lim 1 —cost
t—0t g(t) t—0+ 1
2
t? 2t t
= lim 7[9} B fm 22 =9 %im —— =2.1=2.
t—0+ 1 —cost LO t—0+ sint t—0+ sint

s
dt
Poniewaz caltka / 5} jest rozbiezna do oo () oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium
0

ilorazowego wnioskujemy, ze badana calka takze jest rozbiezna do oo.

(d) W przedziale calkowania funkcja v/x/In(1 + 3z) jest dodatnia i nieograniczona
tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu 0, mamy bowiem

1
lim L[Q] a2 lim 2y = lim ﬂ =00
r—0+ ln(l + 3x) 0 r—0+ 3 r—0+ 6\/5
1+ 3z
In(1
Poniewaz 111[1}J M = 1, wiec dla dodatnich x bliskich 0 mamy
T 3z 1 1 1
flay = YT

In(1+3z) In(1+32) 3z 3V  3vz

Funkcja 1/ (3v/z) w przedziale calkowania jest dodatnia i nieograniczona tylko na
prawostronnym sasiedztwie punktu 0. Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym
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g(z) =1/ (3y/x), otrzymamy
VT
k= lim fx) In(1 + 3z ) 3z

_ = 1. —_— = < — 1
z—0+ g(x o 1 om0 In(1 + 3xz)

3Va

dx
Poniewaz / V jest zbiezna (x) oraz 0 < k < oo, wiec z kryterium ilorazowego
T

0
wynika, ze badana catka takze jest zbiezna.

> Zadanie 1.7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé catek niewla-
$ciwych drugiego rodzaju:

(>/M (b)/%; (©) /f——x
0

0 /2
1 0 d ™ d
O [ s @ [ = ) [
arcsmx er — g2z r—sinz
0 -1 0
2 1 J 2 J
T T
h* . Tk
/332 \/—7 ( )/ew—cosx’ (1)/290—
1 0 1

Odpowiedzi. (b); (c); (e*) zbiezna; (a); (d); (£%); (g%); (b*); (i*) rozbiezna.
» Przyktad 1.8. Obliczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych:

(a)Z 1+(Z+1)2; (b)Z e~ du; (C)Z sin (a:— %) dz;

00 1 9

(d) / sgn ({E—Q) dx; (e)/8111x+dx7 (f) %
4

Rozwigzanie. Wartos¢ gtéwna calki niewlasciwej pierwszego rodzaju funkcji f na pro-
stej definiujemy wzorem

—00 -1

oo T
v.p _/ flx)dz = lgrloo_T fz)dz

7Z kolei warto$é¢ gtowng calki niewlasciwej drugiego rodzaju z funkcji f okreslonej na
[a,b]\ {c} i nieograniczonej jedynie na obustronnym sasiedztwie punktu ¢ definiujemy

wzorem: \
V.p./f(;zc)al;zczslirél+ /f d;v—l—/f

cte
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Jezeli w definicjach granica nie istnieje, to méwimy, ze calki niewlasciwe (pierwszego
lub drugiego rodzaju) nie maja wartosci gtéwnej. Jezeli catka niewlasciwa (pierwszego
lub drugiego rodzaju) jest zbiezna do w, to wartosé gtéwna calki takze sie réwna w.

» (a) Mamy
I d [
x . T . T
VP / T — A | T = A leetel D],
—0o0 -T
= ’1"11—I>I<1>o arctg [(T + 1) — arctg(—T)] = g - (—g) = .
» (b) Mamy
%) T
v.p. /e*gc dx = Tlim e *dx
—o0 -T
— 1 1T _ -T _ T\ — _ (0 — _
= Tlgr(lx) e ", Tlgr(lx) (e el) (0 — 00) = 0.
» (c) Mamy
[e'S) T

v.p. / sin (x — %) dx:TIi_{T;O sin (SU - %) dx = _Th_{r;o {COS (x - %)}TT

E s (7 ) e ()

= Jlim feos (T+ %) —cos (T - ).

— 00 6
A dalej korzystajac ze wzoru cos « — cos 8 = —2sin ((« + 3) /2) sin ((aw — ) /2) otrzy-

mamy

lim {COS (T—|— %) — CoS (T— g)] = -2 lim sinTsing = — lim sinT.

T—o0 T—o0 T—o0
Poniewaz granica Tlim sinT' nie istnieje, wigc wartos¢ gltéwna catki takze nie istnieje.
— 00

» (d) Funkcja podcaltkowa jest okreslona wzorem

—1 dla z < 2,

sgn(x —2) = 0 dla x = 2,

1dla x> 2.

Zatem
oo T
v.p. / sgn(x —2)de = Tlim sgn (x — 2)dz
—o0 =T
2 T

= lim /sgn(x—Z)dx+/sgn(x—2)dx =

T—o0
-T 2
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2 T
2 Jim /(—1)dx+/1dx
—T 2
= Jim ([—x]iT - [x]f) = lim [-2-T+T—2] = —4.

Zauwazmy, ze wartos¢ gtowna calki istnieje mimo, ze calka niewlasciwa na przedziale
(—00, 00) nie istnieje.

» (e) Funkcja f(z) = (sinz)/x* jest okreslona dla = # 0 i tylko na obustronnym
sasiedztwie punktu 0 jest nieograniczona. Zatem

1 —€

1
sin z dx . sinx dx sinx dx
v.p. [ —5— = lim
xT e—0+

—1

7 nieparzystosci funkcji f wynika, ze

—€ 1

sinvdr sin x dx
I xt
—1 5
Stad
1 1 1
/ sin z dx . sin z dx n sin z dx 0
vp. | ——— = lim | — =0.
P x4 0+ x4 x4
—1 € €

» (f) Funkcja f(xz) = 1/+/]x| jest okreslona dla z # 0 i tylko na obustronnym sa-
siedztwie punktu O jest nieograniczona. Zatem

9 —
dx / . j dx +/ dx
7 = lim 7 -
P . 1/|g;| 5—>0Jr 1/|g; 1/|x e—0*t 4\/—x \/E
— — €

~2 lim {[—\/——x}4+ [ﬂ}g} =2 tim [(~VE+2)+(3-vE)] =10

e—0t

> Zadanie 1.8. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewltasciwych:

T 23 cosx dr T et d yi
. . —|z+5] .
(a)/ PRI (b)/ew+1, (c) /6 d;

[e%S) 1 27

@ [ @@ [T 0 [
-8

Odpowiedzi. (a) 0; (b) co; (¢) 2; (d) —oo; (e) 0; (f) 39/2.

—o0 —1



