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Wstep

Niniejszy zbiér zadan jest druga czescia zestawu podrecznikéw do Analizy mate-
matycznej 2. Podreczniki te sa przeznaczone gloéwnie dla studentéw politechnik, ale
moga z nich korzystaé takze studenci uczelni ekonomicznych, pedagogicznych i rolni-
czych oraz niektérych wydzialéw uniwersytetow.

Przyklady i zadania z tego zbioru obejmuja catki niewtasciwe, szeregi liczbowe i
potegowe oraz rachunek rézniczkowy i catkowy funkcji wielu zmiennych wraz z zasto-
sowaniami. [lustrujg one material teoretyczny z pierwszej czesci zestawu pt. ,Analiza
matematyczna 2. Definicje, twierdzenia, wzory”. Zbiér zawiera przyktadowe zadania
z pelnymi rozwigzaniami oraz podobne zadania przeznaczone do samodzielnej pracy.
Do wszystkich zadan podane sa odpowiedzi lub wskazéwki.

Przyklady i zadania w zbiorze sa podobnych typéw oraz maja zblizony stopien
trudnosci do zadan, ktore studenci rozwiazuja zwykle na kolokwiach i egzaminach.
Oryginalne zestawy zadan ze sprawdzianéw z poprzednich lat mozna znalezé w trze-
ciej czedci zestawu pt. ,Analiza matematyczna 2. Kolokwia i egzaminy”.

Do obecnego wydania dodano kilkanascie nowych przykladow, zadan i rysunkdw.
Ponadto wszystkie przyktady poprzedzono wiadomosciami teoretycznymi i wzorami
potrzebnymi do ich rozwigzania.

Dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki Wro-
clawskiej za uwagi o poprzednich wydaniach. Dziekujemy réwniez naszym Studentom
za wskazanie btedéw w odpowiedziach do zadan.

Czytelnikéw prosimy o przesytanie uwag o podreczniku oraz informacji o zauwa-

zonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas



Catki niewtasciwe

Przyktady

Catki niewtasciwe pierwszego rodzaju

P Przyktad 1.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbiezno$é calek niewlasciwych pierw-
szego rodzaju:

o) —1 [e%s)
dzr x dx dx dx
O T - T O et
3 —00 — 00

e* dx

() / 2 dz (1) [ weosa?dr: (g) / e / ol (2% + 1) da.

—o00 T 0 —o0

3\8 0\8

Rozwigzanie. Catke niewlasciwa funkeji f na [a, 00) lub (—o0, b] okreslamy odpowiednio
wzorami:

b b

00 T
/f(x) dr = Tlgx;o/f(x) dz, / flx)de = SEIPOO f(x)de.

S

Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest rowna oo lub —oo, to méwimy, ze caltka jest rozbiezna
odpowiednio do oo lub —oo. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka jest roz-
biezna. Caltke niewladciwa funkeji f na prostej (—oo, 00) definujemy jako sume catek
niewltadciwych na (—o0, al, [a, 00), gdzie a oznacza dowolna liczbe. Zbieznosé tej catki
ustalamy w zaleznosci od zbieznosci calek na pélprostych. Jezeli obie calki sa zbiezne,
to méwimy, ze catka jest zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest rozbiezna do —oo lub
o0, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub co, to méwimy, ze
calka jest rozbiezna do —oo lub co. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka
jest rozbiezna.
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» (a) Mamy
fe'e) T
dr / e [ =L r i L 1
— —=lm |—| =lm ([-——+— | =—
CC4 4 T—o0 3x3 3 T—o0 3T3 81 81’
3 3

zatem rozwazana calka jest zbiezna.

» (b) Mamy
T . -
T dx calkowanie przez podstawienie
= lim 3 t=a2+4; dt =2xdx
) Tooo ) @ +4l 20, t=4; 2=T, t=T2+4
T2 4+4
1 dt
= lim - —
T—oo 2 t
4

1 .1 1
= 5[ nft)]l M= Jim 3 [ (7% +4) —In4] = S (00— Ind) = o

Otrzymalismy granice niewlasciwa oo, wiec rozwazana catka jest rozbiezna do oo.
» (c) Mamy

/ dz / calkowanie przez podstawienie
—_— t=3x —5; dt =3dx
\/3355_5 S_’ o0 V3x —5 x=S51t=35-5 x=-1,t=—-8
— 00
-8
I 1 dt
= 1m
S——o00 3 \/—

35-5

= 5 Jim[Y/87 - /B 57) = 54— o) = —ox.

Otrzymalismy granice niewlasciwa —oo, wigc rozwazana calka jest rozbiezna do —oo

» (d) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—o0, 00), otrzymamy

o0

[ = _/ 70
239 ) Zro "
0

— 00 — 0o

Poniewaz

catkowanie przez

/ dx podstawienie _ / 3dt 1 / dt 1 arctgt = l arc tg
z2+9 | T=34 drc=3(§lt 92+9 3/ 2+1 3 3 37
przyjeto C' =
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wiec
0 ) 0 T
/ dx n / dr lim dx 4 lim / dx
z2 49 249 o ) 2249 Tow ) 2249
“0 0 S 0

0 T
li 1act a: + 1i 1act a:
1m — ar — 1m — ar —
e ] = e I

. S 1 . T
im —arctg§ +§Thm arctg§

S oo
(I+I)_ﬁ
2 92/ 3

Zatem rozwazana calka jest zbiezna.

W= Wl

» (e) Przyjmujac jak powyzej a = 0, otrzymamy

[e%e) 0 [e'e]
/67% dr = /672”” dx—|—/ei2w dx
—00 —0o0 0
0 T
= lim e % dr + lim e 2 dy
S——o0 T—oo
S 0
0 T
1 1
= lim |—=e 2| + lim | —=-e 2
S——00 2 s T—o0 2 0

1 1 1 1 1 1
=gl (5625 - 5) + fim (5 - 56”) = (“‘5) + <§‘°> = oo

Poniewaz pierwsza z granic jest rowna oo, a druga jest skonczona, wiec rozwazana
caltka jest rozbiezna do oc.

» (f) Mamy
00 T
catkowanie przez podstawienie
/xcosxzdx: lim x cos z2 dx t=2z2; dt =2zxdc
T—oo z=ymt=m z=T,t="T2
N3 VT

T2
1
= lim —costdt
T—o00 2
T
2

—Tlglgoi {blnt]ﬂ —Tlgréoi (smT —s1nﬂ') = §T1£I;ome .

Granica Tlim sin T2 nie istnieje, gdyz np. dla ciagdw T;l = +/nm, T;; =+/(7/2) + 2nm,
— 00
rozbieznych do co, mamy odpowiednio

’ 2 1" 2
lim sin (Tn) — lim sinnr =0, lim sin (Tn) — lim sin (g n 2m) ~1.

n—oo n—oo n—o0 n—oo
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Zatem badana catka jest rozbiezna.

» (g) Mamy
[e%s) T
/ e* dx /
62 T—>oo €2$ —+ 1
0 0
dt r

= lim —— = lim [arctgt} = hm {arctgeT—E =
T—o0 t2 + ]_ T—o00 1 T—o0 4
1

t=e%; dt =e%dx
z=0,t=1;, =T,t=¢l

catkowanie przez podstawienie‘|

il
T

Badana calka jest zatem zbiezna.

» (h) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—oo, 00) otrzymamy

o) 0 o)
/xln(x2+1) dr = /xln (x2+1) dx+/x1n(x2+1) dzx.
— 0 —o0 0

Pokazemy, ze druga z calek jest rozbiezna do co. Mamy

T
calkowanie przez podstawienie

/xln ac +1 dr = lim xln(x2—|—1) dxl t=x2+1; dt =2zxdx ]
0

THOOO z=0,t=1, c=T,¢t=T2+1

T?41 . L.
1 catkowanie przez czesci
= lim = / Intdt| wu(t)=1Int, v'(t) =1
T—o0 2 W (t) = 1/t, v(t) =t
T?+1
1 T2+1
= — lim [tlnt} — / dt
2 T—oo 1

1

1

_ = 2 2 2
= 2:F1Lr{1>0[(T +1)In (77 +1) — 77

== lim {(T?°+1) [In (T2 +1) —1] + 1} = 0.

2 T—oo
7Z nieparzystosci funkcji podcatkowej wynika, ze

0

/ zln (x2 + 1) dr = —oo0.

— 00

Zatem badana catka niewtasciwa jest rozbiezna.

Kryteria zbieznos$ci catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

P Przyktad 1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$é calek
niewltasciwych pierwszego rodzaju:
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o0

rdx / (27 +1)
xQ—arctgx 414—1

0

(a) [ e ®sin®xdx; (b)

0\8
w\g

Rozwigzanie. Niech funkcje f i g spelniaja dla kazdego x € [a, 00) nieréwnosci 0 <
f(x) < g(x). Wowezas:
[1] jezeli calka niewltasciwa funkcji g jest zbiezna, to catka niewlasciwa funkcji f takze
jest zbiezna;
[2] jezeli catka niewlasciwa funkcji f jest rozbiezna do oo, to catka niewlasciwa funkeji
g takze jest rozbiezna do co.

» (a) Dla kazdego = > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

0< e Tsin’x e 2.

Ponadto calka / e~ *dx jest zbiezna, gdyz
0
00 T
/e*gc dr = Tlim e Tdxr = Tlim [—e*ﬂOT = Tlim [1 — e*T} =1.
0 — 00 0 — 00 — 00

Zatem z kryterium poréwnawczego [1] wynika zbieznosé badanej catki.

» (b) Dla kazdego x > 2 prawdziwe sa nieréwnosci

x x_l

22 —arctgr ~ 22—-0 «x
o0
dz . . .
Ponadto catka | — jest rozbiezna do oo, gdyz
x

T
d d T
- tim [ 2= lim {lnx] = lim [In7T —1In2] = o
T T—o00 T T—o00 2 T—o0
2 2

Zatem 7z kryterium poréwnawczego [2] wynika rozbieznosé badanej catki do oo.

» (c) Dla kazdego = > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

27 +1 290—1—1

=277 4477,
0< 4z 4 1 4z +
Calki niewlasciwe / 27 % dx, / 47% dx sa zbiezne, gdyz
0 0
oo T T
e g e g1 277 1 1
/2 dv=fim |2 dw_Th_r&{ ln2} =g e -2 =

0 0
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o T T
4= 1 1
47%dy = i 47%dy = 1 — li 1—471) = —.
/ de = [fim [ 47 de Enoo{ 1n4} = gl I =11
0 0

Zatem badana calka takze jest zbiezna.

P Przyktad 1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych pierwszego rodzaju:

T e dy T ads Ooarctgxdx Ooﬁdx

——; (b d .

(a)/3e41—5’ ()/a:2+c05x / c+1 ()/x2+4
1 ™ 0 2

Rozwigzanie. Niech funkcje f i g beda dodatnie (ujemne) na polprostej [a, 00) oraz
niech spelniajg warunek

lim M—k:, gdzie 0 < k < oo.

r— 00 (
Woweczas caltki niewlasciwe funkcji f, ¢ sa jednoczeénie zbiezne albo rozbiezne do
00 (—00).
» (a) Zauwazmy, ze dla £ — co mamy

6390 631 1

3eir 5 3edr  Zen

Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym zbieznoéci calek niewladciwych

f(z) 1 ora (x) e
= — 7 _ -

3e® 9 Jedr _ 5’
otrzymamy

1
o 4z
k= tim 2% — i 3¢ — lim 3 =5 ym (1- 2 21
z—00 ¢ x) Z—00 e3t r—oo  Jedr oo 3edT
3etr — 5

d
Poniewaz caltka / a jest zbiezna (rozwiazanie Przykladu 1.2 (a)) oraz 0 < k < oo,
eZIJ

1
wiec badana calka takze jest zbiezna.

» (b) Zauwazmy, ze dla © — co mamy

x x
22 +cosx a2

Zatem w kryterium ilorazowym rozbieznosci catek niewlasciwych przyjmujemy

1 T
f(x) = E oraz g(ﬂ]’) = m
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Wtedy
1
- 9 )
k= lim f(ar)_ % — lm T +c05x: lim (1+cosa:):1.
xr— 00 g(x) xr— 00 Tr— 00 {L‘2 xr— 00 {L‘2
72 + cosx

rd
Poniewaz catka / & jest rozbiezna do oo (rozwiazanie Przykladu 1.2 (b)) oraz 0 <
x

k < oo, wiec badana caltka takze jest rozbiezna do oo.
» (c) Poniewaz lim arctgx = 7/2, wigc dla x — oo mamy
T
arctgx 2 ™
z+1  x+1 2x+1)

Zatem w kryterium ilorazowym rozbieznosci catek niewlasciwych przyjmujemy

arctgx ™
f(x) = T+ 1 oraz g(ﬂ]’) = m
Wtedy
™
) B il S Y
T —00 g(gj) r—oo alC tgx r—o0 2 arc tgx
x+1

d
Catka / v jest rozbiezna do oo, gdyz
rz+1

0

oo T
d d T

/ v lim/ L= lim [Info+1]] = lim In(T+1) = .
Jj—'—l T—o00 Qj‘—|—1 T—o00 0 T—o0

0 0

Ponadto 0 < k < oo, wiec badana calka takze jest rozbiezna do oo.
» (d) Zauwazmy, ze dla © — co mamy
Ve ovE 1
x2+4 22 zx
Zatem przyjmujac w kryterium ilorazowym zbieznoéci calek niewladciwych

Jz

1
flx) = oss O g(x) =

x2 4+ 4’
otrzymamy
1
= 2
4
ke dim 28 gy OV, A
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rd
Catka / ﬁ jest zbiezna, gdyz
2
[ d [ d 217 2
x x —
—— =i —— =1 —| =1 2—— ) =V2.
/mﬁ Tl—I};o/m\/E 75 [\/EL 75 (\/— ~/T> V2
2 2
Ponadto 0 < k < 0o, wigc badana catka takze jest zbiezna.

Zbieznos$¢ bezwzgledna catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

» Przyktad 1.4. Zbadaé zbiezno$é i zbiezno$é bezwzgledna calek niewlasciwych:

Oosin3xdx Ooxcosxdx 7 « Oosinxdx
(a)l/T, (b)!m’ <c>/mcosmdm, (@) [

Rozwigzanie. Méwimy, ze catka / f(z) dz jest zbiezna bezwzglednie, jezeli / |f(x)| dx

a a
jest zbiezna. Wiadomo, ze jezeli catka niewlasciwa jest zbiezna bezwzglednie, to jest
zbiezna.
» (a) Dla kazdego = > 1 prawdziwe sa nieréwnosci

1

< .
2

sin® x

2

0<
x

oo

dx
Ponadto catka / — jest zbiezna. Z kryterium poréwnawczego wynika, ze caltka

[

réowniez zbiezna.

3

sin sin” x dx

‘ dz jest zbiezna. Stad calka /7 jest zbiezna bezwzglednie, a wiec

» (b) Zauwazmy, ze dla kazdego = > 2 zachodza nieréwnosci

I COST < x
(@ -1 " @ -
o0
rxdr . . .
Ponadto catka / W jest zbiezna, gdyz
2 —
oo T . L.
33 dm ] xdr calkowanie przez podstawienie
= lim —3 t=22—1; dt =2zdx
J T—oo) (22 —1)" |a=2t=3 =T, t=T2—1
T2-1
I 1 dt
= lim - —
T—oo 2 tg

T2-1
.1 1 .1 (1 1 1
=g, Il o) T
T—oo 2 2t° | 4 T—oo4d \ 9 (T2 -1) 36
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Zatem analogicznie jak w poprzednim przykltadzie badana calka niewtasciwa jest
zbiezna bezwzglednie, a wiec réwniez zbiezna.

» (c) Pokazemy, ze badana calka jest rozbiezna. Mamy

o0 T . -
catkowanie przez czesci

/xcosxdx = lim xcosxdx[u(z) =, v () :cosz]

T—o0 u'(z) =1, v(z) =sinz

jus jus
2

sin x dx

TlgnOO [ sin z]

NE|

vl N Ml:’\’ﬁ

= lim [zsinz +cosz]x = lim (TsinT + cosT) — z
T—o0 T— o0 2

Zauwazmy teraz, ze granica Tlim (T'sinT + cosT) nie istnieje, gdyz np. dla ciagéw
— 00
T, = 2nm, T, = (2n + 1), rozbieinych do oo, mamy odpowiednio

lim (T;l sin T,; + cos T,;) = lim (2n7sin(2nm) + cos(2nm)) =1

n—oo n—oo

3

lim (T,;, sin T;; + cos T,;,) = lim ((2n + 1)wsin(2n+)7 + cos(2n + 1)w) = —1

n—oo n—oo

o0

wigc badana calka jest rozbiezna. Rozbieznos$é calki / |x cos x| dz wynika, z twierdze-

2
nia o zbieznosci calek niewtaéciwych zbieznych bezwzglednie. Gdyby bowiem catka ta
o0

byta zbiezna, to bytaby zbiezna takze catka / x cos x dx, co jak pokazaliémy powyzej
/2
nie zachodzi.

» (d*) Pokazemy, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie, ale jest zbiezna. W
rozwigzaniu wykorzystamy nieréwnosé | sin x| > sin? x zachodzaca dla kazdego = € R
oraz okresowos¢ funkeji sin® z. Wykorzystujac te nieréwnosé otrzymamy

[e’e) [e%s) 27 3T 47
/ sinx de > /singxdx:/sin2xdm_’_/sin?xdx_F/sinzmdm_’_.“
T T T T T
T T b 21 3T
27 3T 47
sin? x sin’ x
2/ / da:—|—/ dr + ...
3T 47
3T
( <1 o1 )
= sinzdz | - ——|———|———|—...
3
oo 1 1+1+1+
“2 727371 -
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To oznacza, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie. Uzasadnienie jej zbieznosci
jest bardziej skomplikowane. Wymaga zastosowania twierdzenia Dirichleta. Twierdze-
nie to orzeka, ze jezeli funkeja g ma ciaglta pochodna na przedziale [a, 00) oraz maleje
do 0, gdy = — o0, a funkcja ciagla f ma ograniczona funkcje pierwotnag na [a, c0), to

o0
calka niewlasciwa / f(x)g(x) dz jest zbiezna. Latwo sprawdzi¢, ze funkcje
a

g(x)=—, f(z) =sinz

x
spelniaja na przedziale [r,o00) zalozenia twierdzenia Dirichleta. Zatem rozwazana
calka jest zbiezna.

Catki niewtasciwe drugiego rodzaju

P Przyktad 1.5. Korzystajac z defnicji zbadaé zbieznoéé calek niewlasciwych dru-
giego rodzaju:

3
§7T

S s e[
0 —1

s

us

2 4
cosx dx 1 1 dx
. o = e f ]
@D | s (©) / sin - d; ® / 2z
0 0 1

Rozwiazanie. Niech funkcja f okreslona na przedziale (a, b] bedzie nieograniczona tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Caltke funkcji f na przedziale (a,b] definiu-
jemy wzorem:

/bf(x) dszEIE+/bf(x) de.
a A

Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to méwimy, ze calka jest roz-
biezna odpowiednio do oo lub —oo. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka
jest rozbiezna. Analogicznie definiuje sie calke funkcji f okreslonej na przedziale [a, b)
i nieograniczonej tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu b.

» (a) Funkcja f(z) = 1/sin®z jest nieograniczona tylko na prawostronnym sasiedz-
twie punktu m, zatem

wleo

T

d d S
/ f = lim f = lim [—ctgx}% :Alim (0 + ctg A) = oo.

sin“ x A—gt sin“x A—rnt —rt
A

M)

s

s

Badana calka jest rozbiezna do oo.
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» (b) Funkcja f(z) = 1/v/1 — x jest nieograniczona tylko na lewostronnym sasiedz-
twie punktu 1, zatem

1 B
dz dx calkowanie przez podstawienie
/ = lim / t=1—z; dt =—dx
0 0

M=z B—1-) V1—=2|z=0,t=1, =B, t=1-B

1-B

= lim —dt
Bo1- It
) 1 2 27! 2 2
— lim [ tTFdt= lim {—tﬁ} = 1im 5 (1-V0-By) = 3.
B—1 .y B—1- |3 |,_p B—-1-3 3

Badana catka jest zbiezna.

> (c) Poniewaz funkcja podcalkowa f(z) = 1/ (2® — 1) jest nieograniczona na pra-
wostronnym sasiedztwie punktu —1 oraz na lewostronnym sasiedztwie punktu 1, wiec
przyjmujac w okresleniu catki niewladciwej za miejsce podziatu a = 0 otrzymamy

1 0 1
/ dx / dx / dx
= + .
2 —1 2 —1 2 —1
1 -1 0
Zbadamy z definicji zbieznos$é¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku rownosci. Mamy
1 B rozktad na utamki proste
dz - % dz pierwszego rodzaju
221 poi-) 221 1 _1( 1 )
0 0 22—1 2\z—1 z+1
7 1 1
1
= lim = — d
Bl_>n11—2/<x—1 x+1> v
0
1 B
= lim - [ln|a:— 1] —1n|a:—|—1|}
B—1- 2 0
1 lim 1 B-1 1 lim 1 1-B
= = lim In =— lim In = —00
2 B—1— B+1 2B—1- 1+ B

7 parzystoéci funkcji podcatkowej wynika, ze takze

0
dr
2_1
21

Zatem badana catka jest rozbiezna do —oo.

» (d) Poniewaz funkcja podcatkowa f(x) = cosx/+v/1 — 2sinx jest nieograniczona na
obu jednostronnych sasiedztwach punktu 7/6, wigc rozwazana calka niewlasciwa jest
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okreslona wzorem

jus us

w3

6
cosx dr cosx dr cosx dr

_— — + .
V1 —2sinz V1 —2sinz V1 —2sinz
0 0 s

o)

Zbadamy zbieznos¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku réwnosci. Najpierw jednak
cosx dx

obliczymy calke nioznaczona | —————=. Mamy
v1—2sinx
catkowanie
cosz dx przez podstawienie | _l ﬁ
Y1 =2sinz t=1-2sinx; ) It
dt = —2cosxdx

_ _%.SWJFCZ_ZS (1—2sint)? + C.

Zatem dla pierwszej calki oznaczonej mamy

x
G B
cosx dr . cosx dr

———— = lim —
v1-2sinx B—z-J) /1—2sinz
0 0
B
— -3 fim {3 (1—2sinx)2} — -3 lim [{’/(1—2sinB)2—1] _3
4 Bz~ 0 4 Bz~ 4

Dla drugiej catki oznaczonej mamy
3 3
cosz dx : cosz dx
T R, e
vV1—2sinx A-z+ ) V/1-—2sinz
x A
3

_ 3 lim {3 (1—2sinaj)2]
6 A

_ 3 . 3 . 2| 3
= —ZAEH%1+ {1— y/ (1 —2sin A) ] =-7

Zatem badana catka jest zbiezna do % + (—Z) =0.

> (e) Funkcja f(z) = (1/2*)sin(1/z) jest nieograniczona tylko na prawostronnym
sasiedztwie punktu 0, zatem badana caltke okreslamy wzorem

3w

> t=1/z; dt:—(l/:cQ) dx
A0t )T z=A, t=1/A; 2=3/m, t=m7/3

3
f1 .1 1
/—Qsin—d;v = lim — sin — dz
T T T
0 A

[ catkowanie przez podstawienie ‘|

jus

/ intdt = Ii [ t] sy 1
= — Sin = m COS = = — 1m cCoOSs —.
A—0 2 Ao+ A

B @l

1
A
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Poniewaz granica hm+ cos — nie istnieje, wigc badana calka jest rozbiezna.
A—0

A
> (f) W przedziale [1,4) funkcja f(z) = 1/(2— /) jest nieograniczona tylko na
lewostronnym sasiedztwie punktu 4. Zgodnie z definicja calki niewlasciwej mamy

4 B
/ dx dx catkowanie przez podstawienie
= lim z=1t2(t>0); do=2tdt
/ 2—\/5 B—>4*1 2—\/5 z=1,t=1 z=B, t= /B

B

2t dt
m -
B—4— 2—1t

—_
=

Il
[N}
=
=
\)
5
~
|
s
|
L,
Il
m
t:
E
/‘\
[\J
—_
=
L
|
+
—_
N~~~
||

Zatem badana catka jest rozbiezna do oo.

Kryteria zbieznos$ci catek niewtasciwych drugiego rodzaju

P Przyktad 1.6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé catek

niewtasciwych drugiego rodzaju:
1

(a)o/%; (b)j%‘j—%; <>/% <d>/xtgxdx.

1

s

Rozwigzanie. Niech funkcje f i g beda nieograniczone tylko na prawostronnym sasiedz-
twie punktu a oraz niech dla kazdego = € (a, b] spelniaja nieréwnosci 0 < f(x) < g(x).
Woéwczas:

b

[1] jezeli calka /g(x) dx jest zbiezna, to takze calka /f(x) dx jest zbiezna;

a

b b
[2] jezeli calka /f(x) dzx jest rozbiezna do oo, to takze caltka /g(x) dzx jest rozbiezna

do co.

» (a) Zauwazmy, ze dla kazdego x > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

1—|—sinx<1—|—1_ 2
NN

0<

jest zbiezna. Zatem z kryterium poréwnawczego

sIE

1
Ponadto calka niewlasciwa /
0
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[1] wynika, ze badana calka jest takze zbiezna.
» (b) Zauwazmy, ze dla z > 0 prawdziwe sa nieréwnosci
1 1 1

0< < - .
Vet +z  J0+z Yo

2
Poniewaz calka / jest zbiezna, wiec takze badana calka jest zbiezna.
0

dx
\/—
<z

» (c) Dla kazdego 0 < 1 prawdziwe sg nieréwnosci

0< 1 _ e < e’
S@-12 0 (@—1)2 7 (-1
1

Ponadto, catka niewlasciwa / dix
(z —1)
0

réwnawczego [2] wynika, ze badana calka jest takze rozbiezna do oo.

jest rozbiezna do co. Zatem z kryterium po-

» (d) Zauwazmy, ze dla 7/4 < z < 77/ 2 prawdziwe sa nieréwnosci
0< — t t
1 gz < vtgw.

w/2
Uzasadnimy teraz rozbieznos¢ catki niewlasdciwej / tg xz dr. Mamy

w/4

tgrdr = lim /tgxdx
B—>%_

Skl \Mlﬂ

!/
sx) d,
~ lim (cosz) dx
B—Z- cos

I
s

— lim [ fcos z|]

B
us
2 4

2
= lim [1n£—ln|cosB| = 00.
BH%* 2

Z kryterium poréwnawczego [2] wynika rozbiezno$é badanej calki do oo.

P Przyktad 1.7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych drugiego rodzaju:
T 1 ™

(a) / Sir\l/z_fx; (b) / (ew;#% (c) / %

0 0 0

Rozwigzanie. Niech funkcje dodatnie (ujemne) f i g beda nieograniczone tylko na
prawostronnym sasiedztwie punktu a. Ponadto niech speiniajg warunek

f(z)

im ——k dzie 0 < k < o0.
r—>a+g() &
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Woéwezas calki niewlasciwe drugiego rodzaju funkeji f, g na przedziale (a,b] sa jed-
noczesénie zbiezne albo rozbiezne do oo (—o0). Prawdziwe sa takze analogiczne twier-
dzenia dla calek niewlasciwych na przedziale [a, b).

sinx
» (a) Poniewaz lin%) —— =1, wiec dla  ~ 0 mamy
xr— x

() sinx sinz 1 1 1 1
€Tr) = = — 0 —— v — = —,
g \/333 x \/E \/E \/E

Przyjmujac w kryterium ilorazowym f(z) = 1/y/x otrzymamy

_— = :1

z—0+ g(x)  e—0t sinz

1
d
Poniewaz catka / \/_x_ jest zbiezna oraz 0 < k < oo, wiec badana calka takze jest
x
0

zbiezna.

» (b) Poniewaz lir% =1, wiec dla z ~ 0 mamy

PGS BRGSO SR
I =~ T T, x3 a3 a3

bt T@ @

lim —% = lim =1.
z—0t g(x) z—0+ e — 1

1
dx

Poniewaz calka [ — jest rozbiezna do oo oraz 0 < k < oo, wigc badana catka takze
x

0
jest rozbiezna do co.
» (c) Najpierw przeksztalcimy caltke niewladciwa w ten sposob, aby funkcja podcal-
kowa byla nieograniczona na sasiedztwie punktu 0 zamiast 7. Podstawiajact =7 —x

otrzymamy
™ K

/ dx _/ dt
1+cosz J 1—cost

0 0

£2
Ze wzoru Maclaurina funkcji cost i n = 3 dla t ~ 0 mamy cost ~ 1 — 5 Zatem

przyjmujac w kryterium ilorazowym

1 1
) =—= t
)= oz glt) = T——,
otrzymamy
. f@® 1—cost 1
= lim —<% = =
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s
dt
Poniewaz catka / = jest rozbiezna do oo oraz 0 < k < oo, wiec badana calka takze

0
jest rozbiezna do co.

» Przyktad 1.8. Obliczyé¢ wartosci gtéwne calek niewlasciwych:

(a)_Z l—l—(jcig:—l)?; (b)_Z e " dx; (c)_Z sin (x— g) dz;

[e%S) 1 9

@ [ame-ne @ F5 0[S
4

— 0 -1 —
Rozwigzanie. Warto$¢ gléwna calki niewlasciwe] pierwszego rodzaju funkcji f na (—oo, 00)
definiujemy wzorem

[ T
v.p. / flx)de = TILH;O f(z) dx

-T

7Z kolei wartos$¢ gtowna catki niewladciwej drugiego rodzaju z funkcji f okreslonej na
[a,b]\ {c} i nieograniczonej jedynie na obustronnym sasiedztwie punktu ¢ definiujemy
Wzorem:

v.p./bf(a:)da:: lim C/_Ef(a:)da:—i— /bf(x)dx

e—0+
ct+e

Jezeli granica po prawej stronie rownosci nie istnieje, to méwimy, ze catka niewtadciwa
nie ma wartosci gléwnej. Jezeli catka niewlasciwa na (—oo,00) jest zbiezna do w, to
wartos¢ gtéwna catki takze sie réwna w. Podobnie jest dla calki niewtasciwej drugiego
rodzaju.

» (a) Poniewaz

T

. dz . T
A Trre - A et Dl
=T

. T T
= lim arctg[(T+1) - arctg(~T)] = 7 (——) =,

wiec wartoscia gtéwna calki jest .
» (b) Poniewaz
T
lim e dr=— lim [e_z]:fT = lim (e_T —ef) = —(0 - 00) = o0,

T—o0 T—o00 T—o0
-T

wiec wartoscia gtowna catki jest oco.
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» (c) Poniewaz granica

T
T
lim sin (x — Z) dr = — lim [cos (x — E)]
T—o00 6 T—o00 6 T
-T

= — lim [cos (T—%) — cos (T—l—%)] = lim sinT

— 00 — 00

nie istnieje, wiec warto$¢ gtéwna calki takze nie istnieje.

» (d) Funkcja podcaltkowa jest okreslona wzorem

—1 dla x < 2,
sgn (z —2) = 0 dla z = 2,
1 dla z > 2.
Poniewaz granica
T ro2 T
Tlim sgn(x —2)de = Tlim / sgn (x —2)dz + /sgn (x — 2)dx
=T By 2
ro2 T
uThm /(—1)dx+/ldx
-1 2
— lim {[—xf n [x}T} = lim[-2-T+T—-2] = 4
T—o0 =T 2

jest skonczona, wiec wartosé gtowna catki rowna sie —4. Zauwazmy, ze warto$é¢ gtowna
calki istnieje mimo, ze catka niewlasciwa na przedziale (—oo, c0) nie istnieje.

» (e) Funkcja f(z) = (sinz)/z* jest okredlona dla = # 0 i tylko na obustronnym
sasiedztwie punktu 0 jest nieograniczona. Zatem

1 —€

1
sin x dx . sin x dx sin x dx
v.p. = lim
4
T e—0t

-1

7 nieparzystosci funkcji f wynika, ze

—€

1
/smxdx _ /smxdx

-1

Stad
1 1

1
sin x dx . sin x dx L sinx dx 0
V.p. = lim |— =0.
4 e—0+ 4 4
1

€ €
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» (f) Funkcja f(xz) = 1/+/]x| jest okredlona dla z # 0 i tylko na obustronnym sa-
siedztwie punktu O jest nieograniczona. Zatem

9 9
dx

S|
A = A E R AV
—21m1{Lwﬁ5}z+[¢ﬂj} 2 lim [(—VE+2)+(3 - vE)] = 10

e—0+ e—0

Zadania Odp. str. 187
1.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbiezno$é calek niewlasciwych pierwszego rodzaju:
o0 d o0 o0
(a) /ﬁ, (b) /Z_m dzx; (c) /xsina:da:;
1 0 ™
[od rod rd
x i x
d . . f .
@ [ ay @/aﬁii()/ﬂ—%+w
—0o0 1 —0o0
00 o) 9 d —1
9 3 . xr X . .
(g) / z“e " dx; (h) /xﬁ 1 (i*) / (m — arcctgz) dx.
0o 0 —o0

1.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé¢ zbiezno$é calek niewlasciwych
pierwszego rodzaju:

T de Oo(x—l)dx_ Oo(1+sina:)da:.
(a)lo Jz—3 (b)!ma (C)/T’
0 o] 00
27 dx zdx (V2 + cosz) da
@ [25 @[ e Ol
— 00 0 2

1.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbiezno$é catek niewtasciwych pierw-
szego rodzaju:

d (e +1)d T o,

xdr e x 2 T .

Cow [ @ [t
1

— 00

22 dx (2* —1) dz o e om
—a (e) /m, (f) /2 sin 3 dx.
0 0

3 —sinx

oo

5

00 %) oo
1

1.4. Zbadaé zbieznoéé i zbieznosé bezwzgledna catek niewlasciwych:
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7 sin 3z dx 7 7 2 sinz dx
(a) /m7 (b) /xcos2xdx; / x4+1 ]
0 0
/ d 72 d d
cosz dx Tcoswdr cosz dx
@ [ e [ (M/ .
241 4% +sinz’ N
—o00 0 3

1.5. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoséé calek niewlasciwych drugiego rodzaju:

@45% @Ziﬂ (@j%%@

2

e 5 e
Inxdzx 2% dx sinln z dx
. . £ .
@ [ e [ @ [T
3

0 0

1.6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé calek niewlasciwych
drugiego rodzaju:

s

ﬂl 1 / *d d
2) /ﬁarctg;dx; /e T () cos zdx
0

3 Y —r

0
4 2 3

1.7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé¢ zbiezno$é catek niewlasciwych dru-
giego rodzaju:

™

1
(a) / sin3xdx' / 1) dgc (©) dr
x4t A ¥cosx’
0 3

—

0
O [ O ® [
(arcsin x)?2 — 2’ r —sinx’
2 0
1

0
2 d / d
* o . 3%k x
(%) 22 —\/z’ /ew—cosa: (1)/2””—
1 0 1
1.8. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewtasciwych:
T a3 coszdr T et ds T
. b . —|z+5| dx:
@ [T o [ S5 @ el
[e%s) 1 27

3 22 d sinz dz dx
@ [ @)@ [T o |

oo 41



