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Wstep

Niniejsza ksiazka jest pierwsza czeScia zestawu podrecznikéw do Analizy ma-
tematycznej 2. Pozostalymi czeSciami sa zbiér zadan pt. ,Analiza matematyczna 2.
Przyktady i zadania” oraz opracowanie pt. ,Analiza matematyczna 2. Kolokwia i eg-
zaminy”. Podreczniki te sa przeznaczone gloéwnie dla studentéw politechnik. Moga
z nich korzystaé takze studenci uczelni ekonomicznych, pedagogicznych i rolniczych
oraz niektorych wydzialéw uniwersytetéw.

Material zawarty w ksiazce obejmuje calki niewlasciwe, szeregi liczbowe, ciagi i
szeregi funkcyjne, rachunek rézniczkowy i catkowy funkcji wielu zmiennych wraz z
zastosowaniami. Wszystkie zagadnienia teoretyczne zakoniczone sa é¢wiczeniami, przy
czym poczatkowe z nich sa z reguly najprostsze. Odpowiedzi do éwiczen umiesz-
czone sg na koncu podrecznika. Fragmenty materiatu oznaczone gwiazdka nieznacz-
nie wykraczaja poza standardowy program przedmiotu. W ten sam sposéb oznaczono
trudniejsze ¢wiczenia. Uzupelniajacy material oraz trudniejsze éwiczenia dotaczono z
mys$la o studentach, ktérzy chca pogtebié¢ swoje wiadomosci z analizy matematycznej.
Studentéw tych zachecamy do zapoznania sie z ksiazka ,Studencki konkurs matema-
tyczny”, ktora jest zbiorem trudnych i nietypowych zadan z algebry oraz analizy.

Przyklady ze wzorcowymi rozwiagzaniami ilustrujace material teoretyczny z tego
podrecznika umieszczono w drugiej czesci zestawu pt. ,Analiza matematyczna 2. Przy-
ktady i zadania”. Tam tez mozna znalez¢ duzg liczbe zadan do samodzielnej nauki.

Cwiczenia z tej ksiazki oraz zadania z drugiej czesci zestawu sa podobnych typow
i maja ten sam stopien trudnosci jak zadania, ktére zwykle pojawiaja sie na kolo-
kwiach i egzaminach. Zadania, ktére w poprzednich latach studenci rozwiazywali na
sprawdzianach, sa umieszczone w trzeciej czesci zestawu.

Do obecnego wydania dodano wiele nowych éwiczen i rysunkéw oraz poprawiono
zauwazone bledy i usterki.

Serdecznie dziekujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politech-
niki Wroctawskiej za uwagi o wczesniejszych wydaniach ksiazki. Dzigkujemy réowniez
naszym Studentom za wskazanie bledéw w odpowiedziach do éwiczen.

Uprzejmie prosimy Czytelnikow o przesylanie uwag o podreczniku oraz informacji
o dostrzezonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas






Catki niewtasciwe

W tym rozdziale przyjmujemy, ze rozwazane tu funkcje sg catkowalne na dowolnym
przedziale domknigtym zawartym w ich dziedzinie.

1 Caftki niewtasciwe pierwszego rodzaju

Definicja 1.1. (calka na pélprostej)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale [a,00). Calke funkcji f na [a,00)

okreslamy wzorem:
T

o0
/f(;v) dez = lim [ f(z)dx.
T—o0

a a
Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to moéwimy, ze calka jest rozbiezna
odpowiednio do oo lub —co. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka jest roz-
biezna.

a T — oo

Rys. 1.1. Tlustracja calki na pélprostej [a, 00)

Analogicznie okresla sie calke na przedziale (—oo,b] :

b b
/ flz)dz = SEIP f(z)dz.
—o0 S

Uwaga. Jezeli funkcja f jest nieujemna na przedziale [a, c0), to calka tej funkcji na
tym przedziale jest zbiezna albo rozbiezna do oo. Podobnie dla catki na przedziale

(—00, b].
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Y Y

—o00 «— S b z b

Rys. 1.2. Tlustracja calki na pélprostej (—oo, b]

Cwiczenie 1.2. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé calek (dla calek zbieznych

obliczy¢ ich wartosci):

(a) 71_? (b) 70%, 7x2df_ 1 (d) 7sinajdaj;
2 4 1 T
-9 0 o) [e%s)

e)_[o = (f)_é ve da: / VAL / e

Definicja 1.3. (calka na prostej)

Niech funkcja f bedzie okre$lona na przedziale (—oo, 00). Calke funkcji f na prostej

(=00, 00) definiujemy wzorem:

7f(x)dx = /a f(a:)da:—i—]of(a:)da:

gdzie a oznacza dowolna liczbe rzeczywista. Zbieznosé catki po lewej stronie znaku
rownosci ustalamy w zalezno$ci od zbieznosci catek po prawej stronie. Jezeli obie
calki po prawej sa zbiezne, to méwimy, ze catka po lewej jest zbiezna. Jezeli jedna
z catek po prawej jest rozbiezna do —oo lub oo, a druga jest zbiezna albo rozbiezna
odpowiednio do —oo lub oo, to méwimy, ze catka po lewej jest rozbiezna do —oo lub

oo0. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka po lewej jest rozbiezna.

Y

-

Rys. 1.3. Ilustracja calki na prostej
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Uwaga. Jezeli calka na przedziale (—oo, 00) jest zbiezna dla pewnego a € R, to jest
zbiezna dla dowolnego a i jej wartos¢ nie zalezy od a. Calki po przedziatach nieogra-
niczonych (—o0,b], [a,00), (—00,00) nazywamy catkami niewla$ciwymi pierwszego
rodzaju. Calki niewlasciwe pierwszego rodzaju sa liniowe. Na koniec zauwazmy, ze
jezeli funkcja f jest nieujemna na przedziale (—oo, 00), to catka niewladciwa funkcji
f na prostej jest zbiezna albo rozbiezna do oco.

Cwiczenie 1.4. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé calek niewlasciwych (dla ca-
tek zbieznych obliczy¢ ich wartosci):

T dx T xdx T dz T dx
(a) /m7 (b) /3:2—4_17 (c) /637 (d) /m,
(e) /e*mdx; (f) /ewsinxdx; (g) /d7x7 (h) /(3””—2700) dx.
~ ~ A Rvatd ~

FAKT 1.5. (o0 zbieznosci calek [ 2%)

d
Calka niewlasciwa / x—i (a > 0) jest zbiezna dla p > 1 i rozbiezna do oo dla
0<p< L ‘
/ d
Uwaga. Analogiczny fakt jest prawdziwy takze dla catek niewtasciwych / —f (b < 0),
x

— 00

o ile funkcja podcatkowa jest poprawnie okreslona.

Y

a
Rys. 1.4. Wykresy funkcji y = ip dla réznych wartosci parametru p > 0
x
Cwiczenie 1.6. Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé zbiezno$é calek niewlasci-

wych:

oo

@ [ % <b>7;§_2; <c>70 =
1 8 -1
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o] 0 o]
0/296+ . <e>4ﬁ; <f>4ﬁ.

oo

. d
Cwiczenie 1.7. Zbada¢ zbiezno$é catki niewtadciwej / —f (a € R) w zaleznosci od
p

a
parametru p > 0.

Cwiczenie* 1.8. Funkcje gamma, ktéra jest uogélnieniem silni, okreslamy wzorem
o0

[(p) = /a:p_le_r dz, gdzie p > 0.
0
Obliczy¢ I'(1) i nastepnie pokazaé, ze T'(p+1) = p['(p) dla p > 0 oraz I'(n) = (n—1)!
dla n € N.

Definicja 1.9. (wartosé gléwna calki niewlasciwej pierwszego rodzaju)
Wartosé gléwng calki niewladciwej pierwszego rodzaju funkeji f na (—oo, 00) definiu-
jemy wzorem

oo T
Vv.p. / f(z)dx = Tlgnoo f(z)dx.
—o0 =T

Jezeli granica po prawej stronie réwnosci nie istnieje, to méwimy, ze catka niewlasciwa
nie ma wartosci gtéwne;j.

Uwaga. Jezeli calka niewlasciwa na (—o0,00) jest zbiezna do w, to warto$é gléwna
calki takze sie rowna w. Z drugiej strony calka rozbiezna moze mie¢ wartos¢ gtéwna,.

Cwiczenie 1.10. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych pierwszego rodzaju:

(a) /xz—L (b) /%dw; (c) /de;v; (d) /e*wdx.

2 Kryteria zbieznosci
catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

TWIERDZENIE 2.1. (kryterium pordwnawcze zbieznosci/rozbieznodci calek)

Niech funkcje f i g spelniaja dla kazdego z € [a, 00) nieréwnosci 0 < f(z) < g(x).

Wéwecezas:
oo

(a) jezeli calka /g(x) dzx jest zbiezna, to calka /f(x) dz takze jest zbiezna;

a
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(b) jezeli calka /f(;v) dzx jest rozbiezna do oo, to catka /g(x) dz takze jest rozbiezna

do co.

P y=g(a)
/ f@)do y = f(a)
a xT

Rys. 2.1. Tlustracja kryterium poréwnawczego zbieznosci calek niewlasciwych

Uwaga. Twierdzenie pozostanie prawdziwe, gdy nieréwnosci w zalozeniu sa spelnione
dla kazdego = € [a*, 00), gdzie a* > a. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkcji
niedodatnich f i g. Ponadto prawdziwe sg podobne twierdzenia dla calek niewlasci-
wych na pélprostej (—oo, b].

Cwiczenie 2.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieinoéé calek nie-
wlasciwych:

T oo\/Eda:'
/egﬁ—i—x () z+1’
0 4

dr
V] T
1

0 0o
@) / arctgz® de 2+sma: (f)/(x+sina:)da:.
241 7 T 2-1 7
—o00 27 2m
1 —2 00
4% dx dx
* —12d . h* / . ¥ /7
@) [ [ ) [

TWIERDZENIE 2.3. (kryterium ilorazowe zbieznosci/rozbieznoéci calek)
Niech funkcje f i g beda dodatnie (ujemne) na pélprostej [a, c0) oraz niech spelniaja
warunek

L @)

m —= =k, gdzie 0 < k < o0.

o0

Wéwezas calki / f(x)dx, /g(a:) dzx sa jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do oo (—00).

a

Uwaga. Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia dla calek niewlasciwych na pél-
prostej (—o0, b].



14 Rozdziat 1. Catki niewfasciwe

Cwiczenie 2.4. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznoéé calek niewla-
$ciwych:
o0

a)/ T rdr _ / e da:
) Vit =1’ 28 =10z x(

%)
3

—T [e'e) -
0

—

rdr dx
et ¢ .1
(d) / x3 +sinz’ (e) 2T _ o () /6 cos — dz;
7 0
(z+1)" dz / n(l+3* . / 3 gy
% (x+1) ax .
(g )/ xm+2 ) 1+2 ; (1 ) em+1
1 0 .

3 Zbiezno$¢ bezwzgledna
catek niewtasciwych pierwszego rodzaju

Definicja 3.1. (zbieznosé bezwzgledna calek niewlasciwych pierwszego rodzaju)
Moéwimy, ze catka niewlasciwa pierwszego rodzaju funkcji f jest zbiezna bezwzglednie,
gdy calka niewlasciwa funkcji |f| jest zbiezna.

Cwiczenie 3.2. Zbada¢ zbiezno$é¢ bezwzgledna calek niewlasciwych:

[ sin2zdr 7o Teinede .. J(-Dllde
(a)/m, (b)/e cos  du (c)/ e, (d)/T.
1 0 ™ 10

TWIERDZENIE 3.3. (o zbieznosci calek zbieznych bezwzglednie)

Jezeli catka niewladciwa jest zbiezna bezwzglednie, to jest zbiezna. Ponadto

| /Oof@c) dr | < /Oo|f<x>|dx.

y = f(z)

Rys. 3.1. Tlustracja twierdzenia o zbieznosci calek niewlasciwych
zbieznych bezwzglednie
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Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla pozostatych rodzajow calek
niewtasciwych pierwszego rodzaju. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Np.
calka niewlasciwa funkcji f(x) = (sinz)/x na przedziale [r, 00) jest zbiezna, ale nie
jest zbiezna bezwzglednie.

Cwiczenie 3.4. Zbada¢ zbiezno$¢ i zbieznos$é bezwzgledny calek niewlasciwych:

i . OOcos?ocdac 0Ozzcsinacdac
(a) /xsmxdx; (b) /W; (c) /27427
0 1 4 (2% 4 4)
(d)7 2% sin z dx (@ 76‘2msinmdm. 7 s1nx+cosa:)d '
5% 4+ 3% cosx 2+ cosz (z2+9)°
0 0 1
T (—1)lvel gp /
(g%) /f’ (h*) /em sin® z da; (i*) /sinx dx.
1 oo )

4 Catki niewtasciwe drugiego rodzaju

Definicja 4.1. (calka z funkcji nieograniczonej)

Niech funkcja f okre$lona na przedziale (a,b] bedzie nieograniczona tylko na pra-
wostronnym sasiedztwie punktu a. Calke funkcji f na przedziale (a,b] definiujemy

wzorem: \ ,
/f(x)dxz A1112+/f(x)dx
a A

Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wlasciwa, to méwimy, ze calka
jest zbiezna. Jezeli granica jest réwna oo lub —oo, to méwimy, ze caltka jest rozbieina
odpowiednio do co lub —oco. W pozostalych przypadkach méwimy, ze calka jest roz-
biezna.

Y

T

Rys. 4.1. Tlustracja calki z funkcji nieograniczonej na (a, b]
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Analogicznie definiuje sie calke funkeji f okreslonej na przedziale [a,b) 1 nieograni-
czonej tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu b :

[ f@ydo = Jim /f

xT

N O m e

a B

Rys. 4.2. Tlustracja calki z funkcji nieograniczonej na [a, b)

b

Uwaga. Jezeli funkcja f jest nieujemna na przedziale (a, b] albo [a, b), to calka / f(x)dx
jest zbiezna albo rozbiezna do oo. Jezeli funkeja f jest ograniczona na przedziale (a, b],
b

to calka / f(x) dz wyznaczona wedlug powyzszej definicji jest zbiezna i jej wartos$é
a
pokrywa sie ze zwykla caltka oznaczona obliczona z definicji (wartos$é f(a) przyjmu-
1

1
jemy dowolnie). Np. catka / sin — dx jest zbiezna. Podobnie jest dla funkcji okreslonej
x
0
na przedziale [a, b).
Cwiczenie 4.2. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé calek (dla calek zbieznych
obliczy¢ ich wartosci):
2 e

(2) % 0 [ 5w © [heds <d>1/2yj"f_x
2

1 0
e

/ o e w0 [ w [

z 1

b
FAKT 4.3. (o zbieznosci calek [ i—if)
: 0

d
Catka / —j (b > 0) jest zbiezna dla 0 < p < 1 i rozbiezna do oo dla p > 1.
x
0
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1
Rys. 4.3. Wykresy funkcji y = - dla réznych wartosci parametru p > 0
x

0

d

Uwaga. Analogiczny fakt jest prawdziwy takze dla catek / —j (a <0),0ile
x

funkcja podcalkowa jest poprawnie okreslona. @

Cwiczenie 4.4. Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé zbieznosé calek:

dx

1 0 1
(a)o/x—, (b)év%; (C)O/V%; W [ 75

Definicja 4.5. (calki z funkcji nieograniczonych, cigg dalszy)

17

Niech funkcja f okreslona na zbiorze [a, ¢) U (¢, b] bedzie nieograniczona tylko na obu
jednostronnych sasiedztwach punktu c. Calke funkeji f na [a,¢) U (¢, b] definiujemy

Wzorem:

/bf(x)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx.

Jezeli obie calki po prawej stronie znaku réwnoéci sa zbiezne, to méwimy, ze calka jest
zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest rozbiezna do —oo lub oo, a druga jest zbiezna
albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub oo, to méwimy, ze catka jest rozbiezna do

—o0 lub co. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka jest rozbiezna.

Y

Rys. 4.4. Tlustracja definicji calki z funkcji nieograniczonej na [a, ¢) U (c, b]
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Uwaga. Podobnie okredla sie calki funkcji nieograniczonych tylko na sasiedztwach obu-
stronnych lub jednostronnych punktéw ci,ca, ..., ¢, € [a,b]. Na przyklad dla funkcji
f okreslonej na przedziale (a, b) i nieograniczonej tylko na prawostronnym sasiedztwie
punktu a i na lewostronnym sasiedztwie punktu b przyjmujemy:

b d b
/f(a:)da:: /f(a:)da:+/f(x)dx
a a d

gdzie d jest dowolnym punktem przedziatu (a,b). Jezeli calka jest zbiezna dla pew-
nego d, to jest zbiezna dla dowolnego d € (a,b) i jej wartosé nie zalezy od d. Calki
zdefiniowane w tym paragrafie nazywamy catkami niewla$ciwymi drugiego rodzaju.

Y

|
|
|
d b &

Rys. 4.5. Tlustracja calki funkcji nieograniczonej na (a, b)

Cwiczenie 4.6. Korzystajac z definicji zbada¢ zbieznosé calek niewlasciwych (dla ca-
tek zbieznych obliczy¢ ich wartosci):

2 J 8 J 2 27 p
T T T
(a)/ﬁa (b) 3_\/53 /$$—1 sm2x
—2 -8 0 ™
1 2 0 2
() /arccosxdx. (1) T dx ' ( )/ dx . /
: Vi—z2 g Va4 — g2 & cosz’ ) \/m

Definicja 4.7. (wartosé¢ gléwna calki niewlasciwej drugiego rodzaju)
Wartosé glowng calki niewladciwej drugiego rodzaju z funkcji f okreslonej na [a, b]\{c}
i nieograniczonej jedynie na obu jednostronnych sasiedztwach punktu ¢ definiujemy

wzorem:
v.p./bf(a:)da:zali%l+ /f da:+/f

cte

Jezeli granica po prawej stronie rownosci nie istnieje, to méwimy, ze catka niewtadciwa
nie ma wartosci gtownej.
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Uwaga. Jezeli calka niewlasciwa z funkeji f okreslonej na [a,b] \ {c} jest zbiezna do
w, to warto$é¢ gtéwna calki takze sie réwna w.

Cwiczenie 4.8. Wyznaczy¢ wartosci gléwne calek niewlasciwych drugiego rodzaju:

1 4 T 2
dx

dx sin x dx
(a) - ; (b)_l ﬁ7 (C) _Z ?dﬁ, (d) /332 _ 1

—1 0

5 Kryteria zbieznosci
catek niewtasciwych drugiego rodzaju

TWIERDZENIE 5.1. (kryterium poréwnawcze zbieznosci/rozbieinosci calek)

Niech funkcje f i g beda okreslone na przedziale (a, b] i nieograniczone tylko na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu a oraz niech dla kazdego x € (a, b] spelniaja nieréwnosci
0 < f(z) < g(z). Wowczas:

b b
(a) jezeli calka /g(x) dzx jest zbiezna, to takze calka /f(a:) dx jest zbiezna;

b

b
(b) jezeli catka /f(a:) dzx jest rozbiezna do oo, to takze catka /g(x) dzx jest rozbiezna

do oo.

I
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Rys. 5.1. Ilustracja kryterium poréwnawczego zbieznosci
calek niewlasciwych drugiego rodzaju

Uwaga. Twierdzenie powyzsze pozostanie prawdziwe, gdy nieréwnosci w zalozeniu sa
spelnione dla kazdego = € (a,b*] (a < b* < b). Prawdziwe jest takze analogiczne
twierdzenie dla funkcji okreslonych na przedziale [a,b) i nieograniczonych tylko na
lewostronnym sgsiedztwie punktu b. Wszystkie warianty tego twierdzenia mozna sto-
sowaé takze dla funkcji niedodatnich.
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Cwiczenie 5.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé calek nie-
wlasciwych:

jus

1 1 2
(a) e’ du / x4+ 1)dx (©) / sinzdr /sma:da:
N sin? x ’ Sox—7’
0 0 0 0

TWIERDZENIE 5.3. (kryterium ilorazowe zbieznosci/rozbieznoéci calek)
Niech funkcje f i g beda dodatnie (ujemne) na przedziale (a, b] i nieograniczone tylko
na prawostronnym sasiedztwie punktu a. Ponadto niech spetniaja warunek

f(x)

im —= =k, gdzie 0 < k < o0.
e—at g(z)

b b
/f(a:) dx, /g(x) dx

sa jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do oo (—o0).

Woéwczas calki

Uwaga. Prawdziwe sg takze analogiczne twierdzenia dla calek niewlaéciwych na prze-
dziale [a,b). Przy wyborze funkcji g warto pamietaé, ze dla x bliskich 0 prawdziwe sa
zaleznosci:

2
sinz ~ zl; cosmwl—g; a® ~1+zlna (a > 0); In(l+z)~x
Cwiczenie 5.4. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznoéé calek niewla-
Sciwych:

T 8 0
sin z dx er —1 dx
a —_—; b
()0 Va3 ()/xz—F\/_ /1 / sing’
2

4 1
/ v — da: / / dr (h*) / dx
In( 1 + ) /) @ ) /1 = £10

0

Cwiczenie* 5.5. Przyjmujac odpowiednie definicje zbadaé zbieznoéé calek niewlasci-
wych, ktére sa jednoczeénie catkami pierwszego i drugiego rodzaju:

Oolnxdx 7 Inz dx 7 dx T dx
(a)/ 1+az’ / T2 (C)/xew’ (d)/ﬂ’

0 0 0 1

7 dx dx *7 dx 7 dx

W —— ;o (h*

0 0 0 —

ISymbol f(z) ~ g(x) dla z bliskich 0 oznacza, ze lir% % =1
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Cwiczenie 5.6. (przyklady z geometrii i fizyki)

(a) Obliczy¢ objetosé i pole powierzchni bocznej bryly powstalej z obrotu wokdl osi
Ox obszaru ograniczonego prostymi z = 1, x > 1, y = 0 i wykresem funkeji y = 1/x.
(b) Obliczy¢ prace W, jaka nalezy wykonaé, aby cialo o masie m = 100 kg przeniesé
z powierzchni Ziemi do nieskonczonosci. Zaniedbaé opér powietrza. Przyjaé¢ promien
Ziemi R = 6380 km oraz przyspieszenie na poziomie morza go = 9,81 m/s%.

(c) Obliczy¢ wspdlrzedne (z,,,y,) $rodka masy jednorodnego obszaru ograniczonego
prostymi x = 0, x = 1, y = 0 i wykresem funkcji y = 1//x.

(d) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodnie natadowana pélprosta przyciaga tadunek @ = 4
C polozony na przedtuzeniu potprostej, w odlegltosci d = 1 m od jej konca. Gestoéé
liniowa ladunku jest réwna Ao = 1 C/m preta.

(e*) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodny nieskoiiczony prostoliniowy pret o gestosci Ag
przyciaga mase m umieszczona w odlegtosci r od niego.



