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Wstep

Zbiér zadan ,Algebra liniowa. Przyklady i zadania” jest druga czeécig zestawu
podrecznikéw do Algebry liniowej. Pozostalymi czesciami zestawu sg ksiazki ,, Algebra
liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory’ oraz ,,Algebra liniowa. Kolokwia i egzaminy’.
Podreczniki te przeznaczone sa gltéwnie dla studentéw politechnik. Moga z nich ko-
rzystaé takze studenci wydzialow nauk Scistych uniwersytetow.

Material zawarty w zbiorze obejmuje przestrzenie i przeksztatcenia liniowe, uktady
rownan liniowych oraz przestrzenie euklidesowe. Opracowanie zawiera zadania roz-
wigzane ,krok po kroku” oraz podobne zadania przeznaczone do samodzielnej pracy.
Zadania te powinny by¢ przerabiane przez studentéw réwnolegle do materiatu prezen-
towanego na wyktadach. Odpowiedzi i wskazéwki do wszystkich zadan podane sa na
koncu zbioru. Material teoretyczny niezbedny do rozwiazywania zadan mozna znalezé
w pierwszej czesci zestawu pt. ,, Algebra liniowa. Definicje, twierdzenia, wzory’.

W obecnym wydaniu poprawiono zauwazone bledy i usterki.
Dziekujemy kolezankom i kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki Wroctaw-

skiej oraz naszym studentom za uwagi o poprzednich wydaniach. Uprzejmie prosimy
czytelnikéw o przesylanie uwag o podreczniku oraz informacji o zauwazonych bledach.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas



Przestrzenie liniowe

Przyktady

Podstawowe definicje

» Przykfad 1.1. Uzasadni¢ z definicji, ze zbi6ér Rq[z] wszystkich wielomianéw rze-
czywistych stopnia nie wiekszego niz 2 z dodawaniem wielomianéw i mnozeniem ich
przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia liniowa.

Rozwiazanie. Niech wielomiany p, g naleza do zbioru R[], przy czym p(z) = az? +
br +ec, q(z) = a12% + byw + ¢1, gdzie a, b, ¢, a1,b1,c1 € R oraz niech a € R. Z definicji

P+ q)(z) =p)+qx)=(a+a)z? +(b+b)x+c+ec,

(ap)(z) = ap(z) = (aa)e® + (ab) x + ac

wynika, ze funkcje p+ q oraz ap sa takze wielomianami ze zbioru Ry[z]. Sprawdzimy
teraz kolejno 6 aksjomatéw, ktore musza spelnia¢ dziatania w przestrzeniach linio-
wych.

(1) Dodawanie wielomianéw jest przemienne, bowiem dla kazdego € R mamy

(p+q)(z) =p(z) +q(z) = q(z) + p(x) = (¢ + p)(x).

(2) Niech dodatkowo 7 € Ry[x]. Lacznosé dodawania wielomianéw wynika z warunku

(p+4q)+7](x) = (p+4q)(2) +7(z)
( (x) +q(2)) +7(z)
p(x) + (q(x) +r(2)) = p(2) + (g +7) (2) = [p+ (g +7)] (2).

(3) Elementem neutralnym dodawania wielomianéw jest wielomian p, = 0 takze
nalezacy do zbioru Ra[x].
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(4) Elementem przeciwnym do wielomianu p jest wielomian
(—p)(z) = —p(z).
(5) Zalézmy, ze «, § € R. Wtedy dla kazdego € R prawdziwe sa wzory
(1-p)(x) =1-p(z) = p(z),

[a(Bp)] () = a(Bp)(z) = a(Bp(z)) = (aB)p(z) = [(aB) P] (2),
a wigc rzeczywiscie 1 - p = p oraz a(Bp) = (af)p.

(6) Ponadto prawdziwe sa zwiazki (o + 8)p = ap + Op oraz a(p + q) = ap + aq,
bowiem dla x € R mamy

[(a+ B)p] (z) = (a+ B)p(x) = ap(x) + Bp(z) = (ap + Bp) ()

oraz

la(p+q)] (z) = a[(p+q) (v)] = a[p(z) + q(z)] = ap(z) + aq(z) = (ap + aq)(z).
Zauwazmy, ze wlasnosci (1) — (6) wynikaly bezposrednio z odpowiednich wlasnosci
dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych.
Podprzestrzenie przestrzeni liniowej

» Przyktad 1.2. Uzasadnié, ze podane zbiory W sa podprzestrzeniami liniowymi
wskazanych przestrzeni liniowych V:

(a) W= {(z,y) e R?: 2z =3y}, V=R

b)) W ={(z,y,2) ER®: 2 +y=y+2=0}, V=R

(c) W = {p € R3[z] : p(z) = p(—=x) dla kazdego z € R}, V = R[x];

(d) W= {f €C([0,2): £'(1) =0}, V =C([0,2));

(€) W = {A € Mays: AT = zA}, V = Mays.

Rozwigzanie. Zbiér W C V jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V wtedy i tylko

wtedy, gdy dla dowolnych w;, wy € W oraz dla dowolnych a;, as € R mamy a;w; +
aswy € W.

(a) Niech w; = (z1,91), wa = (x2,y2) € W oraz niech ay, as € R. Wowczas
arwi + awr = (21 + asta, a1y + aoy2) = (2,9).
Mamy
2z = 2 (a1 x1 + aox2) = 01221 + a2z = a13y1 + aedy2 = 3 (aqy1 + aey2) = 3y,

stad aywi + aswy € W. Zatem W jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
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(b) Warunek z + y = y + z = 0 oznacza, ze ¢ = —y = z, wiec
W= {(z,—=z,z): x € R}.

Niech w; = (z1, —x1, 1), we = (x2, —T2, T2), gdzie 21,22 € R oraz niech ay, s € R.
Wtedy wektor

awi + awr = (21 + ata, a1 (—1) + o (—x2), a121 + aax2)

ma postaé¢ (z, —z,z) dla z = a1 + aexs, wiec nalezy do zbioru W. Zbiér W jest
zatem podprzestrzenia liniowg przestrzeni V.

(¢) Niech p,q € W oraz oy, as € R. Funkcja a1p + aaq jest oczywiscie wielomianem
stopnia mniejszego lub réwnego 3. Zachodzi tez warunek

(a1p + a2q) () = aup(x) + aeq(r) = arp(—x) + azq(—x) = (a1p + az2q) (—x),

wiec a1p + asq € W. Zbior W jest zatem podprzestrzenig liniowa przestrzeni V.

(d) Niech f,g € W oraz a1, as € R. Funkcja a; f +asg jest ciagla na przedziale [0, 2],
bo obie funkcje f i g sa ciagle. Ponadto istnieje pochodna tej funkcji w punkcie 1, bo
istnieja f'(1) i g’(1) oraz

(a1f +a2g) (1) = (a1 f' +a2g’) (1) = a1 f'(1) + a2g’(1) =1 - 0+ az- 0= 0.

Otrzymana réwnos$é¢ $wiadczy o tym, ze zbior W jest podprzestrzenia liniowa prze-
strzeni C ([0, 2]).

(e) Niech A, B € W oraz a,3 € R. Wtedy spelnione sy warunki: A7 = 2A,
BT = 2B. Korzystajac z wlasnosci transponowania macierzy mamy

(@A +8B)" = (aA)" + (8B)"
= aA” + BT =a(2A) + 5(2B) =2(aA + 3B).
To oznacza, ze aA + B € W. Zatem W jest podprzestrzenig przestrzeni liniowej V.

» Przyktad 1.3. Opisaé wszystkie podprzestrzenie liniowe przestrzeni R2.

Rozwigzanie. Niech W bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni R2?. Postugujac sie
interpretacja przestrzeni liniowej R? jako zbioru punktéw plaszczyzny mozemy wy-
rozni¢ jedynie trzy wzajemnie wykluczajace sie przypadki:

(1) W={(0,0)};

(2) zbiér W zawiera punkt A # O = (0,0) i nie zawiera zadnego punktu niewspotli-
niowego z punktami O i A. Jezeli A = (a,b), to dla kazdego t € R punkt (at,bt) € W,
czyli cala prosta | : x = at,y = bt zawiera sie¢ w zbiorze W. Jednoczesnie z zalozenia
zaden punkt spoza prostej [ nie nalezy do zbioru W, a wiec zbiér W jest prosta .
Ze wzgledu na dowolno$é¢ wyboru punktu A mozemy stwierdzié¢, ze wszystkie proste
przechodzace przez poczatek uktadu wspolrzednych sa podprzestrzeniami liniowymi
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przestrzeni R2;
(3) zbiér W zawiera dwa punkty A = (a,b), B = (c¢,d) niewspdlliniowe z punktem
—_— —

O. Wektory OA i OB nie sa wigc réwnolegle, czyli ad — be # 0. W tym przypadku
W = R2. Niech bowiem C' = (z,y) bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny. Istnieja
wtedy stale aq, as takie, ze C = a1 A + asB. Wynika to z faktu, ze uklad réwnan
aaq + cas = x, bay + das = y jest ukladem Cramera o niewiadomych «q, as. Osta-
tecznie jedynymi podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R? sa: {(0,0)}, wszystkie
proste przechodzace przez poczatek uktadu wspétrzednych oraz R2.

» Przyktad 1.4. Okreslié, ktére z podanych zbioréw U;, W; sa podprzestrzeniami
liniowymi przestrzeni liniowych V;, gdzie 1 < <6:

(a') Ul = {(x7yvz) F Yz < 0}7 Wl = {(x7yvz) rtyYtrz=r—y= 0}7 Vl :RB;
(b) Uz = {(2z,2+y,0,1) : z,yeR}, Wy = {(z,2—y,2,y) : x,y,2€R}, Vo =R%;
(c) Us = {(xn) lim xn>0}, W3 ={(xn): clag (z,) jest ograniczony}, Vi = R,
(d) Uy = {p : stopien wielomianup parzysty}, Wy = {p: p’(1) =0}, V4 = R[z];
@) Us={f: f(1))=F(2)}, W5 = {f : funkcja f jest monotoniczna }, V5 = C(R);

(f) UG:{[Z‘—T—y 2ym:|Zl’,yER},WGZ{AEngg:detAZO},VGZMQXQ.

Rozwigzanie. Aby uzasadnié, ze zbiér nie jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej
wystarczy wskaza¢ dwa wektory nalezace do danego zbioru, ktérych suma nie nalezy
do tego zbioru lub tez wektor, ktéry po pomnozeniu przez pewna liczbe juz nie nalezy
do tego zbioru. Mozna tez np. zauwazy¢, ze wektor zerowy lezy poza zbiorem, a to
jest warunek konieczny dla podprzestrzeni liniowej. I tak w naszym przyktadzie zbiory
Uy, Ug, Us, Uy, W5, Wg nie sa podprzestrzeniami liniowymi odpowiednich przestrzeni
liniowych, bowiem:

U;: (0,3,-1),(0,—-2,2) € Uy, ale (0,3,—1) + (0,—2,2) = (0,1,1) & Uy;

Us: (0,0,0,0) & Uy;

Us: dla x, =1+ 1/n ciag (z,,) € Us, ale ciag (—z,,) = — (z,,) € Us;

Uy 2t +23,2% € Uy, ale (2% +23) — 2t =23 ¢ Uy;

Ws: f (z) = max(z,0), g(z) = min(z,0) € Ws, ale f (z) — g(x) = [z[ & Ws;

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
We: |:0 0:|,|:0 1}€W6,ale[o 0:|+|:0 1:|—|:0 1:|€W6

Pozostale zbiory sa podprzestrzeniami liniowymi, co uzasadnimy nizej. Niech zatem
a1, as € R, Wowczas

Wi dla wy = (21,41, 21), we = (T2, Ye, 22) € Wy wektor

awi + cws = (121 + aaa, a1y + Qays, a121 + 222)
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nalezy do Wy, bo
(a1 +agxe) + (y1 +agys) + (121 +a022) = a1 (w1 +y1+21) + a2 (T2 +y2+22) =0

oraz
(171 + aox2) — (Y1 + aoy2) = a1 (v1 — Y1) + oz (z2 — y2) = 0.

Inaczej mozna bylo napisaé, ze Wy = {(x,x,—2x): z € R} i z tej postaci zbioru

uzasadnié¢ powyzsze warunki;

Wao: dla wy = (z1,21 — y1, 21, ¥1), W2 = (T2, T2 — Y2, 22, Y2) € Wy wektor
arwitoews = (121 +aaTs, (11 +azs) — (1Y +aay2) , 121 +Qo2a, 01Y1 +Q2y2)

nalezy do Wy;
Wi: dla ciagow ograniczonych (z,), (yn) ciag a1 () + 02 (yn) = (@120 + azyn) jest
tez ograniczony, bowiem jezeli |x,| < M1 < 00 i |y,| < My < oo dla kazdego n € N,
to

lon T + azyn| < |oal|zn] + |az| [yn] < |oa| My + [az| My = M < oo;
Wy: dla p,g € Wy mamy (a1p + a2q)’ (1) = ai1p’(1) + azq’(1) = 0, przy czym
a1p + aoq jest tez wielomianem, wiec a1 p + aoq € Wy;
Us: dla f,g € Us mamy

(1 f + a2g) (1) = a1 f(1) + a2g(1) = a1 f(2) + a2g(2) = (a f + a29) (2),

jednoczesnie z wlasnoéci funkcji ciaglych wynika, ze funkcja a1 f + aog jest ciagla,
wiec ostatecznie oy f + asg € Us;

. _ 1 Y1 _ T2 Y2 :
Ug: dla A = [ o4y 2 },B— [ o+ ys 2w ] € Ug macierz

o171 + Qaxa oY1 + aoys

€ Us.
a1271 + aax2) + (1y1 + ay2) 2 (11 + o) 6

a1 A+ asB = |: (

P Przyktad 1.5. Ktére z podanych zbior6w sa podprzestrzeniami wskazanych prze-
strzeni liniowych:

(a)le{(m y,z,t) eRY: =z lub y =t},
={(z,y,z,t) eR': z=ziy=t}, V=RY
(b) Wl = {(zn) € R*® : ciag (z,) jest ograniczony i zbiezny},
Wy = {(x,) € R*® : ciag (z,,) jest ograniczony lub zbiezny}, V = R>?

Rozwigzanie. Wykorzystamy fakt, ze cze$¢ wspdélna dwoch podprzestrzeni liniowych
jest tez podprzestrzenig liniowa, za$ ich suma mnogoSciowa jest podprzestrzenia je-
dynie w przypadku, gdy jedna z nich zawiera si¢ w drugiej.

(a) Niech Uy = {(z,y,2,t) ER*: z =z} oraz Uy = {(z,y,2,t) € R*: y =t} . Zbiory
U;, Uy sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R%. Ponadto W; = U; U Us,
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Wy = U;NUs. Zbiér Uy nie zawiera si¢ w Us ani na odwrét, np. wq = (0,1,0,2) € Uy,
ale wy € Uy oraz wa = (1,0,2,0) € Uy, ale wy ¢ Uy. Zatem zbiér Wy nie jest, a zbidr
W jest podprzestrzenia liniowa R*.
(b) Niech

Uy = {(z,) € R*™: ciag (x,,) jest ograniczony}
oraz

Uy = {(z,) € R*™ : ciag (x,,) jest zbiezny}.

Zbiory Uy, Us sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni R>°. Wynika to z wlasno$ci
sum ciggow zbieznych, ograniczonych i iloczynéw tych ciagdéw przez liczby. Zauwazmy,
ze W1 = U; NUy, Wy = Uy U Uy, a ponadto Uy C Uy, bo kazdy ciag zbiezny jest
ograniczony. Stad wynika, ze oba zbiory Wy, Wy sa podprzestrzeniami liniowymi R*°.

Liniowa niezalezno$¢ wektorow

» Przyktad 1.6. Wektory (1,2,3), (1,3,5) przedstawi¢ na wszystkie mozliwe spo-
soby jako kombinacje liniowe wektoréw:

(a) (2,0,6),(0,1,0),(1,-1,3); (b) (2,0,6),(0,1,0),(1,1,1).

Rozwigzanie.

(a) Z réwnosci (1,2,3) = a(2,0,6) + b(0,1,0) + ¢(1, —1, 3), gdzie a,b,c € R, wynika
uktad réwnan 2a +c =1, b—c = 2, 6a+ 3c = 3. Rozwiazanie tego uktadu ma postaé
a=(1-2¢)/2,b=2+c, gdzie ¢ € R. Istnieje wiec nieskoniczenie wiele kombinacji
liniowych, mianowicie

1—
(1,2,3) = 76(2,0,6) + (24 ¢)(0,1,0) + ¢(1, -1, 3), gdziec € R.

Niech teraz (1,3,5) = a(2,0,6) + b(0,1,0) + ¢(1, —1, 3). Uktad réwnan 2a + ¢ = 1,
b—c =3, 6a+ 3c = 5 jest sprzeczny, a to oznacza, ze wektora (1,3,5) nie mozna
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej danych wektoréw.

(b) Postepujac podobnie mamy (1,2,3) = a(2,0,6)+b(0,1,0)+c¢(1,1,1), gdzie a,b,c €
R. Stad wynika, ze 2a +c =1, b+ ¢ = 2, 6a + ¢ = 3. Otrzymany uktad réwnan jest
ukladem Cramera posiadajacym jedyne rozwiazanie a = 1/2, b = 2, ¢ = 0. Wektor
(1,2, 3) ma wiec tylko jedno przedstawienie, tzn.

1
(15 273) = 5(27056) + 2(07 150)

Dla wektora (1,3,5) takze istnieje tylko jedna kombinacja liniowa majaca postaé
(1,3,5) =(2,0,6) +4(0,1,0) — (1,1, 1).

» Przyktad 1.7. Zbadaé z definicji liniowa niezalezno$é podanych ukladéw wekto-
réw w odpowiednich przestrzeniach liniowych:

(a) (2,0,6),(0,1,0),(1,—1,3); (2,0,6),(0,1,0),(1,1,1),RB;
) 1+2%1—221+2x; 1+2,2—2,3x -5, Ryfz];

(¢) 1,sinx,cosx; 1,arctgx,arcctgz, C(R).
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Rozwigzanie. Wektory v;, va, ..., v, € V sa liniowo niezalezne, jezeli dla dowol-
nych a1, ag, ..., ap € R z warunku ajvi + asvs + ... + apv, = 0 wynika, ze
a1 =ag =...= a, = 0. Gdy tak nie jest, wektory sa liniowo zalezne.

(a) Warunek a4 (2,0,6) + «@2(0,1,0) + a3(1,—1,3) = 0 = (0,0,0) prowadzi do ukladu
réwnan 2aq + ag = 0, as — ag = 0, 61 + 3as = 0. Rozwiazanie tego uktadu ma
posta¢ apx = a3 = —2a1, gdzie a3 € R. Przyjmujac np. oy = 1 mozemy napisac,
ze (2,0,6) —2(0,1,0) — 2(1,—1,3) = (0,0,0), a to oznacza liniowa zaleznosé¢ danych
wektoréw. Dla wektoréw (2,0, 6), (0,1,0), (1,1,1) z warunku a4 (2,0,6) +a2(0,1,0) +
as(1,1,1) = (0,0,0), otrzymamy uklad réwnan Cramera 2c; + ag = 0, ag + as =0,
61 + a3 = 01 jego jedyne rozwiazanie oy = g = az = 0. Wektory (2,0,6), (0, 1,0),
(1,1,1) sa wiec liniowo niezalezne.

(b) Zalézmy, ze o (1+22)+a (1—22)+a3(1422) = 0 = 0. Wielomian (g — ag) 2%+
2a3T + a1 + ag + a3 jest wiec wielomianem zerowym. Stad wynika, ze oy — ag = 0,
2a3 =0, a1 + as + a3 =0, a wiec a1 =0, az =0, ag = 0. To oznacza liniowa nieza-
leznosé pierwszej trojki wielomianéw. Dla drugiej tréjki z warunku aq (1+ ) + ae(2 —
z)+a3(3z—5) = 0 odezytujemy, ze ag —as+3as = 01 a3 +2as —5as = 0. Ten jedno-
rodny uklad rownan posiada niezerowe rozwiazania, bowiem as = —8a;, az = —3aq,
gdzie @1 € R. Dla a1 = 1 otrzymujemy réwnosé (1+x) —8(2—z) — 3Bz —5) =0
oznaczajacg liniowa zalezno$¢ danych wielomianow.

(c) Niech a; + agsinz 4+ ag cosx = 0 = 0. Funkcja wystepujaca po lewej stronie réw-
nosdci w kazdym punkcie x € R przyjmuje wartos¢ 0. Dla x = 0 otrzymujemy réwnosé
a1+ asz =0, dla x = 7/2 warunek a1 + ag =0, a dla x = 7 mamy «; — a3 = 0 Stad
wynika, ze a1 = aa = ag = 0, wigc dane funkcje sa liniowo niezalezne. Zauwazmy,
ze dobieraliSmy tu takie warto$ci x, aby otrzymaé¢ uklad Cramera zmiennych g,
ag, az. Dla funkcji 1, arctgz, arcctgx wstawienie réznych wartosci x do warunku
a1 + ag arctgz 4+ agarcctgx = 0 nie prowadzi niestety do uktadu Cramera. Nalezy
wiec podejrzewad, ze funkcje te sa liniowo zalezne. Aby to $ci$le uzasadnié, wystarczy
powolaé si¢ na znana tozsamos¢ dla funkcji cyklometrycznych:

arctgax + arcctgar = g
dla xz € R. Przepisujac ten warunek w postaci

m

5" 1 —arctgx —arcctgz =0

wnioskujemy, ze dane funkcje sg rzeczywiscie liniowo zalezne.

» Przyktad 1.8. Uzasadni¢ liniowa zalezno$é podanych wektoréw we wskazanych
przestrzeniach liniowych przedstawiajac jeden z tych wektoréw jako kombinacje li-
niowa pozostalych:

(a) (1,2), (2,3), (3,4), R%; (b) sinx, sin 2z, sin? z, cosz, cos 2z, cos? z, C(R);

(¢) (2¢ — 3)2, 22, 3z, -1, Rofe]; () {(1) (1)] {(7) g] [(1) _(1)],M2X2.
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Rozwiazanie.

(a) Nietrudno zauwazyé, ze (1,2) + (3,4) = (4,6) = 2- (2, 3). Z tej réwnosci wynika,

ze kazdy z podanych wektoréw jest kombinacja liniowa pozostalych, np. (1,2) =

2(2,3)—(3,4). To oznacza liniowa zalezno$¢ tych wektoréw, bowiem zgodnie z definicja
(1,2) —2-(2,3) + (3,4) = 0.

(b) Tu wystarczy zastosowaé wzér cos 2z = cos? x — sin® z 1 wtedy

0-sinz+0-sin2z+1-sin?z+0-cosz +1-cos2x —1-cos’x =0,

co ttumaczy liniowg zalezno$é¢ danych funkcji.

(¢) Korzystajac ze wzoru na kwadrat sumy otrzymamy
(27 —3)? =4a? — 120+ 9 =4 2> + (—4) - 3z) + (-9) - (-1),

co oznacza liniows zalezno$¢ podanych funkcji.

(d) Zachodzi tatwa do sprawdzenia réwno$é

70 10 1 0
o] = o] [a 4]
To oznacza liniows, zalezno$¢ podanych wektorow z przestrzeni My o.

» Przyktad 1.9. Niech V bedzie przestrzenig liniowa, a u, v, w, € wektorami liniowo
niezaleznymi w tej przestrzeni. Zbadac z definicji liniowa niezaleznos¢ podanych ukla-
dow wektoréw:

Q) u+2v+w,v—-3wt+z,u—x; bu—xz,v—zr,w—z,u—v+w-—c
Rozwigzanie.
(a) Niech a1 (u +2v+w)+ a2 (v — 3w+ x) + ag (u — ) =0, gdzie ay, ag, ag € R.
Po uporzadkowaniu wyrazow otrzymamy réwnosé
(a1 +az)u+ (200 + a2) v+ (@1 — 3a2) w + (ag — az)x = 0.
7 liniowej niezalezno$ci wektoréw w, v, w, * wynika, ze
a1 +ag =201 +as = a1 — 3ag = ay —az = 0.

Stad a1 = as = az = 0. Dane wektory sa liniowo niezalezne.
(b) Postepujac podobnie zal6zmy, ze

agu—z)+a-—x)+ag(w—z)+au(u—v+w—x)=0.
Wtedy

(a1 +ag)u+ (ag —ag)v+ (as +ag)w— (1 + a2 +as + aq) x =0,
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zatem z liniowej niezaleznosci wektoréw u, v, w, x otrzymujemy uktad réwnan
a1 tag=as—ag=a3+ag =1+ as+ a3+ ag =0.

Rozwiazanie tego ukladu ma posta¢ a; = —ae = as = —ay, gdzie a3 € R. Przyjmujac
np. a; = 1 mozemy napisaé, ze

(u—z)—(v—x)+(w—z)— (u—v+w-—x)=0.
Badane wektory sa wiec liniowo zalezne.

» Przyktad 1.10. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, a u, v, w, € wektorami z tej
przestrzeni. Uzasadnié, ze jezeli:

(a) wektory u, v, w, x, sa liniowo niezalezne, to wektory u, v, w tez;

(b) wéréd wektoréw u, v, w, x jest wektor zerowy, to wektory te sa liniowo zalezne.

Rozwigzanie. Wektory vy, va, ..., v, € V sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy jedyna kombinacjg liniows tych wektorow bedaca wektorem zerowym jest kom-
binacja o wszystkich wspélczynnikach zerowych. W przeciwym przypadku moéwimy,
ze wektory te sa liniowe zalezne.

(a) Niech aqu + asv + asw = 0, gdzie a1, ag, ag € R. Wéwczas mamy
o+ av+azw+0-x=0.

Otrzymalismy liniowa kombinacja wektoréw u, v, w, , ktéra jest wektorem zerowym.
Z liniowej niezaleznoéci tych wektoréw wynika, ze a; = as = az = 0. To oczywiscie
oznacza liniowg niezalezno$¢ wektorow u, v, w.

(b) Bez zmniejszania ogdlnoséci mozemy zalozyé, ze & = 0. Wéwczas mamy
O-u+0-v+0-w+1-2=0.

To oznacza, ze wektor 0 jest kombinacjg liniowa wektoréw w, v, w, x, ktorej nie
wszystkie wspélczynniki sa zerowe. Wektory te sa wiec liniowo zalezne.

» Przyktad 1.11*. Uzasadnié, ze funkcje sinz, sin2z, sin3x, ... sg liniowo nieza-
lezne w przestrzeni liniowej C (R).

Rozwiagzanie. Nieskonczony uktad wektoréw jest liniowo niezalezny, jezeli kazdy jego
skonczony podzbidr jest liniowo niezalezny. Z kolei kazdy podzbior uktadu liniowo
niezaleznego jest liniowo niezalezny. Wykorzystujac oba te stwierdzenia wystarczy
uzasadnié¢ liniowa niezalezno$¢ funkcji sinz, sin 2z, ..., sinnz dla dowolnego n € N.
Niech zatem

aisinx + assin2x + ...+ aysinne =0,

dla pewnych aq,aq,...,a, € R. Obliczajac po obu stronach tej rownoéci kolejne

pochodne
d d2 d2n7 1

dx’ dx?’ 7 dx?nt
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otrzymamy zaleznosci:

ajcosr + 29 cos2x + ... + nay cosnr = 0,
—oysine — 22q9sin2z — ... — nla, sinnz = 0,
—apcosr — 2a9c0828 — ... — n3a, cosne = 0,

apsinx + 2%aosin2z + ... + n*a, sinnz = 0,

+ (apcosz + 22n=loycos2x 4+ ... + n2”_1ancosmc) = 0.

Wstawiajac punkt = 0 do wszystkich réwnosci zawierajacych kosinusy (tzn. do
wszystkich nieparzystych pochodnych wyjsciowej réwnosci) otrzymujemy uktad réw-
nan postaci

1 2 3 e n 7T a7 [0 ]
1 23 33 . n3 o) 0
1 20 3% ... nd as | |0
L1 227171 327171 . n2n71 1L a, L 0 |

Wyznacznik tego ukltadu jest réwny

1 1
1 4 9 n?
4
2.3 n 1 42 92 n
1 4n—1 977,—1 L n2n—2

Ostatni wyznacznik jest niezerowym wyznacznikiem Vandermonde’a, uklad réwnan
jest wiec uktadem Cramera. To oznacza, ze jedynym jego rozwiazaniem jest a; =
... = ay, = 0. Stad wynika, ze badane funkcje sa liniowo niezalezne.

» Przykfad 1.12. Uzasadnié, ze dwa wektory w przestrzeni R? sg liniowo niezalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy sa niewspdiliniowe.

Rozwigzanie. Niech ¢ = (z1,72), ¥ = (y1,¥2) beda wektorami z przestrzeni R2.
Prawdziwa jest zaleznosé

~ ~ ~

ik
|z| [y[sin 4 (z,y) =|| 21 22 O || =|z1y2 — 2201].
y1 Y2 O

Wektory x, y sa zatem wspoélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy x1y2 = xoy1. Za-
16zmy najpierw, ze wektory x, y sa liniowo niezalezne oraz zalézmy nie wprost, ze
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T1Yy2 = x2y1. Wtedy albo 1 = 29 = y1 = y2 = 0, czyli * =y = 0, albo np. =1 # 0
i wtedy @ = ay dla a = y1 /1, a to w obu przypadkach daje sprzeczno$é z liniowa
niezalezno$cia wektoréw x, y. UzasadniliSmy zatem, ze z liniowej niezaleznosci wek-
toréw x, y wynika ich niewspoéiliniowosé. Zaltézmy z drugiej strony, ze wektory x, y
sa niewspoéltliniowe, tzn. ze z1ys # x2y1. Niech a1 + axy = 0, gdzie aj,as € R.
Réwnoéé te mozemy zapisa¢ w postaci

T Y1 ar | _ |0

T2 Y2 (D) 0 )
7 zalozenia wynika, ze jest to uktad Cramera, wiec a; = as = 0. To oznacza liniowg
niezalezno$¢ wektoréw x, y.
Baza i wymiar przestrzeni liniowej

P Przyktad 1.13. Opisaé (geometrycznie lub stownie) zbiory lin A, jezeli:
(a) A={(1,3,1),(0,5,2)} CR3; (b) A= {2 25 2"} C R[z];

oa{[3 S8 8 2]} e
Rozwigzanie.
(a) Mamy

linA={s(1,3,1)+¢(0,5,2) : s,t € R} = {(s,35 +5t, s+ 2t) : s,t € R}.

Poniewaz wektory (1,3, 1), (0,5,2) sa niewspdtliniowe, wigc zbidr lin A jest plaszczy-
zng w R? o réwnaniu parametrycznym x = s, y = 3s + 5t, z = s + 2t (lub ogélnym
x—2y+5z=0).

(b) Tutaj

lin A = {ax+bx3 +cx® +da" : a,b,e,de R}.
Niech wielomian p € lin A. Wéwczas p(—xz) = —p(z). Niech teraz p; bedzie wielo-
mianem stopnia nie wiekszego niz 7 o wlasnosci p; (—z) = —p, (z), czyli

p, () = a7z’ + agx® + asa® + aszt + aza® + asx? + a1z + ag, a; € R,

gdzie 0 < ¢ < 7. Z warunku p,(—z) + p,(z) = 0 wynika, ze ag = a4 = az = ap = 0.
Zatem p, € lin A. Oznacza to, ze zbiér lin A sklada sie ze wszystkich wielomianow
stopnia nie wiekszego niz 7 bedacych jednoczes$nie funkcjami nieparzystymi.

(c) W tym przykladzie

. 10 00 03 a 3c
hnA—{a[O 0]—!—()[0 2:|+C|:3 0] .a,b,cE]R}—{L%c 2b} .a,b,cER}.

Otrzymalismy zatem zbioér wszystkich macierzy symetrycznych stopnia 2.



